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KNESER  (Adolf).  —  Liîurbucii  deu  Variationsrechnung,  i  vol.  in-8°,  xv- 
3ii  p.  Braunschweig,  Vieweg,  1900. 

C'est  un  livre  depuis  longtemps  nécessaire  que  nous  donne 
M.  Kneser,  et  c'est  une  sorte  de  scandale  niatiiématique  qu'il 
fait  cesser. 

On  sait,  en  effet,  que  si  les  applications  du  calcul  des  variations 
ont  été  constamment  en  s'élargissant  et  en  s'enricliissant  de 
résultats  nouveaux  et  importants,  les  fondements  de  cette  doc- 
trine n'avaient  pas  sensiblement  progressé  depuis  sa  création.  Or 
ces  fondements  étaient  tout  à  fait  insuffisants  et  incapables  de 
répondre  à  l'idée  que  nous  nous  faisons  de  la  rigueur  mathéma- 
tique. Les  objections  qu'ils  soulèvent  sont  bien  connues  :  pour  ne 
citer  qu'un  exemple,  toute  la  théorie  repose  sur  la  réduction  du 
problème  à  une  question  de  maximum  ou  de  minimum  ordinaire, 
les  variations  de  la  fonction  inconnue  étant  supposées  dépendre 
de  celles  d'un  paramètre  a.  Or  le  raisonnement  par  le([uel  ou  jus- 
tifie cette  réduction  ne  s'applique  qu'à  un  maximum  absolu,  et 
ce  sont  les  équations  du  maximum  relatif  que  Ton  apprend  à 
former.  Il  n'est  pas  nécessaire  d'être  bien  slricl,  au  poiiil  de  vue 
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de  la  rigueur,  pour  refuser  à  une  pareille  déduction  toute  valeur 
probante.  Si  l'on  songe  au  nombre  toujours  croissant  des  ques- 
tions dans  lesquelles  intervient  le  calcul  des  variations  en  mathé- 
matiques, si  l'on  remarque  surtout  qu'il  constitue  le  premier 
exemple  d'une  série  de  recherches  destinées,  sans  nul  doute,  à 
jouer  un  rôle  capital  en  analyse,  à  savoir  celles  auxquelles  M.  Pin- 
cherle  donne  le  nom  de  Calcul  fonctionnel  et  où  c'est  la  fonction 
elle-même,  et  non  phis  le  nombre,  qui  joue  le  rôle  d'élément 
variable,  on  conviendra  qu'il  était  indispensable  de  donner  à 
cette  branche  de  la  Science  des  bases  plus  solides. 

Or  ce  résultat  avait  été  atteint  par  Weierstrass.  Mais,  dans 
cette  circonstance  comme  dans  plusieurs  autres,  le  géomètre  alle- 
mand s'était  contenté  de  faire  connaître  sa  méthode  à  ses. audi- 
teurs et  n'avait  rien  publié  de  ses  découvertes  à  cet  égard.  On 
savait  donc  qu'il  existait  une  exposition  rigoureuse  du  Calcul  des 
variations  :  mais  on  n'avait  aucune  donnée  sur  ce  qu'elle  pouvait 
être,  ou,  plus  exactement,  on  n'avait  sur  elle  que  des  données 
très  insuffisantes.  La  thèse  de  M.  Zermelo  et  les  Mémoires  de 
M.  Kobb  permettaient  bien,  à  la  rigueur,  de  reconstituer  par  à 
peu  près  les  principales  idées  du  maître  sur  ce  point.  Mais,  dans 
ces  ouvrages,  consacrés,  avant  tout,  à  des  résultats  nouveaux 
étendant  ceux  de  Weierstrass,  l'exposition  de  ces  derniers  est 
forcément  très  sommaire  :  en  réalité,  ce  sont  les  leçons  de 
Weierstrass  qui  sont  nécessaires  pour  rintelligence  des  travaux 
en  question;  en  leur  absence,  la  lecture  de  ces  derniers  devenait 
très  difficile,  et  il  était  à  peu  près  impossible  de  faire  le  départ 
entre  la  théorie  générale  et  les  compléments  qu'y  ont  apportés 
MM.  Zermelo  et  Kobb. 

M.  Kneser  avait  toute  la  compétence  nécessaire  pour  nous 
donner  l'exposition  dont  le  besoin  se  faisait  si  vivement  sentir. 
On  sait  qu'il  avait  lui-même  apporté,  dans  plusieurs  travaux 
insérés  aux  Malheniatisclie  Annalen,  une  contribution  impor- 
tante au  Calcul  des  variations.  Il  a  pu  faire,  en  même  temps  qu'un 
Ouvrage  d'exposition,  une  œuvre  personnelle. 

Il  est  une  qualité  dont  il  semble  que  nous  lui  sojons  particu- 
lièrement redevables,  du  moins  autant  qu'on  en  peut  juger  avec  le 
peu  de  points  de  comparaison  que  nous  possédons  :  c'est  la  sim- 
j)licité   et  l'élégance  (ju'il  arrive   à  donner  au  raisonnement  sans 
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rien  sacrifier  de  la  parfaite  rigueur  qui  est  la  condition  d'existence 
d'un  travail  de  cette  espèce. 

Lorsque  l'auteur,  après  avoir  indiqué,  d'après  les  méthodes 
classiques,  les  transformations  fondamentales  et  les  conditions 
nécessaires  de  maximum,  aborde  (Chapitre  TII)  la  question  vrai- 
ment délicate,  la  recherche  des  conditions  suffisantes,  rien  n'est 
plus  clair  et  plus  naturel  que  la  marche  suivie  par  lui.  On  sait 
combien  la  question  se  présente  simplement,  dans  les  Leçons  sur 
la  théorie  des  surfaces  de  M.  Darboux,  pour  les  lignes  géodé- 
sie] ues.  C'est  cette  même  manière  d'opérer  que  M.  Kneser  trans- 
porte au  problème  général.  Dans  l'un  et  l'autre  cas,  les  lignes  qui 
satisfont  aux  équations  différentielles  préalablement  obtenues 
servent  à  constituer  un  système  de  coordonnées  curvilignes.  La 
condition  d'orthogonalité  est  remplacée  par  une  condition  dite  de 
transversalité,  celle  même  qui  s'introduit  dans  les  questions  de 
Calcul  des  variations  où  les  limites  ne  sont  pas  fixes. 

Le  Chapitre  IV  traite  des  maxima  et  minima  relatifs  (c'est- 
à-dire  où  des  conditions  restrictives  sont  imposées  aux  fonctions 
inconnues).  On  sait  que,  sur  ce  point  aussi,  des  perfectionne- 
ments importants  ont  dû  être  apportés  aux  démonstrations  primi- 
tives. 

Il  en  est  de  même  pour  le  cas  étudié  au  Chapitre  suivant,  celui 
où  le  maximum  ou  le  minimum  est  fourni  par  une  ligne  formée 
d'arcs  analjtiqucment  différents  et  se  rejoignant  à  angle,  et  à 
l'égard  duquel  l'application  du  principe  de  la  moindre  action  pose 
de  curieux  problèmes. 

Je  n'insisterai  pas  sur  l'extension  de  la  méthode  aux  intégrales 
contenant  des  dérivées  d'ordre  supérieur;  mais  je  dois  signaler  le 
Chapitre  consacré  à  un  problème  bien  plus  général  que  celui  du 
maximum  ou  du  minimum  des  intégrales  définies,  je  veux  parler 
du  maximum  ou  du  minimum  de  quantités  définies  par  des  équa- 
tions différentielles. 

L'ouvrage  se  termine  par  l'étude  des  intégrales  doubles  et  la 
généralisation,  à  ces  intégrales,  des  méthodes  précédemment 
développées. 

Si  j'ajoute  que,  d'un  bout  à  l'autre  de  l'Ouvrage,  la  théorie  est 
éclairée  par  une  série  d'exemples,  j'espère  avoir  donné  une  idée 
du  très  grand  intérêt  que  présente  le  volume  de  M.  Kneser.  ()uc 
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l'auteur  pcrmelte  une  légère  critique  :  il  me  paraît  avoir  fait  inter- 
venir d'une  façon  un  peu  trop  constante  le  développement  de 
Taylor,  ce  qui  a  l'inconvénient  de  supposer,  ou  de  paraître  sup- 
poser les  fonctions  sur  lesquelles  on  opère  analytiques  :  la  plupart 
des  raisonnements  présentés  sont  complètement  indépendants  de 
cette  hypothèse,  et  il  y  aurait  quelque  intérêt  à  mettre  ce  fait  en 
évidence.  J.  Hadamard. 


UOUCHÉ  (E.)  et  LÉVY  (L.).  —  Analyse  infinitésimale  a  l'usage  des  ingé- 
NiEUKS.  T.  I.  Calcul  différentiel.  —  Dérivées  et  différentielles.  —  Change- 
ment de  variables.  -^  Séries.  —  Formule  de  Taylor.  —  Courbes  planes  et 
gauches»  -^  Surfaces.  —  Congruences.  —  Complexes.  —  Lignes  tracées 
sur  les  surfaces.  Un  vol.  grand  in-8",  de  Y Encfclopédie  industrielle,  fondée 
par  M.  Lechalas.  viii-537  p.  Paris,  Gauthier- Villafs;  tgoo. 

En  quoi  lin  Traité  d^Analyse  destiné  aux  ingénieurs  doit-il  se 
distinguer  des  autres  Traités  d' Analyse?  C'est  là  une  assez  grosse 
question. 

Pour  ce  qui  est  des  matières  que  doit  contenir  un  pareil  Livre, 
on  aperçoit  tout  d'abord  la  nécessité  d^j  faire  entrer  un  certain 
nombre  de  propositions,  de  méthodes  et  d'idées  fondamentales 
qui  figurent  dans  tous  les  Traités  d'Analyse  et  qui  permettent  de 
traiter  les  problèmes  techniques,  comme  ceux  que  pose  naturelle- 
ment la  tliéorie.  On  aperçoit  aussi  l'impossibilité,  si  l'on  ne  veut  pas 
que  le  Traité  d'Analyse  soit,  à  bii  seul,  toute  une  encyclopédie, 
d'y  faire  figurer  la  mise  en  équation  des  problèmes  techniques; 
celle-ci  regarde,  non  l'Analyse,  mais  les  Sciences  appliquées^ 
il  appartient  à  ces  Sciences  de  définir  les  éléments  mathématiques 
que  l'on  substitue  aux  objets  réels,  de  critiquer  les  conditions 
dans  lesquelles  cette  substitution  est  légitime  et  le  degré  d'ap- 
proximation qu'elle  permet;  il  leur  appartient  de  développer  les 
principes  ou  les  hypothèses  sur  lesquels  se  fonde  la  mise  en  équa- 
tion ;  l'œuvre  de  l'analyste  consiste  uniquement  à  traiter  ces  é(jua- 
lions.  Notre  Livre  devra  donc  contenir  ce  qui  est  indispensable 
pour  résoudre  les  équations  (pic  posent  les  Sciences  appliquées-, 
que  ces  équations  môme,  toutes  les  fois  que  cela  sera   possible, 
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soient  choisies  comme  exemple,  plutôt  que  d'autres,  cela  est 
encore  indiqué.  On  remarquera  que  cette  limitation  est  assez 
vague  :  sait-on  jamais  si  une  méthode  ne  pourra  pas  servir  à  la 
résolution  d'un  problème  pratique?  H  J  a  là,  comme  partout,  une 
affaire  de  mesure.  Certaines  méthodes  sont  éprouvées;  il  y  a 
nombre  de  problèmes  auxquels  elles  s'adaptent;  d'autres  mé- 
thodes n'ont,  jusqu'à  présent,  aucune  application  pratique;  on  les 
sacrifiera,  sans  hésiter,  quel  que  soit  leur  intérêt  propre;  d'autres 
encore  sont  certainement  susceptibles  d'être  appliquées;  mais 
elles  exigent  un  développement  mathématique  plus  ou  moins 
considérable,  que  quelques  hommes  adonnés  à  un  métier  pra- 
tique peuvent  sans  doute  acquérir,  qu'il  serait  déraisonnable  de 
demander  à  tous,  ou  à  beaucoup.  C'est  ici  que  le  jugement  de 
l'Auteur  doit  s'exercer,  d'après  les  connaissances  même  qu'il  sup- 
pose chez  ses  lecteurs,  d'après  l'utilité  réelle  des  méthodes  qu'il 
se  décidera  à  développer  ou  à  supprimer. 

Je  crois  bien  avoir  signalé,  ici  même,  à  propos  d'un  Livre  élé- 
mentaire destiné  aux  élèves  ingénieurs  de  langue  allemande,  et 
dont  M.  Kiepert  a  refondu  les  éditions  successives,  l'appel  qu'il 
adressait  dans  sa  préface  aux  ingénieurs  :  «  Ecrivez-moi,  leur 
demandait-il,  ce  que  vous  trouvez  qui  manque  dans  mon  Livre, 
ou  ce  qui  est  de  trop.  »  Cet  appel  me  semble  fort  raisonnable.  11 
appartient  au  savant  d'enchaîner  les  idées  et  les  démonstrations, 
à  l'homme  de  métier  de  savoir  ses  propres  besoins.  A  la  vérité, 
il  ne  les  sait  pas  toujours  aussi  bien  qu'on  pourrait  croire, 
quelquefois  parce  qu'il  ne  réfléchit  pas  sur  son  art,  quelquefois 
par  pure  ignorance,  parce  qu'il  ne  pense  pas  aux  choses  qui  lui 
manquent  et  dont  il  ne  sait  pas  qu'elles  existent  et  qu'il  pourrait 
se  servir.  Il  est  vrai  aussi  qu'on  peut  être  à  la  fois  un  ingénieur  et 
un  savant;  cela  n'est  pas  rare  dans  notre  pays,  où  quelques-uns 
sont  même  savants  dans  leur  métier.  Une  sorte  de  consultation 
comme  celle  dont  je  parlais  tout  à  l'heure  donnerait  sans  doute 
des  résultats  intéressants. 

D'après  la  nature  même  des  choses,  c'est  surtout  la  partie  d'un 
Traité  d'Analyse  qui  est  consacrée  à  l'intégration  qui,  par  la  limi- 
tation du  sujet  et  le  choix  des  exemples,  pourra  se  distinguer  net- 
tement suivant  qu'elle  s'adresse  à  des  hommes  pratiques  ou  à  des 
théoiMcicns. 
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Quant  à  l'esprit  dans  lequel  un  tel  Livre  devra  être  écrit, 
conimenl  le  caractériser?  Tout  d'abord,  et  c'est  un  point  dont 
MM.  Rouché  et  Lévy  se  sont  parfaitement  rendu  compte,  un 
Traité  d'Analyse  destiné  à  des  praticiens  devra  reprendre  les 
choses  au  commencement,  et  l'on  j  devra  insister  comme  il  faut 
sur  les  débuts.  Cliez  nous,  l'enseignement  de  l'Analyse  est  ré- 
pandu dans  les  classes  préparatoires  aux  écoles  techniques,  et 
dans  ces  écoles  mêmes;  on  peut  aussi  bien  oublier  ce  que  l'on  a 
appris  ici  que  là,  et  c'est  dans  un  même  Livre  qu'il  faut  pouvoir  le 
retrouver.  Il  y  faudra  un  degré  de  rigueur  suffisant  pour  que  le 
lecteur  ne  risque  pas  de  se  tromper  dans  les  applications.  Ce  degré- 
là  est  certainement  atteint  dans  le  Livre  que  nous  annonçons.  S'il 
est  même  quelquefois  dépassé,  c'est  sans  doute  que  les  Auteurs 
ont  voulu  tenir  compte  des  habitudes  qu'on  a  inculquées  à  ceux 
qui  doivent  le  lire,  et  si  ces  derniers  avaient  reçu  une  éducation 
différente,  MM.  Rouché  et  Lévy  auraient  sans  doute  osé  faire  à 
l'intuition  un  appel  encore  plus  large.  Il  était  très  naturel  qu'ils 
fussent  préoccu[)és  de  cette  éducation  de  leurs  lecteurs,  et  l'on 
ne  peut  s'étonner  que  cette  préoccupation  ait  même  influé  sur  le 
choix  des  matières  qu'ils  ont  développées  :  «  Nous  pensons, 
disent-ils  dans  leur  préface,  n'avoir  rien  omis  de  ce  qui  est  néces- 
saire aux  jeunes  Ingénieurs,  soit  pour  leurs  recherches  techniques, 
soit  pour  l'obtention  des  grades  universitaires.  »  C'est  sans  doute 
que  leurs  lecteurs,  par  l'éducation  même  qu'ils  ont  reçue,  sont 
assez  voisins,  pour  être  tentés  parfois  de  conquérir  ces  «  grades 
universitaires  »,  des  connaissances  théoriques  qu'il  faut  bien 
exiger  de  ceux  qui  s'y  préparent.  Mais,  si  l'obtention  des  <(  grades 
universitaires  »  est  un  des  buts  que  l'on  a  en  vue,  le  livre  qu'on 
écrit  ne  pourra  pas  différer  essentiellement  des  traités  classiques; 
la  différence  ne  pourra  guère  porter  que  sur  des  sujets  qui  ne  sont 
pas  développés  dans  ces  derniers  traités  et  qui  sont  particulière- 
ment utiles  pour  les  «  recherches  techniques  ».  C'est  ce  que  nous 
ne  pouvons  manquer  de  voir  dans  le  second  Volume,  consacré  au 
Calcul  intégral,  car,  encore  une  fois,  pour  ce  qui  concerne  le 
Calcul  différentiel,  je  n'aperçois  guère  ce  que  l'on  aurait  pu  y 
ajouter.  J'aperçois  bien  quelques  paragraphes  sur  les  congruences 
ou  les  complexes  que  l'on  aurait  pu  supprimer;  mais  ils  sont  fort 
courts    et    élégamment    traités,    comme    toutes   les    ap[)1ications 
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géométriques;  après  les  avoir  lus,  on  est  moins  disposé  à  en 
demander  le  sacrifice.  Encore  pourrait-on  défendre  les  complexes 
par  les  applications  qu'on  en  fait  en  mécanique.  Il  serait  sans 
doute  plus  difficile  de  justifier  l'exemple  d'une  cubique  gauche 
imaginaire  à  courbure  et  à  torsion  constantes,  et  l'on  ne  prévoit 
guère  d'applications  pour  cette  courbe-là;  mais  cela  tient  quelques 
lignes  et,  du  moment  que  l'on  parle  des  imaginaires,  il  n'est  peut- 
être  pas  inutile  de  montrer,  par  un  exemple  curieux,  que  les  con- 
clusions établies  quand  on  suppose  les  éléments  réels  ne  se  peuvent 
transporter  sans  précaution  dans  un  autre  domaine.  La  confu- 
sion de  ces  deux  domaines  est  une  des  erreurs  dans  lesquelles 
tombent  aisément  les  commençants,  et  l'enseignement  qu'ils  re- 
çoivent y  contribue  quelquefois. 

Une  autre  qualité  que  rechercheront  sans  doute  les  hommes 
pratiques,  c'est  la  facilité  à  retrouver  un  résultat  dont  ils  ont 
besoin.  Quel  est  ce  résultat  et  où  est-il?  Le  temps  leur  manque; 
ils  sont  pressés  d'arriver  au  bout  de  leur  calcul  et,  si  même  ils 
savent  le  faire,  ils  seront  bien  aises  qu'on  leur  évite  une  recherche, 
un  recommencement,  peut-être  une  erreur.  Ailleurs,  il  peut  être 
bon  de  tout  sacrifier  à  l'enchaînement  des  théories,  à  la  pénétra- 
lion  de  leur  signification  profonde.  Ici,  les  résultats  doivent  être 
mis  en  vedette.  Dans  le  Livre  de  MM.  Rouché  et  Lévy,  les  divi- 
sions sont  bien  nettes,  les  recherches  faciles;  nul  doute  que  les 
Auteurs  ne  s'efl'orcent,  dans  la  partie  de  leur  Ouvrage  qui  sera 
consacrée  au  calcul  intégral,  d'exagérer  encore  cette  qualité  pra- 
tique, précieuse  pour  tous,  essentielle  pour  la  classe  de  lecteurs 
auxquels  ils  s'adressent. 

Il  me  reste  à  décrire  rapidement  l'ordre  adopté.  Les  quatre 
premiers  Chapitres  se  rapportent  aux  principes,  à  la  définition  et 
au  calcul  des  dérivées.  Deux  Chapitres  sont  ensuite  consacrés  à  la 
notation  diirérentielle.  Il  J  a  peut-êlre  lieu  de  noter  que  le  carac- 
tère infiniment  petit  des  diilérentielles  est  franchement  mis  de 
côté  :  les  diilérentielles  des  variables  indépendantes  sont  regardées 
comme  des  accroissements  quelconques  donnés  à  ces  variables; 
on  pourrait  aussi  bien  dire  comme  des  paramètres  associés  à  ces 
variables.  De  cette  façon  la  contradiction,  au  moins  apparente, 
(ju'il  y  a  à  regarder  les  difierentielles  des  variables  indépen- 
dantes à  la  fois  comme  dos  constantes  et  comme   des  iiiliuimcut 
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petits  est  évitée.  Le  changement  de  variables  est  présenté  comme 
application  de  la  notation  différentielle. 

La  théorie  des  séries,  de  la  formule  de  Tajlor,  des  séries  de 
fonctions,  la  définition  des  fonctions  simples  d'une  variable  ima- 
ginaire sont  présentées  avec  tous  les  détails  désirables. 

Le  développement  que  les  Auteurs  ont  donné  à  la  théorie  des 
courbes  planes  algébriques  donne  lieu  de  penser  qu'ils  se  ré- 
servent de  toucher  à  des  théories  assez  élevées  de  calcul  intégral  : 
ils  établissent,  par  exemple,  les  formules  de  Plûcker,  et  donnent 
la  définition  générale  du  genre.  L'élude  d'une  courbe  algébrique 
autour  d'un  de  ses  points  est  poussée  assez  loin. 

J'ai  déjà  parlé  du  soin  avec  lequel  sont  traitées  les  applications 
géométriques.  Ici  encore  on  ne  saurait  reprocher  aux  Auteurs 
d'avoir  rien  omis  d'essentiel,  et  le  lecteur  leur  saura  gré  d'avoir 
su  résumer  tant  de  choses  importantes  dans  des  pages  aussi 
courtes,  aussi  claires  et  d'une  lecture  aussi  facile.  Il  désirera  lire  les 
excellents  Livres  auxquels  MM.  Rouché  et  Lévy  le  renvoient  de 
temps  en  temps,  et  cette  lecture  développera  tout  au  moins  son 
intelligence  théorique. 

J.T. 


LUROTH  (.1  ).  —  VoRLESUNGEN  tJBER  NUMERiscHEs  Rechnen.  Mit  i/\  Flgureii 
imText.  Un  vol.  in-8°;  vi-194  p.  Leipzig,  Teubner;  1900. 

La  publication  de  ces  Leçons  sur  le  Calcul  numérique,  dont  l'au- 
teur est  connu  par  d'excellents  travaux  mathématiques,  semble 
être  un  indice  de  plus  de  la  tendance  visible  des  Universités  alle- 
mandes de  faire  une  place  grandissante  aux  choses  utiles  et  con- 
crètes; que  cette  tendance  puisse  s'allier  avec  une  très  grande 
élévation  de  l'enseignement  théorique,  et  que,  en  particulier,  l'art 
du  Calcul  numérique  soit  très  précieux  au  pur  théoricien,  c'est  ce 
que,  sans  doute,  personne  n'a  envie  de  contester.  Que  cet  art 
soulève  une  foule  de  questions  délicates,  curieuses,  difficiles  par 
leur  minutie  même,  cela  encore  est  bien  certain.  Que  ces  ques- 
tions aient  préoccupé  des  savants  tels  que  Gauss  ou  Fourier,  il  ne 
faut  pas  l'oublier.  Qu'il  convienne  de  faire,  dans  l'enseignement, 
une  part  plus  large  au  Calcul  numérique,  c'est  ce  que  tout  le  monde 
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est  disposé  à  reconnaître,  sinon  à  mellre  en  pratique.  Le  Livre  de 
M.  Luroth  vient  combler  une  lacune  évidente  :  cette  lacune, 
malheureusement,  est  très  visible  en  France,  où,  sauf  une  note  de 
M.  le  commandant  Gujou,  aussi  précieuse  qu'elle  est  courte, 
quelques  Livres  scolaires,  comme  celui  de  M.  Griess,  quelques 
indications  dans  les  Traités  classiques  d'Arithmétique,  quelques 
articles  sur  des  points  particuliers,  parmi  lesquels  les  lecteurs  du 
Bulletin  n'ont  pas  oublié  celui  que  M.  Darboux  a  consacré  à 
l'extraction  de  la  racine  carrée,  on  n'a  à  peu  près  rien  publié, 
sur  le  sujet,  depuis  la  Théorie  générale  des  approximations 
de  M.  Vieille,  qui  remonte  à  i852. 

Les  Leçons  de  M.  Lûrotli  sont  pleines  de  choses  intéressantes; 
avant  de  parler  de  leur  objet  essentiel  et  des  matières  qui  j  sont 
traitées,  disons  que  l'auteur  n'a  pas  dédaigné  de  donner  d'excel- 
lents conseils,  même  sur  la  nature  du  papier  qu'il  est  bon  d'em- 
ployer, et  sur  le  temps  pendant  lequel  il  convient  de  laisser  reposer 
un  calcul,  avant  de  le  reprendre  pour  le  recommencer  ou  le  véri- 
fier; ni  de  renseigner  le  lecteur  sur  les  principales  Tables  numé- 
riques, ou  sur  les  machines  à  calculer.  Enfin  il  n'a  oublié  ni 
l'histoire,  ni  la  bibliographie. 

Ces  Leçons  ne  sont  pas  destinées  à  des  commençants;  elles  sup- 
posent l'habitude  du  calcul  algébrique  et  des  éléments  de  l'Analyse  ; 
elles  rendront  les  meilleurs  services  tout  d'abord  à  ceux  qui  ont 
besoin  d'apprendre  les  matières  dont  elles  traitent,  aux  calcula- 
teurs de  profession  et  aux  astronomes  en  particulier,  mais  encore 
aux  maîtres  qui  ont  à  donner  un  enseignement  élémentaire,  et  qui 
désirent  en  savoir  plus  que  leurs  élèves  :  ils  j  trouveront  nombre 
de  remarques  ingénieuses  dont  ils  pourront  faire  profiter  ces 
derniers. 

Trois  Chapitres  sont  consacrés  aux  généralités  et  aux  opéra- 
tions fondamentales  de  l'Arithmétique.  On  y  remarquera  en  par- 
ticulier une  discussion  approfondie  de  la  méthode  de  Fourier 
pour  la  division.  Un  Chapitre  traite  des  machines  à  calculer  : 
l'auteur  y  décrit  les  machines  de  Leibniz,  de  Selling,  de  Sleiger- 
Egli.  Les  règles  concernant  les  erreurs  qui  résultent,  pour  les 
opérations  fondamentales,  de  l'imperfection  des  données,  la  mul- 
tiplication abrégée  sont  expliquées  en  quelques  pages  subslan- 
tielles.  Le  (Chapitre  sur  les  fautes  qu'oulraine  Tusage  des  Tables  à 
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sept  décimales  au  plus,  et  en  particulier  l'interpolation  linéaire, 
contient  des  résultats  dont  l'importance  pratique  ne  peut  échapper. 
M.  Lùrotlî  y  étudie  successivement  les  Tables  de  logarithmes  ordi- 
naires, les  Tables  trigonométriques,  les  Tables  de  logarithmes 
d'addition.  Les  Tables  à  un  plus  grand  nombre  de  décimales 
exigent  ou  peuvent  exiger  une  interpolation  quadratique  :  celle-ci 
est  étudiée  à  fond.  L'auteur  traite  ensuite  des  divers  moyens  connus 
pour  obtenir  les  logarithmes  à  neuf,  quinze,  vingt,  trente,  .  .  . 
décimales. 

L'extraction  de  la  racine  carrée  (méthode  ordinaire,  méthode 
de  M.  Darboux,  méthode  de  Fourier  .  .  .),  l'extraction  de  la  racine 
cubique  occupent  l'avant-dernier  Chapitre.  Le  dernier  est  con- 
sacré aux  équations  trinômes  (équations  du  troisième  degré, 
méthode  de  Gauss  .  .  .  )  et  à  diverses  méthodes  d'approximation 
(fausse  position,  méthode  des  substitutions,  méthode  de  Newton, 
méthode  des  ditïerences  logarithmiques  .  .  .  ). 

On  voit  que  la  matière  est  suffisamment  riche;  naturellement 
c'est  par  le  détail  surtout  qu'elle  vaut. 

J.T. 


HEGER    (R.)-   —    FUNFSTELLIGE  LOGARITHMISCHE  UND  GONIOMETRISCIIE  TaFELN, 
SOWIE  HULFSTAFELN    ZUR    AUFL(3SUNG   IIOHERER    NUMERISCHER   GlEICHUNGEN 

FUR  DEN  Gebrauch  AN  HOHEREN  ScHULEN.  Un  vol.  iii-S" ;  112  p.  Leipzig  et 
Berlin,  Teubner,  1900. 

Voici  une  Table  de  logarithmes  destinée  aux  écoliers  :  outre 
son  intérêt  propre,  elle  renseigne  l'étranger  qui  la  feuillette  sur 
les  habitudes  et  les  tendances  des  écoles  en  vue  desquelles  l'au- 
teur et  l'éditeur  l'ont  composée. 

Tout  d'abord,  en  ce  qui  concerne  la  beauté  et  la  clarté  de  l'exé- 
cution typographique,  il  n'y  a  qu'à  louer  l'un  et  l'autre,  pour  le 
souci  qu'ils  paraissent  avoir  de  ne  pas  fatiguer  les  veux  des  éco- 
liers. Les  logarithmes  de  100  à  loooo  tiennent  sur  21  pages  ;  la  dis- 
position est  à  double  entrée;  il  y  a  sur  chaque  page  5o  x  10  loga- 
rithmes. 

Pour  les  fonctions  trigonométriques,  la  disposition  est  un  peu 
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différente  de  celle  qu'on  adopte  habituellement  :  pour  le  sinus  et 
la  tangente,  la  Table  va  de  o  à  90°.  On  évite  peut-être,  par  cette  dis- 
position, quelques  distractions  dans  l'interpolation.  Pour  les  six 
premiers  degrés,  les  arcs  vont  de  lo''  en  10'';  au  delà,  de  minute 
en  minute  :  chaque  page  contient  9". 

On  trouvera  ensuite  une  série  de  Tables  dont  quelques-unes 
sont  manifestement  très  utiles  :  longueurs  d'arc,  valeurs  naturelles 
du  sinus  et  de  la  tangente  de  10'  en  10',  logarithmes  d'addition  et 
de  soustraction,  carrés  des  nombres  de  100  à  999,  avec  cinq 
chiffres  exacts,  racines  carrées  des  nombres  de  100  à  999  avec 
quatre  chiffres;  puis,  d'autres  Tables  encore  dont  l'utilité  est 
moins  évidente.  Passe  pour  celle  qui  donne  les  valeurs  de  x^ -i- x 
et  de  x^  —  x^  qui  peut  bien  rendre  quelques  services  pour  la  réso- 
lution des  équations  du  troisième  degré,  mais  il  y  en  a  une  douzaine 

qui  donnent  les  valeurs  de  -  x^  -h  x.  de  -^ —  >  de  —, »  .  .  . ,  dont 

^  3  X  —  \  x^  —  I  ' 

il  semble  bien  qu'on  aurait  pu  se  dispenser  :  elles  sont  évidem- 
ment destinées  à  familiariser  les  élèves  avec  l'usage  de  Tables,  et 
l'on  a  pensé  sans  doute  que  l'habitude  qu'ils  prendraient  ainsi 
leur  serait  ensuite  précieuse  :  ces  Tables  répondent  à  une  série  de 
petits  problèmes  géométriques,  sur  lesquels  les  maîtres  sont  en 
quelque    sorte   invités   à    choisir  des    exercices   numériques   que 
devront  traiter  leurs  élèves,  et  l'auteur  les  a  sans  doute  voulues 
assez  nombreuses  pour  laisser  plus  de  liberté  aux  maîtres  dans  le 
choix  de  ces  exercices.  Quoique  ces  raisons  soient  fort  bonnes, 
quoiqu'elles  indiquent  un  souci  d'habituer  les  élèves  au   calcul 
numérique  qu'on  regrette  de  ne  pas  voir  chez  nous,  la  multipli- 
cité de  ces  petites  Tables,  la  façon  arbitraire  dont  elles  ont  forcé- 
ment été  choisies,  étonnent  quelque  peu.  Par  contre  on  regrette 
l'absence  de  certaines  Tables  d'un  usage  véritablement  fréquent  : 
c'est  sans  doute  parce  qu'il  n'est  pas  question,  dans  les  écoles 
auxquelles  M.   Hcger  a  destiné  ses  Tables,  ni  du  logarithme  na- 
turel, ni  de  la  fonction  exponentielle,  ni  des  fonctions  hyperbo- 
liques, qu'il  n'a  fait  aucune  place  à  ces  fonctions;  mais  il  n'est  pas 
mauvais  qu'il  y  ait,  dans  un  Livre  destiné  à  des  écoliers,  quelques 
pages  qui  ne  leur  soient  pas  immédiatement  utiles  et  dont  le  mys- 
tère les  préoccupe.  Pourquoi  n'avoir  pas  mis  de  Tables  de  loga- 
rithmes et  d'antilogarithmes  à  quatre  décimales?  elles  lionnent  si 
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peu  de  place  et  sont  d'un  usage  si  commode?  Peut-êlre  leur  pré- 
fère-t-on  la  règle  à  calcul?  Si  même  il  en  est  ainsi,  ce  n'est  pas 
raison  suffisante  pour  les  écarter. 

A  ces  Tables  M.  Hegcr  a  joint  un  assez  grand  nombre  de  données 
astronomiques  et  physiques;  le  lecteur  français  cherchera  presque 
toujours  ces  données-là  dans  V Annuaire  du  Bureau  des  Longi- 
tudes, qui  restera  l'almanach  des  gens  instruits;  pour  un  éco- 
lier, elles  y  sont  peut-être  trop  nombreuses,  et  l'idée  de  les  placer 
dans  une  Table  de  logarithmes  me  paraît  excellente  :  Rappelons 
que  Hoùel  avait  fait  à  ces  données  une  petite  place  (mais  trop 
petite)  dans  ses  Tables  à  cinq  décimales.  Enfin  la  dernière  Table 
que  l'on  trouvera  dans  le  Livre  de  M.  Heger  est  une  Table  de 
mortalité;  l'auteur  a  eu  la  bonne  idée  d'y  joindre  quelques  rensei- 
gnements sur  l'usage  qu'on  en  peut  faire  pour  le  calcul  théorique 
d'une  rente  viagère  ou  d'une  assurance;  aussi  bien,  je  me  suis 
toujours  étonné  de  ne  pas  voir  figurer  ces  renseignements-là  dans 
V Annuaire  du  Bureau  des  Longitudes. 

J.  T. 


LORENZ  (H.).  —  Dynamik  dkr  Kurbelgetriebe  mit  besonderer  Be- 
RUCKsicHTiGUNG  DER  Schiffs-Maschinen.  I  vol.  in-8";  i56  p.  Leipzig, 
Teubner;  1901. 

L'auteur  de  cet  important  travail  est  un  ingénieur;  il  est  en 
même  temps  professeur  à  l'Université  de  Gôltmgen,  et  je  vois 
dans  les  nouvelles  du  Bulletin  de  l' American  mathematical 
Society  qu'il  doit,  cet  été,  faire  un  cours  sur  les  applications  de 
la  Thermodynamique. 

L'étude  cinématique  des  bielles  et  des  manivelles  est  évidem- 
ment insuffisante  pour  les  besoins  de  la  pratique  actuelle;  la  sup- 
position d'une  vitesse  constante  dans  l'arbre  de  couche,  acceptable 
pour  les  machines  à  vapeur  fixes,  est  inadmissible  dans  un  grand 
nombre  de  cas,  en  particulier  pour  les  machines  des  bateaux  à 
vapeur.  M.  Lorenz  a  repris  la  question  au  point  de  vue  dyna- 
mique, en  partant  du  principe  de  d'Alembert  et  de  l'équation  du 
travail.  Il   parvient  ainsi,  en  premier  lieu,  et  par  une   voie  très 
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naturelle,  aux  équations  de  condition  que  M.  Schlick  a  prises  pour 
base  de  la  compensation  des  masses,  d'autre  part  à  la  détermina- 
lion  des  oscillations  de  la  vitesse. 

L'exposition  est  nettement  analytique;  en  dehors  des  principes 
de  la  Mécanique,  elle  met  en  œuvre  les  séries  trigonométriques, 
dont  l'auteur  tire  un  très  grand  parti.  Des  applications  numé- 
riques montrent  nettement  comment  les  méthodes  doivent  être 
appliquées.  Le  livre  de  M.  Lorenz  s'adresse  aux  ingénieurs  et  aux 
mathématiciens;  l'importance  pratique  des  résultats  obtenus  est 
égale  à  l'intérêt  théorique  du  problème  que  l'auteur  a  traité. 

J.  T. 


MELANGES. 


SUR  LES  PRINCIPES  DE  LA  MÉCANIQUE 
ET  L'EXPLICATION  MÉCANIQUE  DES  PHÉNOMÈNES  NATURELS  ( 

Par  m.  Emile  PICARD. 


L 

A  la  fin  du  dix-huitième  siècle  les  principes  de  la  Mécanique 
semblaient  au-dessus  de  toute  critique,  et  l'œuvre  des  fondateurs 
de  la  science  du  mouvement  formait  un  bloc  que  l'on  croyait 
devoir  défier  à  jamais  le  temps.  Depuis  cette  époque,  une  analyse 
pénétrante  a  examiné  à  la  loupe  les  fondations  de  l'édifice.  En 
fait,  là  oiî  les  Lagrange  et  les  J^aplace  trouvaient  toutes  choses 
simples,  nous  rencontrons  aujourd'hui  les  plus  sérieuses  diffi- 
cultés. Tous  ceux  qui  ont  eu  à  enseigner  les  débuts  de  la  Alcica- 
nique,   pour  peu  qu'ils  aient  réfléchi  par  eux-mêmes,  ont  senti 

(')  Hertz,  Die  Prinzipicn  der  Meckanik,  Leipzig,  1894.  Boltzmann,  Vork- 
sungen  ueber  die  Principe  der  Meclianik,  Leipzig,  1897.  I^icard,  Une  première 
leçon  de  Dynamique  {f^ Enseignement  mathemotique.,  1900).  Bolï/mann,  i'ebcr 
die  Grundprincipien  und  Grundgleichungen  der  Meclianik,  coiifciciico  lailc  à 
Clark   UniversiLy,  i()oo. 

Bull,  des  Sciences  mat/iém.^  2"  série,  l.  \\\'.  (.lainior  njoi.)  ?. 
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combien  les  expositions  plus  ou  moins  traditionnelles  des  prin- 
cipes sont  incohérentes.  Elles  sont  trop  souvent  imprégnées  de 
ce  dualisme  entre  force  et  matière  qui  s'était  introduit  dans  l'an- 
cienne Mécanique;  la  force  y  paraît  être  un  agent  particulier  qui 
est  la  cause  du  mouvement  de  la  matière.  Aussi  d'illustres  physi- 
ciens ont-ils  voulu  rompre  avec  les  anciennes  habitudes.  Aban- 
donnant complètement  le  point  de  vue  historique  du  développe- 
ment de  la  Science,  ils  se  placent  à  un  point  de  vue  analogue  à 
celui  du  géomètre  qui  construit  une  Géométrie  en  partant  d'une 
certain  nombre  d'axiomes;  leur  méthode  est  ainsi  toute  dédiic- 
tive.  Une  telle  manière  de  procéder  a  ses  avantages  et  ses  incon- 
vénients. Les  avantages  sont  que  l'exposition  est  d'une  clarté 
parfaite  et  que  le  système  est  bien  enchaîné;  on  construit  ainsi  de 
toutes  pièces  et  a  priori  un  ensemble  de  représentations,  et  l'on 
en  tire  toutes  les  conséquences  possibles.  C'est  seulement  quand 
l'exposition  du  système  est  complète  que  l'on  compare  les  résul- 
tats avec  l'expérience.  Cette  façon  de  procéder  est  évidemment 
très  philosophique;  elle  avoue  en  quelque  sorte  nettement  dès  le 
début  que  le  seul  but  de  la  Science  est  de  chercher  un  système 
d'images  que  nous  faisons  correspondre  à  la  réalité  et  qui  per- 
mettent dans  certains  cas  de  prévoir  cette  réalité  sans  avoir  la  pré- 
tention de  l'atteindre  effectivement.  On  comprend  de  plus  immé- 
diatement que  ce  système  d'images  ne  soit  pas  nécessairement 
unique  et  qu'on  puisse  en  adopter  plusieurs.  Mais  ici  nous  touchons 
en  même  temps  aux  inconvénients  de  cette  voie  déductive,  au  moins 
comme  méthode  d'enseignement;  elle  ne  montre  pas  comment  on 
a  été  conduit  à  échafauder  la  construction  et  en  cela  ne  satisfait 
pas  l'esprit.  La  même  difficulté  ne  se  présentait  évidemment  pas 
pour  la  Géométrie,  où  les  postulats  ont  un  caractère  beaucoup 
plus  intuitif  et  se  rapportent  à  l'expérience  vulgaire. 

Un  type  de  construction  de  la  Mécanique  à  la  manière  déduc- 
tive nous  est  offert  par  les  leçons  de  M.  Boltzmann  sur  les  prin- 
cipes de  la  Mécanique.  On  pose  l'existence  d'un  certain  nombre 
de  points  matériels,  et  une  série  de  postulats  sur  le  mouvement 
de  ces  points  est  formulée.  L'accélération  de  chaque  point  est  la 
somme  de  /z  —  i  accélérations  partielles  dirigées  suivant  les  droites 
joignant  le  point  considéré  aux  n  —  i  autres.  De  plus,  ces  accélé- 
rations  partielles,  quand  on  considère  les  diflerenls  points,  sont 
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deux  à  deux  de  sens  contraires  et  dans  un  rapport  constant,  et 
un  système  unique  de  rapports  peut  être  adopté  pour  les  diffé- 
rents points;  enfin  elles  dépendent  simplement  de  la  distance  des 
deux  points  correspondants.  On  voit  qu'avec  un  tel  système  de 
postulats,  qu'on  pourrait  même  élargir  quelque  peu,  l'introduction 
des  notions  de  masse,  de  force  ne  présente  aucune  difficulté.  Un 
système  d'équations  différentielles  d'une  forme  déterminée  se 
trouve  établi.  Il  y  entre  diverses  fonctions  arbitraires;  on  aura  à 
voir  si,  pour  telles  catégories  de  phénomènes,  on  peut  les  choisir 
de  façon  que  les  faits  concordent  avec  ces  équations  différen- 
tielles, et  que  l'on  puisse  prédire  les  mouvements  correspondant 
à  certaines  données  initiales.  S'il  en  est  ainsi,  on  est  en  possession 
du  système  d'images  dont  je  parlais  plus  haut;  on  a  tout  ce  que 
l'on  doit  chercher  dans  l'explication  mécanique  des  phénomènes, 
comme  le  demandait  Kirchlioff.  Nous  chercherons  plus  loin  si 
cette  dernière  vue,  excellente  en  elle-même,  ne  doit  cependant  pas 
être  énoncée  avec  quelques  réserves,  et  si,  formulée  d'une  manière 
trop  absolue,  elle  n'est  pas  susceptible  de  nuire  aux  progrès  de  la 
Science. 

Un  autre  type  de  construction  de  la  jMécanique  à  la  manière 
déductive  nous  est  offert  par  le  Traité  de  Hertz.  On  sait  que  le 
grand  physicien,  enlevé  si  tôt  à  la  Science  après  ses  immortelles 
découvertes  sur  la  propagation  des  ondes  électromagnétiques, 
consacra  la  dernière  année  de  sa  vie  à  rassembler  ses  vues  sur  la 
Mécanique.  Le  système  de  Hertz  rompt  beaucoup  plus  avec  les 
habitudes  traditionnelles  que  le  système  précédent.  Quelques 
notions  purement  cinématiques  doivent  d'abord  être  rappelées. 
Considérant  un  système  de  points  affectés  de  certains  coefficients 
qui  deviendront  plus  tard  les  masses,  il  est  aisé  de  définir  ce  qu'on 
entend  par  longueur  à\\n  déplacement  élémentaire  de  ce  svstème 
de  points,  ainsi  que  par  direction  et  par  courbure  de  ce  déplace- 
ment. 11  peut  y  avoir  certaines  liaisons  entre  les  points  du  svs- 
tème; quand  elles  sont  indépendantes  du  temps  et  qu'elles  con- 
cernent seulement  les  positions  relatives  des  diffiMcnts  points,  on 
dit  que  le  système  est  libre.  Appelons  encore,  avec  Hertz,  dépla- 
cement élémentaire  le  plus  droit  un  déplacement  qui  a  une  cour- 
bure moindre  que  tout  aulrc  dé[)laccmciit  éléinciilain^  j)ossil)l(' 
de  même  direction,  et  désignons  cnlin  par  (licniiii  h'  plus  droit 
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lin  cliemin  donl  lous  les  éléments  sonl  les  plus  droits.  Avec  ces 
définitions,  nous  pouvons  énoncer  le  postulat  fondamental  sur 
lequel  est  basée  toute  la  Mécanique  de  Hertz  :  Un  système  libre 
demeure  en  repos  ou  décrit  d'une  manière  uniforme  une  trajec- 
toire qui  est  un  cliemin  le  plus  droit.  On  pourrait  encore  donner 
une  autre  forme  à  ce  principe  en  disant  que,  dans  le  mouvement 
réel,  la  somme  des  accélérations  des  points  du  système  multipliés 
par  leurs  masses  est  à  chaque  instant  minima  parmi  tous  les  mou- 
vements possibles  répondant  à  la  même  position  et  aux  mêmes 
vitesses,  et  ceci  rappelle  un  théorème  célèbre  de  Gauss.  Pour 
Hertz,  tout  système  dans  la  nature  est  un  système  libre  ou  une 
portion  d'un  système  libre  auquel  on  peut  appliquer  le  principe 
fondamental.  11  j  a  cependant  des  sy^stèmes  qui  nous  paraissent 
libres  et  auxquels  ne  s'applique  certainement  pas  le  principe; 
cela  tient,  répond  Hertz,  à  ce  que,  outre  les  mouvements  visibles, 
il  y  a  des  mouvements  cachés,  et  que  les  systèmes  visibles  sont 
liés  à  des  systèmes  cachés,  de  telle  sorte  que  l'ensemble  du  sys- 
tème visible  et  du  système  caché  forme  réellement  un  système 
libre.  La  nécessité  dans  certains  cas  de  l'introduction  de  masses 
cachées  paraît  d'abord  singulière;  en  réalité  cette  introduction  est 
très  familière  au  physicien.  L'éther,  qui  joue  un  si  grand  rôle  en 
Physique,  est  une  masse  cachée,  et  certains  mouvements  vibra- 
toires de  la  matière  pondérable  sont  eux-mêmes  des  mouvements 
cachés.  On  comprend  toutefois  que  l'indétermination  qui  subsiste 
dans  l'introduction  des  masses  cachées  doive  rendre  singulière- 
ment difficile  l'application  des  idées  de  Hertz,  même  dans  des  cas 
très  simples.  C'est  là  un  grave  reproche,  mais,  si  l'on  passe  outre, 
on  ne  peut  qu'admirer  la  belle  construction  du  grand  physicien; 
elle  est  largement  suggestive  et  constitue  un  vaste  programme 
pour  la  Mécanique  et  la  Physique  de  l'avenir.  On  ne  doit  pas 
s'étonner  que  la  force  ne  joue  dans  tout  cela  aucun  rôle;  il  n'en 
peut  être  autrement  dans  la  méthode  déductive  où  les  lois  seules 
du  mouvement  sont  posées.  La  force  ne  pourra  apparaître  que 
comme  une  certaine  expression  analytique.  C'est  ce  qui  arrive 
quand  on  considère  un  système  libre  ([ue  l'on  décompose  en  deux 
parties;  on  est  alors  conduit  à  envisager  l'action  d'une  des  parties 
sur  l'autre  et  inversement.  On  obtient  ainsi  des  actions  et  réac- 
tions directement  opposées.  Ceci  rappelle  le  postulat  classique  de 


MÉLANGES.  21 

Nevvlon  sur  l'égalité  de  l'acllon  et  de  la  réaction,  mais  il  importe 
de  remarquer  que  la  loi  affirmée  par  Newton  a  un  caractère  plus 
général  que  celle  qui  se  déduit  des  principes  de  Hertz.  Une  com- 
paraison un  peu  grossière,  et  qui  n'est  pas  entièrement  exacte,  fera 
suffisamment  comprendre  ce  point.  Les  seules  forces,  pour  Hertz, 
sont  en  quelque  sorte  des  actions  de  contact;  il  n'y  a  donc  dans 
sa  Mécanique  que  des  actions  et  réactions  appliquées  aux  mêmes 
points.  Quand  Newton  au  contraire  considère  l'action  et  la  réac- 
tion du  Soleil  et  d'une  planète,  les  deux  forces  sont  appliquées  à 
deux  points  différents.  La  Mécanique  du  physicien  de  Bonn  ne 
connaît  pas  de  telles  forces,  et  ses  principes  ne  pourraient  s'ap- 
pliquer à  ce  cas  que  si  quelque  hypothèse  était  faite  sur  la  nature 
de  la  liaison  entre  les  deux  astres.  D'ailleurs,  le  principe  de 
Newton,  sous  sa  forme  absolument  générale,  n'est  rien  moins  que 
clair  et  le  sens  même  en  est  douteux  dans  plus  d'un  exemple  lou- 
chant le  magnétisme  et  l'électricité. 

Le  principe  de  la  conservation  de  l'énergie  définie  comme  la 
somme  des  produits  des  masses  par  les  carrés  des  vitesses  est, 
pour  les  systèmes  libres,  une  conséquence  immédiate  du  postulat 
fondamental  de  Hertz,  et  on  le  retrouve  aussi  sous  sa  forme  habi- 
tuelle pour  une  portion  d'un  système  libre  regardée  comme  sou- 
mise à  certaines  forces.  Hertz  fait  une  étude  approfondie  des 
mouvements  cycliques  et  des  mouvements  conservatifs,  en  s'ins- 
pirant  des  recherches  antérieures  de  Helmholtz.  Considérons  un 
système  formé  de  masses  visibles  et  de  masses  cachées;  sous  la 
condition  que  ces  dernières  forment  ce  que  Hertz  appelle  un  sys- 
tème cyclique  adiabatique,  le  système  primitif  est  dit  conser- 
vatif.  On  sait  que  l'on  distingue  souvent  l'énergie  cinétique  et 
l'énergie  potentielle;  pour  un  système  conservatif,  l'énergie  ciné- 
tique est  l'énergie  définie  comme  plus  haut  des  masses  visibles  et 
l'énergie  potentielle  n'est  autre  chose  que  l'énergie  des  masses 
cachées.  Ces  deux  énergies  ne  sont  pas  de  natures  différentes;  la 
distinction  au  fond  est  factice  et  dépend  du  degré  de  notre  con- 
naissance. On  voit  combien  sont  profondes  les  spéculations  de 
Hertz;  ces  vues  générales  peuvent  être  regardées  comme  définis- 
sant ce  qu'on  doit  entendre  par  une  explication  mécanique.  Quant 
à  la  question  délicate  de  savoir  si  tout  phénomène  est  susco[)lil)l(^ 
d'une   explication  mécanique,  j'en   dirai   un   mol   tout  à    l'Iicuro. 
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II. 

Les  modes  crcxposllion  déductifs^  qu'ils  se  présentent  sous  une 
forme  ou  sous  une  autre,  sont  d'abord  très  séduisants.  Ils  con- 
densent en  quelques  postulats  que  l'on  formule  au  début  les  résul- 
tats auxquels  a  conduit  la  succession  d'efforts  et  de  tâtonnements 
des  créateurs  de  la  science  du  mouvement.  Ces  postulats  ont 
un  caractère  extrêmement  général,  et  l'on  renvoie  à  l'expérience 
pour  vérifier  leurs  conséquences  plus  ou  moins  lointaines.  Il  faut 
toutefois  reconnaître  f|ue,  à  côté  d'eux,  d'autres  modes  d'expo- 
sition, se  rapprochant  davantage  de  l'ordre  historique,  seront  sans 
doute  longtemps  encore  préférés.  Ce  n'est  pas  qu'ils  ne  pré- 
sentent de  grandes  difficultés  et  que  la  forme  traditionnelle  n'en 
doive  être  beaucoup  modifiée.  Jl  est  à  craindre  toutefois  qu'ils  ne 
conservent  un  caractère  à  moitié  inductif  et  à  moitié  déductif, 
qui  leur  donne  peu  d'unité.  La  belle  exposition  faite  par  M.  Bous- 
sinesq  en  1889  dans  ses  remarquables  Leçons  synthétiques  de 
Mécanique  générale  mérite  d'être  citée;  elle  me  semble  toute- 
fois faite  pour  des  personnes  qui  ont  déjà  quelques  notions  de 
Mécanique.  C'est  une  chose  difficile  que  de  parler  de  Mécanique 
devant  des  auditeurs  complètement  ignorants  de  cette  science; 
il  faut,  si  j'ose  le  dire,  tricher  un  peu.  Aussi  toute  exposition 
attire-t-elle  aisément  la  critique  par  quelque  endroit.  Je  demande 
la  permission  de  dire  quelques  mois  sur  un  mode  d'exposition 
que  j'ai  eu  l'occasion  d'indiquer,  sans  me  faire  illusion  sur  ses 
points  faibles. 

Un  principe,  comme  le  principe  de  l'inertie,  n'est  en  réalité 
qu'une  définition,  et  quand  statiquement  on  mesure  des  forces 
avec  un  ressort  ou  un  dynamomètre  il  faut  regarder  aussi  comme 
une  définition  le  principe  newtonien  de  l'égalité  de  l'action  et  de 
la  réaction.  Les  expériences  de  Galilée  se  rapportent  à  la  dyna- 
mique dans  un  champ  constant;  elles  postulent  d'ailleurs  le  temps 
et  l'espace  absolus,  et  si  la  Terre  tournait  dans  d'autres  conditions 
autour  de  son  axe  il  aurait  été  beaucoup  plus  difficile  d'édifier 
une  Dynamique.  On  peut  conclure  des  résultats  expérimentaux  de 
Galilée  pour  un  champ  constant  le  principe  de  l'indépendance  de 
l'effet  du  champ  et  du  mouvement  antérieurement  acquis;  quant 
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au  principe  général  de  l'indépendance  des  effels  des  forces,  il  ne 
faiit  l'énoncer  qu'avec  certaines  réserves;  car,  comme  M.  l^oincaré 
en  a  fait  la  remarque,  les  champs  de  forces  peuvent  parfois  influer 
les  uns  sur  les  autres.  Dans  une  succession  de  champs  constants 
et  pour  un  même  point  matériel  les  forces  peuvent  être  définies 
au  point  de  vue  dynamique  par  les  accélérations  et  statiquement 
avec  un  djnamomètre;  c'est  l'expérience  seulement  qui  nous 
apprend  que  ces  deux  définitions  donnent  des  nombres  propor- 
tionnels. La  comparaison  des  éléments  matériels,  c'est-à-dire  la 
définition  de  la  masse,  peut  se  déduire  de  l'expérience  fondamen- 
tale d'après  laquelle  tous  les  corps  tombent  de  la  même  manière 
dans  un  même  champ  constant  et  des  mesures  statiques  des  forces. 
Enfin,  on  passe  aux  forces  variables  par  le  procédé  limite  habituel 
aux  Mathématiques,  et  l'on  obtient  alors  l'équation  fondamentale 
de  la  Djnamiqne.  Il  faut  toutefois  bien  comprendre  son  exacte 
signification  et  ne  pas  se  pajer  de  mots  :  cette  équation  n'a  dans 
chaque  cas  d'inlérêt  qu'autant  que  des  observations  ou  des  expé- 
riences préliminaires,  dont  on  généralise  par  une  sorte  d'induction 
les  résultats,  ont  donné  quelques  renseignements  sur  la  nature  de 
la  force. 

Sans  aucun  doute,  les  débuts  de  la  Mécanique  exposés  ainsi  ou 
d'une  manière  similaire  présentent  un  mélange  de  postulats  et 
d'expériences  plus  ou  moins  précises,  avec  quelque  peu  d'anthro- 
pomorphisme. Mais  ce  sont  des  inconvénients  qu'on  ne  peut  guère 
éviter,  si  l'on  veut  rendre  compte,  dans  ses  grandes  lignes,  de 
la  marche  historique  de  la  Science.  Qu'on  n'aille  pas  prétendre 
que  cela  est  inutile;  en  Géométrie,  dira-t-on,  on  ne  commence 
pas  par  décrire  les  observations  et  les  expériences  faites  par  l'hu- 
manité préhistorique  et  qui  ont  été  l'origine  des  postulats  de  la 
Géométrie.  On  peut  répondre  que,  dans  la  science  de  l'espace, 
ces  expériences  sont  aujourd'hui,  pour  une  raison  ou  une  autre, 
tellement  simples  que  chacun  les  fait  sans  y  songer,  tandis  qu'il 
n'en  va  pas  de  même  en  Mécanique,  où  les  choses  sont  autrement 
complexes.  Il  est  possible  évidemment  de  procéder  en  Mécanique 
comme  en  Géométrie;  c'est  ce  que  nous  avons  vu  dans  les  expo- 
sitions que  j'ai  appelées  dédactives,  comme  le  système  de  ïlcrlz. 
Mais  des  difficultés  d'une  autre  nature  se  présentent,  et  les  pos- 
tulais fondamentaux  plar(\s  au  dt'bul  paraissent  singuliers  à  ccu\ 
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devant  qui  on  les  énonce  pour  la  première  fois.  Je  ne  sais  ce  que 
réserve  l'avenir;  la  Science  entrera  peut-être  dans  des  voies  que 
nous  ne  pouvons  prévoir,  mais  il  y  a  lieu  d'espérer  que  l'étude 
des  principes,  qui  tient  aujourd'hui  tant  de  place,  aboutira  à 
quelques  résultats  imporlants.  Quelques  savants  pensent  que  le 
premier  chapitre  de  la  Dynamique  telle  que  nous  la  construisons 
actuellement,  je  veux  dire  la  dynamique  du  point  matériel,  devra 
probablement  disparaître.  La  chose  assurément  est  possible,  mais 
je  ne  la  crois  pas  très  prochaine,  car  les  hypothèses  atomiques 
jouent  encore  et  joueront  peut-être  toujours  un  rôle  prépondé- 
rant dans  maintes  parties  de  la  Science.  Plusieurs  points  de  vue 
très  différents  peuvent  d'ailleurs,  comme  on  sait,  être  conservés 
simultanément,  mais  en  insistant  sur  cette  pensée  je  sortirais  de 
mon  sujet. 

lïl. 

C'était  une  idée  chère  aux  Cartésiens  que  toutes  les  transforma- 
tions du  monde  physique  se  font  d'après  les  lois  de  la  ]Mécaniqiie, 
Quel  est  le  sens  exact  de  cette  assertion,  si  toutefois  elle  en  a  un? 
La  réponse  n'est  pas  facile  et  peut  présenter  quelque  indétermi- 
nation. Que  doit-on  entendre  par  explication  mécanique  d'un 
phénomène?  Pour  Hertz,  un  phénomène  offert  par  un  système 
sera  susceptible  d'explication  mécanique,  si  le  système  fait  partie 
d'un  système  libre  convenablement  choisi  et  si  son  mouvement 
peut  être  déduit  des  postulats  fondamentaux  indiqués  plus  haut. 
Helmholtz  et  M.  Poincaré  (')  adoptent  une  forme  un  peu  diffé- 
rente; ils  se  reportent  au  système  classique  des  équations  de  La- 
grange  en  Mécanique  rationnelle.  Ce  système  comprend  des  fonc- 
tions indéterminées  des  paramètres  et  de  leurs  dérivées;  si  on  peut 
les  choisir,  de  façon  que  les  équations  difierentielles  de  Lagrange 
correspondent  alors  aux  mouvements  du  système,  il  y  aura  pour 
ces  mouvements  une  explication  mécanique.  De  telles  réponses 
restent  bien  abstraites  et  bien  vagues  si  on  ne  les  précise  quelque 
peu;  en  fait,  il  est  impossible  d'obtenir  des  fonctions  indéter- 
minées et  de  former  par  suite  les  équations  différentielles  si  une 

(')  II.  Poincaré,  Tlierniodynaniique,  iSyj  (clans  la  préface). 
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succession  d'inductions  reposant  sur  des  généralisations  plus  ou 
moins  plausibles  d'expériences  simples  ne  viennent  apporter  des 
renseignements  indispensables.  Dans  quelle  mesure  maintenant 
est-il  exact  de  dire,  comme  on  l'a  fait  quelquefois,  qu'une  explica- 
tion mécanique  n'est  autre  chose  qu'un  système  d'équations  difTé- 
rentielles?  On  peut,  une  fois  celui-ci  obtenu,  rejeter  l'échafau- 
dage qui  a  servi  à  former  le  système,  et  chercher  à  tirer  de  ce 
système,  avec  les  ressources  de  l'analyse  mathématique,  la  coordi- 
nation des  faits  connus  et  à  faire  des  prévisions  qui  sont  le  but 
suprême  de  la  théorie  et  la  marque  de  sa  fécondité.  Mais  il  arrive 
maintes  fois  que  quelque  fait  nouveau  vient  montrer  l'insuffisance 
de  l'explication  adoptée;  il  faut  alors  compléter  par  l'addition  de 
quelque  terme  les  relations  différentielles,  et  il  est  le  plus  souvent 
nécessaire  d'inspecter  de  nouveau  l'échafaudage  primitif  pour 
pouvoir  faire  utilement  les  corrections  dans  la  construction  défi- 
nitive. Si  donc  on  peut  accorder  que  la  forme  dernière  d'une 
théorie  consiste  dans  un  système  d'équations  différentielles,  il  est 
indispensable  de  ne  pas  oublier  cependant  les  idées  qui  ont  servi 
à  le  former. 

Revenons  enfin  à  la  question  :  Tout  phénomène  est-il  suscep- 
tible d'une  explication  mécanique?  Sur  une  question  posée  d'une 
manière  si  générale  la  réponse  est  difficile,  pour  ne  pas  dire  impos- 
sible. Les  avis  sont  partagés,  et  c'est  surtout  dans  Tétude  des  phé- 
nomènes calorifiques  qu'apparaissent  les  divergences  d'opinion. 
L'explication  mécanique  du  principe  de  Garnot  présente,  comme 
on  sait,  de  grandes  difficultés.  Clausius  le  premier  a  essayé  une 
telle  explication,  et  ensuite  Helmhollz  dans  ses  mémorables  re- 
cherches sur  le  principe  de  la  moindre  action  pensait  y  avoir 
réussi;  depuis  lui,  M.  Boltzmann  a  cherché  à  lever  certaines 
objections  faites  à  f^Ielmholtz.  L'idée  essentielle  d'Helmholtz 
consiste  dans  l'hypothèse  de  mouvements  cachés;  les  variables 
d'après  lui  peuvent  être  partagées  en  deux  catégories  :  les  unes 
nous  sont  accessibles,  les  autres  nous  sont  inconnues  et  corres- 
pondent à  des  mouvements  cachés.  En  faisant  certaines  hypo- 
thèses, on  arrive  pour  les  variables  accessibles  à  des  relations 
dillérentielles  d'une  tout  autre  forme  que  les  équations  de  la 
IMccanique  classique,  et  c'est  ainsi  qu'on  peut  rendre  compte  de 
lu  dissipation  de  l'énergie.  IM.  Boltzmann,  qui  parait  uvoir  serré  la 
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question  de  beaucoup  plus  près  qu'llelmliollz,  fait  une  dislinclioii 
enlre  les  mouvements  ordonnés  elles  mouvements  non  ordonnés; 
pour  lui,  l'augmentation  de  l'entropie  correspond  à  l'accroisse- 
ment des  mouvements  non  ordonnés  par  rapport  aux  mouvements 
ordonnés.  On  sait  cpie  IM.  Poincaré,  à  la  fin  de  sa  Tlierrnodyna- 
miqiiCy  cousidère  comme  iusuflisantes  les  tentatives  d'IIelmliollz 
et  pense  plutôt  qu'il  est  des  phénomènes  non  susceptibles  d'expli- 
cation mécanique.  Je  me  garderais  bien  pour  ma  part  de  formuler 
une  réponse  sur  une  question  qui  me  paraît  trop  vague.  Pourquoi 
supposer  qu'il  n'y  a  d'explication  mécanique  que  celle  qui  cadre- 
rait avec  les  équations  de  Lagrange?  Ne  pourrait-on  [)as  adopter 
un  point  de  vue  plus  compréliensif,  et  alors  n'est-on  pas  menacé 
de  tomber  dans  une  querelle  de  mots? 

Nous  venons  de  nous  placer  à  un  point  de  vue  analytique  et 
abstrait;  en  rentrant  dans  le  même  ordre  d'idées,  on  peut  donner 
quelquefois  une  forme  plus  concrète  à  ces  considérations.  Suppo- 
sons que  deux  phénomènes  différents  conduisent  au  même  système 
de  relations  différentielles;  ils  sont  alors  les  modèles  l'un  de 
l'autre,  et  pour  une  même  catégorie  de  phénomènes  il  peut  y  avoir 
plusieurs  modèles.  Remarquons  d'une  manière  générale  que  les 
images  que  notre  esprit  se  forme  des  choses  sont  des  modèles  de 
ces  choses;  ainsi,  dans  un  système  où  il  y  a  des  masses  cachées, 
c'est-à-dire  inaccessibles  à  l'observation,  nous  ne  pouvons  faire 
autre  chose  que  de  créer  pour  lui  des  modèles  sans  pouvoir  effec- 
tivement atteindre  la  réalité.  L'accord  entre  l'esprit  et  la  nature 
est  dans  cet  ordre  d'idées  comparable  à  l'accord  entre  deux  sys- 
tèmes qui  sont  modèles  l'un  de  l'autre. 

Il  semble  alors  que  chacun  soit  libre  de  chercher  des  modèles 
dilîerents.  Il  est  bien  vrai,  en  raison  même  de  l'indétermination 
du  problème,  que  les  modèles  peuvent  être  variés  dans  une  certaine 
mesure,  mais  l'histoire  de  la  Science  montre  cependant  que  cette 
variété  est  très  limitée.  Il  faut  en  effet  que  nos  représentations 
soient  simples,  et,  en  restant  dans  le  mécanisme  pur,  nous  avons 
une  tendance  à  revenir  toujours  à  ces  conceptions  atomiques  et 
moléculaires  qui  ont  joué  un  rôle  fondamental  dans  la  Physique 
du  xix^  siècle.  Je  sortirais  du  cercle  d'idées  développées  par  Hertz 
dans  son  livre  si  curieux  et  si  suggestif,  dont  l'analyse  a  été  mon 
principal  objet,  en  m'étendant  sur  cette  question  des  représenta- 
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lions  mécaniques.  Je  dirai  seulement  quelques  mois  en  terminant 
d'une  représentation  très  spéciale,  chère  à  1  Ecole  anglaise  (*), 
où  le  modèle  est  construit  avec  les  mécanismes  les  plus  usuels. 
Maxwell  a  construit  ainsi  d'ingénieux  appareils  où  se  manifestent 
diverses  analogies  avec  les  phénomènes  électriques,  et  où  par 
exemple  l'induction  apparaît  comme  due  à  l'inertie  de  certaines 
masses.  Lord  Kelvin  surtout  a  été  très  loin  dans  cette  voie;  avec 
des  solides  rigides  il  est  arrivé,  comme  on  sait,  à  réaliser  des  effets 
élastiques  grâce  à  des  mouvements  de  rotation,  et  à  effectuer  des 
représentations  singulières  de  l'éther.  L'extrême  complication  de 
plusieurs  de  ces  modèles  choque  les  esprits  habitués  à  voir  les 
choses  d'un  point  de  vue  analytique.  Il  est  clair  que,  si  l'on  avait 
la  prétention  de  saisir  ainsi  la  réalité,  il  y  aurait  là  quelque  chose 
d'étrange.  Du  moment  qu'il  ne  s'agit  que  d'images,  il  n'y  a  pas  à 
s'étonner  que  les  avis  diffèrent  sur  le  degré  de  simplicité  de  telle 
ou  telle  représentation;  les  renvois  de  sonnette  de  Lord  Kelvin 
ont  leur  philosophie. 


SUR  LES  RÉSEAUX  DE  CONIQUES, 
Par  m.  HADAMARD. 

Dans  ses  Leçons  sur  la  Géométrie  (-),  Clebsch  s'occupe  de 
trouver  la  cubique  telle  que  le  réseau  de  ses  coniques  polaires  soit 
identique  à  un  réseau  ponctuel  donné.  Mais  sa  méthode,  fondée 
sur  l'introduction  d'une  identité  relative  aux  formes  cubiques  ter- 
naires, est  très  artificielle  et  ne  démontre  pas,  d'ailleurs,  l'exis- 
tence de  la  solution. 

Je  me  propose  d'indiquer,  si  cela  n'a  pas  été  fait  précédemment, 
une  manière  tout  à  fait  directe  et  analytique  d'arriver  au  même 
résultat. 


(  '  )  Voir  sur  ce  point  un  article  cxtrcincmcnt  intéressant  de  .M.  Duhem,  /  Ecole 
anglaise  et  les  théories  physiques ,  dans  la  Revue  des  questions  scienti- 
fiques, 1893. 

(-)  Ti-aduclion  lienoisl,   l.  H.  p.  25-i. 
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Soient 

A  =  rt  1  =  a'}  =  . .  .  =  o, 

C  =  c^c  ==  c'J  =..  .=  o, 

les  équations  des   trois  coniques  fondamentales  du  réseau  :  les 
formes  adjointes  de  A,  B,  G  étant  respectivement  désignées  par 

IQ,     UTj,^      Uy. 

S'il  existe  une  cubique  ^J==o  telle  que  la  polaire  d'un  point 
quelconque  y^  par  rapport  à  cette  cubique,  soit  une  conique  de 
réseau  donné,  Téqualion  de  cette  conique  sera  manifestement  de 
la  forme 

Pyi  ^Iri  'V  étant  trois  polynômes  linéaires  qu'il  nous  reste  à  déter- 
miner. A  cet  effet,  nous  devrons  écrire  que  l'expression 

gxgygz=  ci.tCizPy^  b,cb-qy-h  CjcC-ry, 

ne  cliange  pas  par  permutation  de  x^  y  el  z  entre   eux.  Si   l'on 
pose  {yz)i=  Ui^  il  vient  ainsi 

(2)  ax{cipu)  -{-  bx{bqu)  -h  Cx{cru)  =  o. 

Il  faut  que  l'égalité  précédente  soit  une  identité,  tant  par  rap- 
port aux  X  que  par  rapport  aux  u\  et,  réciproquement,  s'il  en  est 

ainsi,  la  cubique 

<^%Px-^  blqx-^  c%rx:  =  o 

aura  bien  pour  coniques  polaires  les  courbes  représentées   par 
l'équation  générale  (1). 

Pour  résoudre  l'identité  (2),  prenons  d'abord  pour  la  droite  u 
la  polaire  du  point  x  par  rapport  à  A, 

II-  =  axClz=  ct'x  ct'z  • 

Le  premier  terme  axCi^{cict' p)  s'annule  et  il  reste 

(3)  axbx(abq) -h  axCx{acr)  -  o; 
pareillement,  on  doit  avoir 

(   bx  Cx  (  bcr  )  -+-  bx  «.r  (  bap  )  =  o, 

(  4  /  ] 

f  CxCix{ca/j)  +  Cx  bxicbq)  =  o. 

Réciproquement,  si  les  équations  (3)  et  (4)  sont  vérifiées  ((juel 
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que  soit  le  points),  l'équation  (2)  aura  lieu  pour  Uz^=  (-ixCiz-,  pour 
Uz^=  bxbzt  pour  Uz=^CxCz',  et,  jjar  conséquent,  pour 

(  5  )  w-  =  X  a^i;  rt  -  H-  ;jL  bx  b-  +  v  Cx  Cz , 

c'est-à-dire  quels  que  soient  les  u,  car  lorsque  le  pointer  n'est  pas 
sur  la  hessienne,  l'équation  (5)  peut,  par  un  choix  convenable 
de  À,  ^,  V,  représenter  une  droite  quelconque  donnée. 

Les  relations  (3)  et  (4)  ont  une  interprétation  géométrique  bien 

simple.  L'équation 

ctxbx'^dbq)  —  o 

représente,  comme  on  sait,  une  conique  circonscrite  au  triangle 
conjugué  commun  à  A  et  à  B.  La  relation  (3)  montre  que  cette 
conique  est  également  circonscrite  au  triangle  conjugué 
commun  à  K  et  à  C. 

On  exprimera  le  même  fait  géométriquement  en  écrivant  que 
cette  conique  est  harmoniquement  circonscrite  à  toute  conique 
du  faisceau  ponctuel  A  +  XC^  o  :  autrement  dit  (puisqu'elle  est 
déjà  harmoniquement  circonscrite  à  A)  qu'elle  l'est  à  G  et  à  la 
conique  (^acu)-  =  o.  La  droite  q  sera  donc  déterminée  par  les  con- 
ditions 

(6)  ayb.^(abq)  =  o, 

(7)  (aa' c){ba' c)  (abq)  =  o, 

et  son  équation  pourra,  par  suite,  s'écrire 

qx=  a^b^ia' a" c)  {b' a" c)  [aba  )  b'x —  {abb")  a'^.]  =  o. 

En  appliquant  à  cette  équation  les  réductions  classiques,  on 
constate  qu'elle  peut  prendre  la  forme 

(8)  qx=  a^b^Ca^b''x[{abb')  Cx—{abc)bx\  =  o, 

c'est-à-dire  que  q^  peut  être  considéré  comme  déterminé  par  la 
condition  (6)  jointe  à 

(6')  c^by_{cbq)z=  o, 

OU  encore  (ainsi  qu'il  était  nécessaire  pour  que  le  problème  eût 
une  solution)  que  le  polynôme  q  ainsi  déterminé  coïncide  avec 
celui  que  l'on  obtiendrait  en  opérant  de  môme  sur  la  seconde  con- 
dition (4). 

IjC  polynôme  q  étant  ainsi  choisi  cl  les  polynômes />,  /•  ("tanl  do 
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même  déterminés  par  les  relalions 

\  a^c^iacp)  =  o, 
(  «yèy  (abp)  —  o, 
j   Cabciicbr)   =  o, 

les  relations  (3)  et  (4)  sont  vérifiées,  ainsi  qu'on  s'en  assure  aisé- 
ment. Le  problème  est  donc  résolu. 

Or  le  premier  membre  de  l'équation  (6)  s'écrit  encore 

(  ace'  )  (bec')  (abg)  —  3  C/f  q/^ —  (acq)  {bec  )  {abc)  —  {ace')  {bcq){abc'). 

Mais,  en  permutant,  dans  le  second  terme  du  second  membre, 
les  symboles  synonymes  c  et  c',  dans  le  troisième  les  symboles  a 
et  a' ^  on  voit  que  chacun  de  ces  termes  est  égal  à  la  moitié  du 
premier  membre.  L'équation  (6)  s'écrit  donc 

et  Péquation  (6'),  de  même 


Donc 


qx  =  «A  cl  {hh'x)  =  { {hh'x){  al  cl  —  al  cl  ) . 


{hh'y) 


Opérant  de  même  pour/?  et  /•,  l'équation  (i)  s'écrit 

(i'x     f^l     cl 
Cl  II     bi     c,, 

a  h'     bw     Ck' 

ce  qui  est  l'équation  (12)  de  Glebsch  [Loc.  cit.). 

Le  fait  que  le  polynôme  q  peut  aussi  bien  être  calculé  par  les 
équations  (6)  et  {&)  que  par  les  équations  (6)  et  (7)  donne  le 
théorème  de  Géométrie  suivant  : 

Etant  données  trois  coniques  A,  B,  C,  soient  S  la  conique 
qui  passe  par  les  pôles  doubles  de  K  et  de  ^  ainsi  que  par  les 
pôles  doubles  de  K  et  de  C;  S',  la  conique  qui  passe  par  les 
pôles  doubles  de  K  et  de  (^  ainsi  que  par  les  pôles  doubles  de  B 
et  de  C.  On  sait  que  les  polaires  d'un  point  quelconque  de  S, 
par  rapport  à  A  et  à  B,  se  coupent  sur  une  droite  fixe  ;  que 
les  polaires  dhin  point  quelconque  de  S',  par  rapport  à  B  et 
à  C,  se  coupent  également  sur  une  droite  fixe.  Ces  deux  droites 
coïncident. 
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SUR  L'ÉQUATION  DE  RICCATI, 
Par  m.  OTTO  DE  ALENCAR  SILVA. 

La  méthode  symbolique  permet  d'établir  directement  qu'une 
racine  quelconque  des  covariants  d'une  forme  est  une  solution  de 
l'équation  de  Riccati,  pourvu  que  celles  de  la  forme  le  soient 
aussi  (  '  ). 

Le  théorème,  on  le  voit,  n'est  qu'une  traduction,  sous  un  nou- 
veau point  de  vue,  des  corrélations  entre  les  racines  d'une  forme 
et  celles  de  son  covariant. 

Soient,  en  effet, 

«1,         «2,        «3,         ..-,         OC;j 

les  racines  d'une  forme  y  du  /i''^^'"^  degré,  et 

Pi,        P2,        ^3,        ...,        ^S, 

celles  du  covariant  o  de/",  que  nous  supposerons  du  r'*-'"^  degré  et 
du  5"^'"^  ordre. 
On  aura 

f  =  (aoai  .  .  .  an){v,y)  =  aoiv  ~  'Xiy){v  —  cc^y) .  . . , 
Je  fonde  ma  démonstration  sur  les  propriétés  suivantes 

ES-' 

dont  la  démonstration  peut  s'obtenir  par  divers  procédés  (-). 

(')  Collectanea  mathematica  in  jnenioriani  Chelini.  G.  Darboux,  Sur 
Véquation  de  Riccati. 

(^)  On  peut  remarquer,  par  exemple,  que  p  étant  une  certaine  fonction  irra- 
tionnelle 

des  racines  a.,  on  doit  avoir 

p  -f-  ^  -^  <];(a,  -h  ^   .  ..,  a„  +  L  ). 
Va\  différentiant  par   rapport  à  ^  et  faisant  t   =  o,  on  obtient   la   première  des 
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H  suffît  de  développer  des  calculs  faciles  cl  de  remarquer  qu'on  a 

y  aï  -^--  =  SifCo  -\-  sCq. 

Pour  démontrer  la  formule  (3)  je  fais  usage  de  la  propriété  sui- 
vante :  la  somme  des  indices  des  coefficients  d'un  terme  quel- 
conque du  covariant  est  égale  à  — — ^  diminué  de  l'exposant  dey. 

Cette  propriété  donne  l'équation 

dz>  ào  nr  —  s  ôo 

da\  oa.y  1         '  ùv 

et,  en  conséquence, 


<)o         nr  ■ —  s  ô'o 

a/  ^-^  =  cp  -f- j  -^  . 


dxi  2.        ^       -"   àj 

D'un  autre  côté  on  a 


ôcq        jir  —  5 


et 

En  remplaçant  ses  valeurs  dans 

on  aura  la  formule  (i). 

Supposons  maintenant  que  les  coefficients  de  la  forme  soient 
fonctions  de  z  et  que  des  quantités  a,,  ao,  .  .  ,,  [j,,  p,,  .  .  ,,  fonc- 
tions de  z^  satisfassent  l'équation  de  Riccati 

du 

On  aura  par  hypothèse 

d^  _  d^da^        ()?    doL^ 
dz        daj    dz         Ô0C2    dz 

=^z^^ôi-^^Z'^^ôt-^'là 

C.    Q.     F.     D. 

équations  d'où  se  déduit,  par  le  changemetn  de  x  en  y  et  de  j'  en  x,  la  troisième 
qui  les  contient  toutes  trois. 
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COMPTES    RENDUS  ET   ANALYSES. 


WEBER  (II.).  —  Die  partiellen  Differential-Gleichungen  der  Matiiema- 
TisciiEN  PiivsiK  NACII  Riemann's  Vorlesungen  i\  vierten  Auflage  m:u 
bearbeitet  VON  Heinricii  Weber.  Ersler  Band.  Un  vol.  in-8°,  xviii-5oG  p. 
Braimschweig,  Vieweg  und  Sobn;  1900. 

Voici  un  nouveau  Livre  de  IM.  Weber,  où  le  lecteur  pourra 
admirer  les  mêmes  qualités  que  nous  avons  eu  plusieurs  fois  l'oc- 
casion de  signaler  :  une  connaissance  approfondie  du  sujet  qu'il 
traite,  qui  permet  à  l'auteur  de  choisir  ce  qui  est  essentiel;  un 
rare  talent  d'exposition,  un  slvle  sobre,  élégant,  concis;  l'art  de 
dire  juste  ce  qu'il  faut  pour  être  bien  compris  et  ne  pas  éviter  au 
lecteur  ce  travail  de  réflexion  personnelle  qui  est  indispensable 
à  celui  qui  veut  s'assimiler  vraiment  ce  qu'il  lit;  une  rigueur  qui 
ne  se  perd  pas  dans  le  détail,  et  qui  est  en  quelque  sorte  adéquate 
au  sujet. 

Ce  n'était  pas  assurément  une  petite  entreprise  que  de  substi- 
tuer un  nouveau  Livre  aux  leçons  classiques  de  Riemann,  rédigées 
par  Hattendorf.  Ces  Leçons,  qui  ont  eu  trois  éditions  successives, 
sont  entre  les  mains  ou  dans  la  mémoire  de  tous  les  lecteurs  du 
Bulletin;  elles  étaient,  sans  doute,  devenues  insuffisantes_,  mais 
ce  qui  s'y  trouve  est  si  excellent!  Les  voici,  maintenant,  entrées 
dans  l'histoire  :  le  Livre  de  M.  \\  eber,  construit  sur  un  plan 
nouveau,  rendra  assurément  d'autres  services  qu'une  édition,  en 
partie  conforme  aux  précédentes,  augmentée  de  Chapitres  hété- 
rogènes. C'est  encore  les  leçons  de  Riemann,  puisque  l'esprit  du 
maître  y  vit  encore,  s'y  est  transformé  et  développé,  en  s'adaptant 
à  l'état  actuel  de  la  Science;  ce  n'est  plus  son  œuvre  propre,  que 
l'on  ira  chercher  désormais  dans  les  bibliothèques. 

Le  Livre  de  M.  Weber  s'adresse  à  la  fois  aux  mathématiciens  et 
aux  physiciens.  Il  n'est,  en  aucune  façon,  un  Traité  de  Physique, 
et  l'auteur  n'emprunte  à  cette  Science  que  les  principes  néces- 
saires à  l'intelligence  des  équations  qu'il  étudie,  et  de  l'interpré- 
tai ion  possible  des  conséquences  de  cette  étude;  d'autre  j)aii,  Vm\- 
tcur  n'étudie  que  des  équations  qui  intéressent  les  physiciens,  et  il 
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siiflil  de  ineLUc  le  livre  enlre  les  mains  de  Tiin  d'eux  pour  qu'il 
proclame  cet  intérêt;  toutefois,  M.  Weber  n'a  pas  mis  dans  son 
Livre  tout  ce  qui  intéresserait  le  pur  physicien;  iln'a  pas  parlé, 
])ar  exemple,  des  méthodes  d'approximation,  que  l'on  n'emploie 
(jue  parce  qu'on  n'en  a  pas  d'autres,  et  qui  n'ont  pas,  en  elles- 
mêmes,  de  valeur  scientifique.  Tl  s'est  borné  aux  développements 
qui  avaient  un  intérêt  mathématique;  le  champ  était  assez  vaste, 
et  il  j  a  longtemps  qu'on  a  observé  ce  fait  que  les  plus  beaux  déve- 
loppements de  la  théorie  des  fonctions  étaient  liés  intimement  aux 
problèmes  posés  dans  la  réalité;  mais  il  n'a  pas  non  plus  mis  dans 
son  Livre   tout  ce  qui  intéresserait  les   mathématiciens;   et  il  a 
laissé  de  côté  la  discussion  des  Problèmes  d'existence,  qui,  assu- 
rément, l'aurait  conduit  bien  loin.  Tout  cela  est  fort  sage;  il  faut 
savoir  se  borner  et  terminer  ce  que  l'on  fait.  Les  leçons  qu'avait 
rédigées  Hattendorf  tenaient  dans  un  petit  volume;   M.   Weber 
annonce  deux  volumes  qui,   à  en  juger  par   le   premier,   seront 
assez    gros;    malgré    cette   concision   où   il  excelle,   combien    en 
faudrait-il,   et  de  quelle  taille,  pour  développer  ce  qu'il  a  voulu 
écarter? 

Le  présent  Volume  est  divisé  en  trois  Livres.  Le  premier  Livre 
traite  de  sujets  purement  mathématiques  :  notions  préliminaires, 
intégrales  simples,  théorèmes  de  la  moyenne,  etc.;  intégrale  de 
Dirichlet,  intégrale  double  deFourier;  séries  en  général,  séries 
entières,  séries  trigonométriques;  intégrales  multiples,  théorèmes 
de  Gauss  et  de  Stokes;  fonctions  d'une  variable  complexe  et 
représentation  conforme;  équations  différentielles  ordinaires  en 
général;  équations  différentielles  linéaires  ordinaires,  application 
aux  oscillations  de  l'aiguille  aimantée^  équations  aux  dérivées 
partielles  du  premier  ordre;  équations  linéaires  aux  dérivées 
partielles  du  second  ordre;  fonctions  de  Bessel. 

Le  second  Livre  contient  des  développements  d'un  caractère 
géométrique  et  mécanique.  Voici  tout  d'abord,  après  quelques 
notions  sur  les  déformations  linéaires  infinitésimales,  la  théorie 
des  vecleurs,  l'interprétation,  dans  cette  théorie,  des  théorèmes 
de  Gauss  et  de  Stokes,  les  lignes  de  courant,  les  vortex,  les  lignes 
de  force,  etc.,  puis  la  théorie  du  potentiel  newtonien,  l'attraction 
des  ellipsoïdes,  la  théorie  des  fonctions  sphériques,  puis  un  coup 
d'œil    d'ensemble   sur  les   principes  de  la  Mécanique   :   principe 
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des  vitesses  virtuelles,  principe  de  d'Alembert,  conservation  de 
l'énergie,  stabilité  de  l'équilibre,  principe  de  Hamilton,  principe 
de  la  moindre  action. 

Avec  le  troisième  Livre  nous  entrons  dans  le  domaine  de  la 
Physique.  C'est  d'abord  les  principes  généraux  de  l'électrosta- 
tique, la  position  des  problèmes,  la  théorie  de  l'influence  et  de  la 
distribution,  puis  le  magnétisme,  l'induction  magnétique,  les 
surfaces  doubles  magnétiques.  Voici  maintenant  la  théorie  de 
Maxwell,  les  équations  fondamentales  de  l'électromagnétisme  ; 
puis  la  conduction  électroljtique,  l'action  des  forces  électriques 
sur  les  ions,  la  pression  osmotique,  la  théorie  des  courants  élec- 
triques, le  long  d'une  ligne,  sur  une  surface,  dans  l'espace;  enfin 
les  équations  différentielles  du  mouvement  des  ions,  et  la  théorie 
de  l'électrolyse.  Cette  rapide  énumération  donnera  quelque  idée 
au  lecteur  de  la  richesse  et  de  l'importance  des  matières  traitées 
par  M.  Weber;  elle  suffira  à  le  convaincre  que,  si  M.  Weber  a 
bien  écrit,  comme  il  a  fait,  un  livre  de  Mathématiques,  il  a  fait 
des  Mathématiques,  non  à  propos,  mais  en  vue  de  la  Physique. 
C'était  le  meilleur  moyen  d'être  utile  aux  mathématiciens  et  aux 
physiciens. 

Le  second  Volume  contiendra  les  théories  de  la  conductibilité, 
de  la  chaleur,  des  oscillations,  en  particulier  des  oscillations  élec- 
triques, de  l'élasticité  et  de  l'hydrodynamique. 

J.  T. 


STOLZ  (0.),  GMEINER  (J.)   —  Tin-:oi\KTiSGnE  Arithmetik.  I.  Abtiieilung  : 

AlLGEMIîINES.  Dlii  LeIIUE  von  DEN  RATIONALEN  ZaIU.EN.  ZwEITE  UMGEAU- 
BEITETE  AuFLAGE  DER  AbSGIINITTE  I-IV  DES  I.  i'HEH.ES  DER  YoRLESl  XGEN 
UEBER  ALLGEMEINE  ARmiMETIK  VOn  0.   Stoiz   I   VOl.,   ill-Sj    lV-98   p. 

Cette  nouvelle  édition  perfectionne  sur  plusieurs  points  l'essai 
d'une  exposition  philosophique  de  l'Arilhmétique  que  l'on  doit  à 
M.  Stolz. 

Des  quatre  sections  qu'elle  comporte,  la  première  se  ra|>|u)rlc 
aux  notions  de  grandeur,  d'égalité,  etc.,  de  plus  grand  et  plus  p<Mit, 
enfin  à  l'opération  générale  (I  crkiiupfung)  (pii  pciine!  de  dé- 
duire une  grandeur  de;  doux  iuilres  grandeurs  données. 
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La  seconde  est  consacrée  aux  nombres  naturels.  Les  aulciirs 
se  placent  nettement  au  point  de  vue  du  nombre  ordinal  (Helm- 
holtz,  Kroneckcr,  Dcdekind)  et  adoptent,  pour  définir  Ja  suite 
des  nombres  naturels,  les  axiomes  qu'a  formulés  M.  Peano  (Arith- 
nietices  principia  nova  niethodo  exposita).  Ils  font  toutefois 
commencer  la  suite  des  nombres  naturels  au  nombre  i ,  tandis  que 
M.  Peano  la  fait  commencer  à  o.  Les  deux  opinions  peuvent  se 
soutenir,  et  l'on  a  aussi  le  droit  de  les  regarder  comme  indiffé- 
rentes ;  je  serais  disposé  pour  ma  part  à  adopter  l'avis  de  M.  Peano, 
d'autant  que,  au  point  de  vue  du  nombre  cardinal,  o  est  aussi  bien 
la  réponse  à  la  question  :  Combien?  que  n'importe  quel  nombre. 
Notons,  en  passant,  cjue  dans  cette  section,  les  auteurs  restent  au 
point  de  vue  abstrait  et  ne  posent  pas  la  question  du  dénombre- 
ment d'une  collection.  C'est  à  propos  de  la  numération  qu'ils 
introduisent  le  nombre  o.  A  propos  des  opérations  fondamentales, 
il  convient  de  signaler  les  notes  historiques  où  les  auteurs  indi- 
quent les  premiers  mathématiciens  qui  paraissent  en  avoir  reconnu 
les  propriétés  essentielles. 

La  troisième  section  est  intitulée  :  TJiéorie  analytique  des  nom- 
bres rationnels  ;  elle  contient  une  étude  logique  très  intéressante 
des  opérations  directe  et  inverse  (Thesis  et  Lysis)  effectuées  sur 
deux  grandeurs,  des  conséquences  qu'entraînent  les  suppositions 
relatives  au  caractère  associatif,  commutatif,  distributif  des  opé- 
rations directes,  enfin  des  conditions  sous  lesquelles,  l'opération 
inverse  étant  impossible  avec  les  grandeurs  définies,  on  la  rend 
possible  en  introduisant  de  nouveaux  éléments,  dont  chacun  est 
formé  avec  un  couple  de  ces  grandeurs.  Le  lecteur  se  trouve  ainsi 
en  possession  des  propositions  logiques  qui  permettront  et  légiti- 
meront l'introduction  des  fractions,  des  nombres  négatifs;  il  est 
inutile  d'insister  ici  sur  la  façon  dont,  dès  lors,  se  développe  cette 
introduction,  qui  peut  être  condensée  en  quelques  pages. 

La  quatrième  section  a  pour  titre  :  Théorie  synthétique  des 
nombres  rationnels  :  fractions  systématiques. 

Cette  théorie  synthétique  comporte  l'introduction  des  fractions 
comme  parties  de  l'unité,  des  nombres  positifs  et  négatifs  comme 
abscisses  de  points  sur  un  axe.  Ainsi  que  le  font  remarquer  les 
auteurs,  si  l'interprétation  de  l'addition,  soit  dos  nombres  fraction- 
naires, soit  des  nombres  affectés  de  signe,  est  à  peu  près  intuitive, 
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il  n'en  est  pas  de  même  de  la  mulliplicallou  ;  les  auteurs  Irouvent 
cette  interprétation  dans  la  mesure  de  Taire  du  rectangle,  afTeclée 
d'un  signe,  correspondant  à  la  disposition  du  rectangle,  quand  il 
s'agit  des  nombres  affectés  de  signe.  Cette  interprétation  doit 
évidemment  être  signalée;  mais  les  propositions  classiques  sur  le 
changement  de  l'unité,  qui  permettent,  en  quelque  sorte,  de  ne 
pas  quitter  la  droite  sur  laquelle  sont  représentés  les  nombres, 
fourniraient  une  interprétation  de  la  multiplication  tout  aussi  na- 
turelle. Les  formules  relatives  au  mouvement  uniforme  donnent 
une  interprétation  qu'on  peut  regarder  comme  équivalente  à  celle 
qu'ont  adoptée  les  auteurs,  hes  fractions  systématiques  sont  les 
fractions  décimales,  ou  plutôt  leur  généralisation  pour  une  base 
quelconque. 

Les  sections  IT,  lll  et  IV  sont  suivies  d'exercices  intéressants  et 
instructifs.  J.  T. 


MELANGES. 

SUR  LES  ÉLÉMENTS  LINÉAIRES  A  PLUSIEURS  DIMENSIONS; 
Par  m.  HADAMARD. 

La  notion  de  ligne  droite  trouve  son  extension  naturelle  à  un 
élément  linéaire  quelconque  dans  la  notion  de  géodésique. 

Il  n'en  est  pas  de  même  de  la  notion  de  plan.  Il  n'arrive  pas,  en 
général,  que  les  géodésiques  d'un  élément  linéaire  puissent  former 
des  familles  à  plusieurs  paramètres  distribuées  chacune  sur  une 
surface  unique. 

On  peut  se  proposer  de  rechercher  les  variétés  qui  admettent  de 
telles  surfaces  géodésiques,  c'est-à-dire  des  surfaces  jouissant  de 
cette  propriété  que  la  géodésique  qui  joint  deux  points  quelconques 
de  l'une  d'elles  y  est  contenue  tout  entière. 

Dans  le  cas  de  trois  dimensions,  cette  recherche  n'olfrc  d'ailleurs 
aucune  difficulté.  Si,  en  premier  lieu,  nous  cherchons  les  surfaces 
géodésiques  dépendant  d'un  paramètre  (et  dont  il  passera,  par 
conséquent,  une  par  chaque  point  do  la  varicUé),  nous  pourrons 
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prendre,  pour  coordonnée  z^  celle  qui  reste  consLanLe  sur  Jcs  sur- 
faces en  question,  et  choisir  les  deux  autres  coordonnées  .x  et  y 
de  manière  que  les  lignes  a:  =  const.,  y  =  const.  soient  orthogo- 
nales à  ces  surfaces.    L'élément  linéaire  sera  alors 

( I )  ds^-==  A  dz'^  -+-  i:  dx'^  -H  :i  F  dx  df -\- G' dy^ . 

La  propriété  demandée  s'exprimera  évidemment  parce  fait  que, 

,     , ,  .  d'^  z  ,  ^  dz  /  , 

sur  toute  geodesique,  -r^  sera  nul  en  même  temps  que  -j-  (et  cela, 

quels  que  soient  ^  =:  —  et  jk  ^^  "T"  )* 

d'^z 
Or  l'inspection  de  l'équation  qui  fait  connaître  :;"=  -tt  niontre 

immédiatement  que  ceci  a  lieu  dans  l'hypothèse  où  E,  F,  G  sont 
indépendantes  de  z  et  dans  cette  hypothèse  seulement. 

Nous  avons  donc  ainsi  toutes  les  variétés  admettant  une  série 
simple  de  surfaces  géodésiques. 

Pour  voir  quand  ces  surfaces  géodésiques  forment  des  catégories 
plus  étendues,  nous  pourrons  réduire  Télément  linéaire  à  la  forme 

(i')  \  dz^-\-  iX  dx dy, 

X  étant  fonction  de  x  et  de  y.  Si  nous  désignons  par  z  =y(x,  y) 
l'équation  d'une  surface  géodésique,  par  p,  q^  /',  5,  t  les  dérivées 
premières  et  secondes  de  /,  et  que  nous  écrivions  que  l'équation 

^"  =  p  x"  +  qy"  -\-  rx"^-\-is  x' y'  +  ty"^ 

devient  une  identité  lorsqu'on  j  remplace  x" ^  y" ,  z"  par  leurs 
valeurs  tirées  des  équations  des  géodésiques  et  z'  pixr  px' -\-  gy' , 
il  vient 

()logA  ^(^logA        /?2  /     dA  dX\  â\o^'k 


(^locfA  i)lo£rA  t^lo^rA         pq  [     dA  dK\ 


\  dy  dz  X    \      dy  dx  J  ^       dy 

système  dont  l'intégration  s'effectue  aisément  par  les  méthodes 

dr_ 

dy 


1        •               r          '           •              I  .                        ,      ^          ,       ,       dr         ds 
classiques.  Les  équations  obtenues  en  égalant  a  zéro 'â~^^ 
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ds  dt  /  1    • 

-r ^  se  réduisent  a 

dy  dx 


Xpip^N  —qni)  —  gM—pV  =  o, 
A^(^2M  — /?2Nj  — /jN  — ^  P  =  o. 


_     I    /()A^ 
2  A  \dx  / 

^2       ^lo-X  dX        d'-X 
'            dx       dx        dx^ 

_     I    /dX' 
~  iX\  dy, 

2       c^loo-X  ()A        (92 A 
(^K       (9;k         dy~ 

d2A 
dx  dy 

I     (9A  c)A            (92logÀ 
'iX    dx   dy        ^    dx  dy 

(3) 

en  posant 

(4) 


Lorsque  ]M  =  ]N=P  =  o,  les  équations  (3)  ne  déterminent 
nullement  la  direction  du  plan  tangent  à  la  surface  cherchée.  Il 
peut  alors  passer  (et  il  passe  en  effet)  une  surface  géodésique 
par  deux  géodésiques  concourantes  quelconques.  C'est  le  cas  de 
l'espace  ordinaire,  euclidien  ou  non,  et  de  lui  seul,  ainsi  qu'il  est 
aisé  de  le  constater  par  l'intégration  des  équations  M=:N  =  P  =  o. 

S'il  n'en  est  pas  ainsi,  les  fonctions  cherchées  se  trouveront 
parmi  les  solutions  communes  aux  équations  (3).  Si,  par  un  point 
quelconque,  il  doit  passer  une  infinité  de  surfaces  géodésiques 
(c'est  le  seul  cas  que  nous  étudierons),  les  premiers  membres  de 
ces  équations  doivent  admettre  un  facteur  commun.  Ceci  exige 
(comme  on  s'en  assure  aisément)  que  M,  P  et  N  soient  en  pro- 
gression géométrique,  autrement  dit 

(5)  M  =  pP=3p2N 

moyennant  quoi  les  équations  (3)  donnent  uniquement 

(6)  p-^pq=zo. 

Si  maintenant,  dans  les  équations 

/dp  dp\ 

'-^^'^'^[dx^^'dz)  =  ''^ 

[dp        dp\ 

qui  résultent  de  la  différcntiation  de  la  précédente,  on  remplace  /•, 
5  et  ^  par  leurs  valeurs  (3)  et  qu'on  veuille  (jue  les  équations 
obtenues  soient  des  conséquences  de  l'équation  (6),  on  aura  tout 
d'abord 

(7)  ^=0, 
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puis 

1  dp  ô\o<^\  JlogA  (ilogA 

p   dx  ôx  '         dx  '        ôy  ' 

dp  d\o^\        /cJIogA  c)lof;A\ 

"^  dy~^  ^^      ùy      ~\     dx      "^  P      t^r     /       ^* 

Or,  si  l'on  dilTérenlie  ces  dernières  équations  pour  reporter  le 
résultat  de  la  difTérentiation  dans  les  équations  (5),  celles-ci  se 

réduisent  toutes  deux  à 

dp    dp   _        d' p 
dx  dy        "  dx  dy 

p  étant,  par  conséquent,  le  produit  d'une  fonction  de  x  par  une 
fonction  de  y,  on  peut,  moyennant  un  changement  de  variable, 
supposer  p  =  —  i .  Après  quoi  l'on  trouve 

X  =f{x-^y)^         A  ^f{x-^y)o{x—y,  z). 

Autrement  dit  (en  revenant  à  des  coordonnées  réelles),  l'élé- 
ment linéaire  cherché  a  nécessairement  la  forme 

^^2^  \[dx^'-\-dy^'-V-o{y,  z)  dz^, 

OU,  plus  simplement, 

(8)  ds'-^Xidx-^^ds]), 

ds-\  désignant  un  élément  linéaire  à  deux  variables  y,  z. 

Effectivement,  sur  les  géodésiques  de  l'élément  linéaire  (8), 
y  et  z  varient  comme  sur  les  géodésiques  de  ds'^^  de  sorte  que  l'on 
a  des  surfaces  géodésiques  dépendant  de  deux  paramètres,  une 
géodésique  quelconque  étant  contenue  dans  une  (et,  en  général, 
dans  une  seule)  de  ces  surfaces. 

Le  problème  n'a  donc,  comme  on  voit,  que  des  solutions  assez 
banales.  Il  serait  toutefois  intéressant  de  faire  une  recherche  ana- 
logue lorsque  le  nombre  m  des  dimensions  est  supérieur  à  3.  Là, 
en  effet,  le  problème  se  complique,  puisque  les  surfaces  géodé- 
siques sont  alors  remplacées  par  des  multiplicités  k  p  dimensions 
{p  étant  un  nombre  auquel  on  devra  donner  successivement  toutes 
les  valeurs  de  2  à  m  —  i)  et  que  ces  multiplicités  peuvent  à  leur 
tour  dépendre  d'un  nombre  variable  de  paramètres.  La  solution  ré- 
sulterait, sans  doute,  aisément  des  méthodes  de  calcul  différentiel 
absolu  de  MM.  Ricci  ctLevi-Civita,  si  tant  est  que  ces  auteurs  ne 
l'aient  pas  déjà  obtenue. 
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SUR  LA  MULTIPLICATION  DE  L'ARGUMENT  DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES; 

Par  m.  LELIEUVRE. 

Je  me  propose  ici  d'indiquer  quelques  remarques  sur  le  pro- 
blème de  la  multiplication  de  Fargument  d'une  fonction  ellip- 
tique ('  ). 

I.  Soit  à  calculer  pmu  {m  entier  positif)  en  fonction  ration- 
nelle de  pu\  le  calcul  de  proche  en  proche,  par  la  formule  d'addi- 
tion, étant  compliqué,  on  préfère  l'emploi  d'une  inconnue  auxi- 
liaire ^jn{u)^  qui  s'introduit  naturellement  en  se  rappelant  que 

<P«^=—  ^La-w,  d'où  : 

I      ^2    _      Cjînu 


m 2  du^       {(SU)' 

On  pose  alors 

cfmu 


(O'W)'' 


La  fonction  '^nn  définie  par  cette  formule  pour  m  entier  positif  ou 
négatif,  est,  quand  m  est  impair,  une  fonction  entière  de  pii^  et 
quand  m  est  pair,  le  produit  de  p' u  par  une  telle  fonction;  dans 
les  deux  cas,  son  carré  est  un  polynôme  entier  en  pu^  de  degré 
in"^  —  I  :  on  pourrait  chercher  son  expression  à  l'aide  de  l'équa- 
tion différentielle  qu'il  vérifie,  et  qui  résulte  de  la  relation  (i)  et 
de  l'équation  entre  pmu  et  sa  dérivée;  on  préfère  calculer  ^„i  en 
fonction  dep?^,  par  des  relations  de  récurrence  qu'on  peut  déduire 
de  l'équation  à  trois  termes  que  vérifie  a*,  ou  qu'on  obtient  encore 
comme  je  le  rappelle  plus  loin  :  les  relations  employées  d'habitude 
exigent  d'ailleurs  au  préalable  le  calcul  direct  de  <];,,  ^2^  '^-^  et  ^j. 
On  peut  les  remplacer  avantageusement  par  celle  qui  résulte  immé- 
diatement du  ra[)|)rochement  de  (1)  avec  l'équation 

(  2  )  p  mu  —  pu  = ; ^"-i '—  — ■ r-^ ) 


(')  Voir  les  ouvrages  classi(|ucs  (I'Halpiikn,  Tannery  cl  IMoi.K,  Jordan,  L. 
Lkvv,  Grkkniull  ;  Formulaire  de  Scuwarz;  ces  ouvrages  n'indiiiucnt  pas  la  for- 
mule (le  récurrence  (3). 
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d'où  la  loi  de  récurrence 

(  3  )  ^..-.1  ^,.-,  =   ^   ^  L  ^,n  =   -^,  (  Y,n  ^,n  -  <|^'.!  )• 

Celle  formule  permet  le  calcul  de  proche  en  proche  dès  que  l'on 
connaît  tj/,  =  i  et  <|'2  =  — p' ^f-  (on  ^  immédiatement  ^2  \^^^  l^  con- 
sidération du  terme  polaire  principal). 

On  peut  aussi  employer  la  formule  qui  résulte  de  la  combinai- 
son de  (i)  avec  la  suivante 

,,                                           cf(ni-^  n)ua'{m  —  n)ii             4;,„+„t];,;,_„ 
(  2  )       p  /» u  —  pnu  = —  = ,  .    '.  „ —  ; 

d'où  l'on  déduit,  d'après  (i), 

La  même  méthode  s'applique  à  la  multiplication  de  l'argument 
de  sn;  on  rapprochera  les  deux  formules  suivantes  qui  résultent 

de  la  décomposition  de  —^-  en  éléments  simples  et  de  la  décom- 
position en  produit  de  sn- u  —  sn-p 

1  I  \      d^         H  mu 


_        A02  (o)E(m-^\)iill{m  —  i)ii 
~  ~  IV- million  ' 

1    .       1     /.  .  i-    •         Il  mil  ,  ,    I 

on  introduira  la  fonction  auxiliaire  -n — r^^^i  analogue  a  ^m. 

Ce  procédé  est  avantageux  pour  l'étude  du  problème  des  po- 
lygones de  Poncelet  (^),  que  l'on  peut  notamment  traiter  de  cette 
manière  à  l'aide  de  la  fonction  sn,  les  deux  coniques  inscrite  et 
circonscrite  étant  rapportées  à  leur  triangle  conjugué  commun. 

II.  On  obtient  souvent  les  formules  usuelles  de  récurrence  par 
le  rapprochement  des  équations  (2)  cl  (2'),  qui  donne  aussitôt 

On  y  fait  d'habitude,  successivement,  n  =  m  -j-  i  et  n  ==^  m  -\-  2. 
11  ^est  évident  qu'on  pourrait  aussi  en  déduire  des  relations  entre 
un  nombre  déterminé^  indépendant  de  m,  de  fonctions  d»  consé- 

(  '  )  Voir  un  prochain  article  sur  ce  sujet  clans  V Enseignement  Mathématique. 
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culives;  faisons-j  successivement  n  =  2  eln  =  3,  nous  obtiendrons 

(5)  4/„,+2<^/;/-2  —  4^m+l']'w-l4'l  -^  '^m'\'3        =  O, 

(6)  ^,n+3'\>m-3  —  'j^m+1  ^m-1  4^3  +  '^m'\'k'\>2  =  O- 

La  formule  (6)  n'est  pas  une  conséquence  de  (5),  car  si  on  y 
élimine  ^w+s  et  ^m-s^  tirées  des  formules  qu'on  déduit  de  (5)  en 
V  remplaçant  successivement  m  par  m  —  i  et  m  -4-  i,  on  arrive  à 
la  relation  suivante,  évidemment  distincte  de  (5),  entre  les  cinq 
fonctions  consécutives  ^,„_2,  ^m-<,  ^m,  '^^m+\,  àm+2, 

4^m-2  '\'m  ^/«+2  ^  2  -+-  4'm-l  'T'm  '\'m-^l  4^4 


(7) 

(  —  (  4^m-2  '\'m+  1   +  4^/71+2  4^m-  1  )  4^2  'W  =  O 

Par  conséquent,  en  éliminant  ^m-2  ou  ^m+2  entre  (5)  et  (^),  on 
aura  une  relation  entre  quatre  fonctions  ^  consécutives,  soit  par 
exemple 

4^m-i  'h"  4'm+i  4^//z+-2(  4^1  +  4^v)  —  4^/n  4^m+2  4^1 4^3 


j  —  4^;,r-l"|^?u^l4'2  4^3-+-4^;n4';n+l4'2  4^3  —  4^^»-l4^m+2  4^2'^3  =0 

Or,  on  constate  facilement  qu'e//e  équivaut  à  la  formule  d^  addi- 
tion entre p{ni  -+-  i)u,  pjnu  et  pu\  posons  en  effet 

pu — p{m  —  \)ii  =  \,        pu  —  pmu  =  \,         pu — p(f)i -\- \)u  =  Z. 
On  aura,  d'après  (p.), 

(  •/)  '^„i_2'i>w  =  '\'fn-l  ^,  4^m  +  l  4^/n-l  =  àJn  Y,  4'/«  +  2  4^m  =  4^/»-i  ^• 

Eliminons,  à  l'aide  de  ces  égalités,  ^^im+i  et  ^m+2  ^e  l'équa- 
tion (8),  alors  '^m-i  et  ^m  disparaîtront  d'eux-mêmes  et  il  restera 
la  relation 

Y2Z24.,>];, -YZ(4;|+^,)  +  (  Y -f-Z)4;|4;3- 4^2  4^1  =  0. 

C'est,  sous  forme  entière,  la  relation  algébrique  entrcyy  (///  -|-i);/, 
pmu  el  pu.  D'ailleurs,  en  changeant  jn  en  m  —  i,  on  aurait  de 
même  la  relation  déduite  de  celle-là  par  le  changement  de  Z  en  X  ; 
on  a  donc 

..  ,  y  _  Y(4>l-i-4^v)-4^14>3        ^y  _  Y4^|-4^3 
^^"'~'^~  Y^^Y^         '       ^^^-       Y^ 

Ces  équations,  qu'on  pourrait,  bien  entendu,  déduire  directe- 
ment de  la  formule  d'addition  de  pu^  peuvent  être  avantageuses 
pour   le  calcul   de  pniu]    on   remar(piera  que  la  seconde   résulte 


',4  pkhmii:kk  PAU  tu:. 

iiiimcdialemenl  de  rcliiiilnallon  des  fonctions  'hm-2j  •  •  •>  ^w+27  ^ 
Taide  des  relations  (;>/'),  dans  la  formule  (5). 

m.  Le  Formulaire  de  M.  Sclivvarz  applique  au  calcul  de  pmu 
la  formule  (i)dans  laquelle  on  rem{)lace  ^rn  en  fonction  de  pu  par 
une  expression  remarquable  qui  s'obtient  bien  facilement  de  la 
façon  suivante  : 

Considérons  le  déterminant  ^{u),  d'ordre  m.  —  1,  formé  avec 
les  dérivées  successives  de  pu  et  que  je  représente  en  écrivant 
une  quelconque  de  ses  lignes,  de  rang  /,  par 

o(u)  =  \p^^^  up^'-^^hc  ./>(''+'"-2'z/|  (i  =  I,  2,  .  . .,  w  — l). 

L'équation  cp(z/)r=o  exprime  évidemment  la  condition  néces- 
saire et  suffisante  pour  que  la  fonction  doublement  périodique 
suivante  F(p),  dont  j'écris  la  décomposition  en  éléments  simples, 
ait  la  racine  multiple  d'ordre  /n,  v  =  u  : 

F{ç)  =  Ao  -+- Ai/?(^  + A2/-?'p+...-f-  A,„_i//"'-2'p. 

Cette  fonction  a,  d'autre  part,  tous  ses  pôles  congrus  à  zéro, 
d'ordre  m;  donc  l'équation  o(u)  =  o  est  la  condition  nécessaire 
et  suffisante  pour  que  Von  ait  mu  ^  o,  u  =  o  étant  excepté. 
Par  conséquent,  la  fonction  cp(?^)  est  annulée  par  les  m- — i 
valeurs  de  u  qui  annulent  ^^m'-,  de  plus,  ses  pôles  sont  congrus 
à  o  et  son  terme  polaire  principal  correspondant  à  ^^  =  o  est 
(— i)'(i -Hi)!  (— i)'+'"-2(i-H  m  —  \)\ 


T  = 


(_i)m-i[.^!  3!  _jrn  —  \)\y' 


u 


m^- 1 


Donc  cette  fonction  doublement  périodique  ^{u)  est  d'ordre 
m-  —  I  et  a  les  mêmes  zéros  et  les  mêmes  pôles  que  <J>,u  :  la  com- 
paraison des  termes  polaires  principaux  donne  alors  immédiatement 

'^■"  (")=  [a!3!...(m-.)!J-^  "?^")- 

Cette  démonstration  rattache  à  la  solution  que  développe  Hal- 
phen celle  qui  est  donnée  par  Gajlej  du  problème  des  polygones 
de  Poncelet  (  '  ). 

(')  Voir  FlALPHKN,  Fonctions  elliptiques^  t.  II. 
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COMPTES    RENDUS   ET  ANALYSES. 

HILL  (J.-M.).  —  The  contents  of  tiie  fifth  and  sixtii  books  of  Elclid, 
ARRANGED  AND  EXPLAiNED.  Cambridge,  University  Press,  1900.  xx-144  p-, 
petit  in-4°. 

Ce  volume,  dû  à  un  professeur  de  FUniversity  Collège  de 
Londres,  apparaîtra  peut-être  sur  le  continent  surtout  comme 
un  témoignage  assez  curieux  de  la  ténacité  avec  laquelle  les  tra- 
ditions de  l'enseignement  euclidien  se  maintiennent  en  Angleterre. 
Il  s'agit,  dans  le  cas  particulier,  de  la  théorie  des  rapports  qui, 
comme  on  le  sait,  est  établie  et  développée  par  l'auteur  des 
Eléments  par  une  méthode  spéciale,  dont  la  rigueur  n'a  jamais 
été  contestée,  et  qui  aborde  immédiatement  la  question  dans  toute 
son  étendue,  sans  progresser  du  cas  de  la  commensurabilité  du 
rapport  à  celui  de  l'incommensurabilité.  Cette  méthode  est  donc 
en  opposition  directe  avec  les  tendances  qui  prédominent  depuis 
une  génération  dans  l'enseignement  de  la  Géométrie;  mais  son 
principal  inconvénient  consiste  dans  son  caractère  artificiel,  qui, 
ne  laissant  pas  facilement  saisir  son  but  aux  étudiants  ignorant  les 
difficultés  réelles  de  la  question,  la  rend  un  peu  obscure  et 
malaisée  à  suivre. 

L'exposé  qu'en  fait  M.  Ilill  a  pour  objet  de  remédier,  autant 
qu'il  est  possible,  à  cet  inconvénient,  et  l'on  ne  peut  disconvenir 
qu'il  serait  difficile  de  réclamer  des  explications  plus  exactes, 
plus  complètes  et  plus  limpides.  Peut-être  au  contraire  trouvera- 
t-on  exagéré  l'effort  dépensé,  alors  qu'il  ne  s'agit  point  de  simplifi- 
cations, mais  d'éclaircissements  qui  ne  sont  pas  indispensables,  et 
que,  d'un  aulrc  côté,  le  caractère  de  la  théorie  reste  ce  qu'il  était. 
Mais  lorsque  l'auteur  nous  déclare  que  le  cinquième  Livre  d'Eu- 
clide  est  d'ordinaire  supprimé,  comme  trop  difficile,  dans  l'ensei- 
gnement de  la  Géométrie  en  Angleterre  et  que  pour  le  sixième 
Livre  (théorie  de  la  similitude)  une  expérience  de  plusieurs  années 
lui  a  prouvé  les  avantages  de  son  mode  d'exposition,  on  ne  jieut 

que  s'en  rapporter  pleinement  à  lui. 

P.  T. 


Bull,  des  Sciences  mat  hem.,    \''  sorir,  l.  \\\'.  (,M;irs  it)oi.) 
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THÉORÈME  SUR  LA  CONVERGENCE  UNIFORME  DES  SÉRIES; 
Par  m.  Ernst  LINDELÔF. 

Je  me  propose  de  démontrer  le  théorème  suivant,  qui  pourra 
rendre  service  dans  certaines  recherches  concernant  les  équations 
différentielles  ou  aux  dérivées  partielles  (')  : 

Étant  donnée  une  série 

(l)  Ui{x)-\-  U2{0C)-\-..  .-^  Ui{x)  +.  .  ., 

convergente  pour  tout  point  x  de  V  intervalle  a^x^b^  et  dont 
les  termes  sont  des  fonctions  continues  de  x,  admettant  des 
dérivées  des  n  premiers  ordres  également  continues  ;  s'il  existe 
un  nombre  positif  G  tel  cju'on  ait,  pour  a^x'^b^ 


(2) 


d^Ui(cr)        d"Ui(x)  ^    d'Uip(x) 


dx"-  dx"-  '  '  '  dx'^ 


<G, 


quelcjue  grand  que  soit p^  on  peut  affirmer  que  la  série  (i)  est 
uniformément  convergente  dans  l'intervalle  considéré  et  qu'il 
en  est  de  même  de  chacune  des  séries 

dui(x)        dii^ix)  _  du,(x) 

dx  dx  '  dx  '  *  *  ' 

d^iii(x)        d'U^(x)  d^Ui(x) 

dx'^        '         dx^  +..-H         -^^        H..., 


d'^-Uii(x)        d'^-'^ii'i(x)  d'i-Uii(x) 

dx"^-^  dxfi-^  "*  dx'^-^  '"' 

lesquelles,  par  suite,  représenteront  les  dérivées  successives  de 
la  série  donnée. 

Ce  théorème  a  été  démontré  par  M.  Bendixson  (-)  dans  le  cas 
Al  =  1 . 

(')  L'idée  de  ce  théorème  m'a  été  inspirée  par  la  lecture  d'une  thèse  très  inté- 
ressante Sur  V intégration  de  certaines  équations  aux  dérivées  partielles  du 
second  ordre,  que  M.  Jarl  Lindeberg  vient  de  soutenir  devant  la  Faculté  des 
Sciences  de  l'Université  de  Helsingfors,  et  sur  laquelle  je  désire  appeler  l'atten- 
tion des  géomètres. 

(')  Sur  la  convergence  uniforme  des  séries  {Mémoires  (  Ôfversigt)  de  VAca- 
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1.  Notre  démonstration  repose  sur  un  lemme  très  simple  que 
nous  allons  d'abord  établir.  Soit  cp(^)  une  fonction  finie  et  con- 
tinue ainsi  que  ses  dérivées  jusqu'à  l'ordre  n  inclusivement  dans 
l'intervalle  (o,  L),  c'est-à-dire  pour  o^jt^L,  et  supposons  que 

M 

|^«(^)|  =  G  et  que  o,i-\  (o)^M>o  (^).  Posons  encore  -^  =  ^  et 

admettons  que  /^L. 

Nous  aurons  dans  l'intervalle  (o,  /) 

^n-\^oc)  >M—  Ç,x  =  G(Z  —  ^)  =  o, 

d'où  nous  concluons  que  la  dérivée  C3,i_2(^)   est   constamment 
croissante  et  que  la  différence 


(fn-2{i)  —  ^n-2{o)>    j      G{l  —  X)dx  = 


iG 


Partageons  maintenant  l'intervalle  (o,  l)  en  deux  parties  égales 
et  portons  notre  attention  sur  le  signe  de  la  dérivée  c5/i_2(^)  «lu 


point X  =  -'  Dans  le  cas  où 

(a)  ?«-2  (  -  l^o, 


nous  aurons  dans  l'intervalle  ( -? 

cp„_2(^)^  /   on-i{a;)dx:>  gIix  —  ~  —  3  ^M  =  <^; 

2 

la  dérivée  (f,i_3(x)  y  sera  constamment  croissante  et  sa  variation 
totale 

^2       3  ,A   ,  I    M3 


X 


'1 


Cp«-3(0-?«-3(^)>J    (^{l 


S'il  arrive  au  contraire  que 


(P)  T«-2(-)  =  0' 


^   l'L\dx=    — 


8      /  -24    G-î 


demie  de  Stockholm^  1897]-  Voir  aussi  Arzelà  :  Sidle  série  di  Funzioni  (Mé- 
moires de  V Institut  de  Bologne,    1899). 

d^  o(  x') 
(')  Pour  abréger,  j'écris  o^(x)  au  lieu  de  — li\     ' 
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nous  prenons  l'intervalle  (o,  -U  où  nous  aurons 

la  dérivée  0/;_;{(x)  sera  donc  décroissante  dans  tout  l'intervalle,  et 

Donc,  nous  sommes  assuré  que,  dans  l'un  au  moins  des  inter- 
valles (  G,  -  )  et  (-?  /))  la  dérivée  cp/;_3(x)  variera  toujours  dans 

le  même  sens  et  que  sa  variation  totale  Acp„_3(^)  vérifiera  l'iné- 
galité 

Revenons  maintenant  à  l'hypothèse  (a)  et  partageons  l'intervalle 
( -?  /)  en  deux  parties  égales;  nous  aurons  encore  à  distinguer 
deux  cas;  d'ahord 
(a)i  ?«-3(^^j^o; 

-  /,  /)  nous  trouvons  alors 


On-3{^)=    j       ^n-2i^)dx>G( 


^'  _^_^   /2^4_    _9^   ^3)^0, 


lli 


ce  qui  nous  montre  que  la  dérivée  On-',  (^)  croîtra  constamment  et 
que  son  accroissement  total  sera  plus  grand  que  la  quantité 

Jzi        \    -2  G  8  128      /  2^^    G3 

T 
Puis 

i^h  cp„_3^  — j<o; 

il  faudra  prendre  l'intervalle  f  ->  -^  j>  où  l'on  aura 
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la  dérivée  ^n-^{^)  sera  donc  constamment  décroissante  et  sa 
variation  totale  dans  l'intervalle  sera  supérieure,  en  valeur  absolue, 
à  la  quantité 


3/ 


-jf'K?-ï-^--:lB^') 


Plaçons-nous  maintenant  dans  Fhjpothèse  (p)  et  partageons 

(7  \ 
o,  -  )   en    deux    parties    égales;    si 


c'est  l'intervalle  (o,  y  )  qui  nous  convient;  la  dérivée  Oii-z{^)  J 
sera  en  effet  positive  et  vérifiera  l'inégalité 

d'où  il  suit  que  cp,^_4(^)  ira  constamment  en  croissant  et  que  sa 
variation  totale  dépassera  la  quantité 


f. 


i 


S'il  arrive  au  contraire  que 
nous  choisirons  l'intervalle  (7?  -  l?  où 

de  sorte  que  la  dérivée  cp/;_,, (x),  constamment  décroissante,  dimi- 
nuera, de  7  à  -j  d'une  quantité  plus  grande  que 

/ 

/     G p~  X -^-  —-J^  ]  dx  =z  - — -  -p-  . 

Ji         \   1  ()         8  38  [      /  3.2*»    G3 


4 


Ainsi  donc,  la  discussion  qui  précède,  et  qui  se  fait  d'ailleurs 
plus  aisément  par  des  considérations  géométriques,  nous  nionlrc 
que,  dans  un  au  moins  des  quatre  intervalles  égaux  dans  lesquels 
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se  trouve  divisé  l'intervalle  primitif  (o,  /),  la  dérivée  <f,i-Ji{^)  sera 
constamment  croissante  ou  constamment  décroissante  et  que  sa 
variation  totale  Ao//_/,  (^)  vérifiera  l'inégalité 

lA'>-4(^)i>3^-^3. 

En  continuant  ainsi  à  dédoubler  le  nombre  des  intervalles,  et 
considérant  successivement  toutes  les  hypothèses  possibles  rela- 
tives aux  signes  des  dérivées  aux  points  de  division,  nous  arrive- 
rons enfin  au  résultat  suivant  qui  constitue  le  lemme  que  nous 
avions  annoncé  : 

Soit  o(x)  une  fonction  de  la  variable  réelle  x^  finie  et  con- 
tinue ainsi  que  ses  dérivées  jusqu^à  Vordre  n  inclusivement 
dans  un  intervalle  (o,  L),  et  supposons  qu^on  ait 


dx'^ 

d'^-io(x) 


dx'^-^ 


<  G         dans  tout  l'intervalle  (o,  L); 


M 

^  M  >  o         pour^  =  o;         l  =  ^^  S.L. 


Gela  posé,  si  l'on  divise  l'intervalle  (o,  /)  en  2'^  -  parties 
égales,  de  sorte  que  la  longueur  de  chaque  partie  soit 

.  I      M 

on  peut  aj/irmer  que,  dans  un  au  moins  de  ces  sous-intervalles 
de  longueur  \,  la  fonction  ^{x)  variera  constamment  dans  le 
même  sens  et  que,  Acp(^)  désignant  sa  variation  totale,  dans  le 
même  intervalle  on  aura 

a.,i  étant  une  constante  numérique,  indépendante  de  M  et  de  G. 

2.  Nous  sommes  maintenant  en  état  de  démontrer  notre  théo- 
rème. 

En  nous  appuyant  sur  l'inégalité  (2),  nous  ferons  d'abord  voir 
que  la  série 

d'^-'^uAx)        d'^-'^uo(x)  d'^-^iii(x) 

— : H :— — -  -}-...+   ^ — -  +.  .  . 

dx"--^  dx'^-^  dx"--'^ 

est  uniformément  convergente  dans  Fintervalle  a^xSh,  c'est- 
à-dire  qu'en   désignant  par  y,   une  quantité  positive  aussi  petite 
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qu'on  voudra,  on  pourra  trouver  un  nombre  m  tel  que  l'inégalité 


d'^-'^  u 


m-hl 


{X) 


d'i-'^u 


m-hp 


{œ) 


dxf^-'^ 


dx'^-'^ 


<r\ 


subsiste  pour  a^x^b,  quelque  grand  que  soit/>.  A  cet  effet,  nous 
déterminons  d'abord  une  quantité  positive  s  satisfaisant  aux  con- 
ditions 


l~ 


2a/jG 


=  partie  aliquote  àe,  b  —  a;         3G/<7], 


oLfi  désignant  la  constante  numérique  dont  il  est  question  dans  le 
lemme  ci-dessus.  Puis  nous  divisons  l'intervalle  (a,  b)  en  sous- 
intervalles  de  longueur  l  (soient  a,,  «o,  .  ..,  ak  les  points  qui 
effectuent  cette  division),  puis  chacun  de  ces  sous-intervalles  en 
i^~'^  parties  égales,  de  sorte  que  (a,  b)  se  trouvera  finalement 
divisé  en  un  certain  nombre  de  petits  intervalles  de  longueur 


X  = 


I         n 


2a,iG 


Enfin  nous  déterminons  le  nombre  entier  J7i  parla  condition  que 
l'inégalité 


Cp(a7) 


U 


in+\  («2?)  H-  U/n-^-iix) 


Ufii-^p  (^)  I  <C  ~ 


ait  lieu,  quelque  grand  que  soit  p,  pour  les  points  extrêmes  de 
chacun  des  intervalles  de  longueur  X,  ce  qui  est  évidemment 
possible  puisque  ces  points  sont  en  nombre  fini  et  que  la  série 
donnée,  d'après  l'hjpothèse,  converge  pour  chacun  d'eux.  La  va- 
riation Acp  de  la  fonction  o[x)  du  premier  au  dernier  point  de  l'un 
quelconque  de  ces  intervalles  sera  alors  inférieure  à  £  en  valeur 
absolue. 

Ceci  posé,  considérons  les  valeurs  de  la  dérivée  On-\{x)  aux 
points  a,  «< ,  «2,  •  '  ■>  ^f^k-,  b,  et  désignons  par  M  leur  maximum 
absolu.  Je  dis  qu'on  aura 

M<2GZ  =  2Gi/— ^. 

En  effet,  en  vertu  de  l'hypothèse  (2),  nous  avons  dans  tout  l'in- 
tervalle (<2,  b) 

d"(^{x) 


dx" 


<2G. 


Si  M  n'était  pas  assujetti  à  Finégalité  précédente,  et  si  <7/  osl  un 
point   pour  lequel   |  cp,,  _<  (.r)|  =  M,    nous   pourrions    appliquer  à 
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rinlcrvallc  («/,  a/4.1)  ou  («/_!,  «/)  le  Icmmc  du  numéro  précédent 
et  en  tirer  cette  conclusion  que,  dans  un  au  moins  des  intervalles 
de  longueur  /.  compris  dans  (<7/,  <^/+i)  ou  dans  («/_,,  «/)  la  varia- 
tion totale  Acp  de  la  fonction  'f  (^•)  serait  numériquement  supérieure 
à  la  quantité 

''"  (2G)-i  =  (2G)«-i  ^^""^    2a,,G  ~  '' 

ce  qui  est  en  contradiction  avec  nos  hypothèses. 

Nous  sommes  donc  assuré  qu'aux  points  a,  a^^  .  .  .,  «a,  6,  la 
dérivée  ^,i-\  {^)  ^st  inférieure  à  2G/  en  valeur  absolue,  et  comme 
d'autre  part  la  différence  entre  sa  valeur  en  un  point  quelconque 
de  l'intervalle  (a,  b)  et  sa  valeur  au  plus  proche  des  points  a, 
a,,    ...,    ah-,    b^    ne    saurait  dépasser  numériquement   la   limite 

2G  -  =  G/,  nous  aurons  dans  tout  V intervalle  {a,  b)  l'inégalité 


'f /i-i  (•^)1  = 


d'^-'^u,n^\  (.r)  d'i-hi,n+pix) 


<iGl-^Gl  =  3Gl<T„ 


et  cela,  quelque  grand  que  soit  p.  Donc  la  série 

d'^-'^u^ix)        d'^-'^u^{x)  d'^-Ui,(x) 

dx'^-^  dx'^-^  '"  dx"~^  ■"' 

est  bien  uniformément  convergente  dans  l'intervalle  (a,  6),  comme 
nous  l'avions  dit. 

Il  suffît  maintenant  de  reprendre  es  raisonnements  que  nous 
venons  de  faire,  en  y  remplaçant  n  successivement  par  n  —  i 
/i  —  2,  .  .  . ,  2  et  a„  par  a/;_,,  a/^_2,  .  .  . ,  a2(=  !,)^  pour  conclure  de 
la  convergence  uniforme  de  la  série  précédente  à  celle  des  séries 

d''-^-Ui(x)        d'^~^Uo(x)  d"-^~Ui(x) 


du](x)  du^_{x)  dui(x) 

dx  dx  '  '  '  dx  '    *  ' 

d'où  suit  enfin,  par  un  théorème  bien  connu,  que  la  série  donnée 

lll{x)  -h  U2{x)  -\-  ...-+-  Ui(x)  -\-  ..  . 

est,  elle  aussi,  uniformément  convergente  dans  l'intervalle  con- 
sidéré. 

Notre  théorème  est  donc  démontré. 
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BUUCKNER  (M.).  —  Vielecke  und  Vielflache,  Théorie  und  Geschichte. 

Un  vol.  in-8";  287  p.  Leipzig,  Teiibner,  1900. 

La  théorie  des  polvgones  et  des  polyèdres  pose  d'intéressants  et 
difOciles  problèmes  d'énumération,  de  forme,  de  relation.  En  feuil- 
letant le  gros  livre  de  M.  Briickner,  en  regardant  les  figures  et  les 
photographies  dont  il  est  orné,  on  ne  peut  s'empêeher  d'admirer 
la  patience  intelligente  avec  laquelle  l'auteur  a  rassemblé  et  coor- 
donné les  faits  géométriques,  dispersés  dans  les  vieux  livres  ou  les 
mémoires  récents,  dans  les  journaux  périodiques  ou  les  pro- 
grammes. C'est  un  sujet  sur  lequel  la  curiosité  a  été  bien  vite 
éveillée  et  ne  s'est  guère  endormie,  qui,  jadis^  s'est  mêlé  aux  con- 
structions cosmogoniques  des  philosophes  ou  aux  méditations  des 
mystiques,  qui  a  préoccupé  Albrecht  Diirer,  sur  lequel  Kepler  a 
exercé  son  prodigieux  génie,  et  dont  les  connexions  avec  l'Algèbre 
et  l'Analjse,  telles  (|u'elles  se  sont  révélées  aux  géomètres  des 
temps  modernes,  sont  peut-être  j:>Ius  merveilleuses  que  les  liens, 
rêvés  par  les  pythagoriciens  ou  les  alchimisteS;,  en  Ire  les  forces  de 
la  nature  et  les  formes  régulières  ou  les  nombres.  Jl  n'est  pas 
épuisé  :  plus  d'une  question  posée  depuis  longtemps  reste  encore 
sans  réponse.  On  ne  peut  qu'être  reconnaissant  à  l'auleur  de  la 
peine  cpi'il  a  prise  pour  nous  donner  de  ce  sujet  un  exposé  aussi 
clair  et  complet  que  la  Science  aciuclle  le  comporte,  et  pour 
retracer  la  longue  et  complexe  histoire  de  son  dévelojipement.  Ce 
n'est  pas  tout;  M.  Briickner  a  constitué  une  riche  collection  de 
modèles,  dont  les  photographies  remplissent  cinq  grandes  plan- 
ches; il  y  a  en  outre  sept  planches  lithographiées  et  je  ne  parle 
pas  des  nombreuses  figures  cpii  ilbistrent  le  texte.  Outre  le  travail 
scientifi(pio,  il  y  avait  là  une  (àtiganle  et  miiiuli(Mise  besogne;  il 
est  bien  juste  de  féliciter  celui  qu'elle  n'a  pas  (h'-eoui-agé. 

Le  livre  de  M.  Briickner  est  divisé  en  sept  parties. 

il   nous   introduit  d'abord  dans   la   iIh'mmk»   des    polvgoues  com- 
plets  et   simples.    Le    [)oljgoui;   siDiplc,    la    ligne    brisée   cpii    part 

liidl.  (les  Sciences  iiKif/ie/ii .,  ■>'•  si-fio,  I.  \\\'.  (  \\v\\   n)"'-)  '> 
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(l'un  poinl  pour  y  revenir  et  à  laquelle  il  convient  ainsi  d'attribuer 
lin  sens  de  parconis,  afin  d'assigner  nn  sens  précis  aux  mots 
angles  extérieurs  ou  intérieurs,  pose  déjà  des  problèmes  inté- 
ressants :  c'est  d'abord  la  distinction  en  genres,  d'après  la  somme 
des  angles  extérieurs,  ))uis  la  description  des  formes  [possibles, 
déjà  si  nombreuses  dans  le  cas  de  sept  sommets,  que  l'auteur  a  dû 
reculer  devant  leur  énumi'ration  ;  la  définition  et  l'évaluation  des 
surfaces,  elc,  etc.  Il  li-aite  ensuite  des  poljgones  réguliers  et  des 
i)()lv<;oncs  qu'il  (juali fie  de  gleicheckig  et  de  gleichkantig  :  les 
premiers  sont  foruK's  par  la  répétition  d'un  même  angle  compris 
entre  deux  cotés  qui  sont  toujours  les  mêmes;  ainsi,  tous  les 
angles  sont  égaux,  et  les  côtés  sont  égaux  de  deux  en  deux;  pour 
la  seconde  espèce,  la  figure  qui  se  répète  est  le  côté  avec  les  angles 
adjacents. 

Le  reste  de  TOuvrage  est  consacré  aux  polyèdres.  La  théorie  de 
la  connexion  des  surfaces  est  presque  immédiatement  abordée,  et 
le  théorème  d'Euler,  ou  sa  généralisation,  est  établi  pour  les  sur- 
faces à  deux  faces  à  connexion  simple  ou  multiple^  ce  théorème 
est  ensuite  étudié  pour  les  surfaces  à  une  face.  On  remarquera  là 
l'intéressante  description  du  polyèdre  à  une  face  de  Mobius  formé 
d'une  part  au  moyen  de  cinq  triangles  ABC,  BGD,  CDE,  DEA, 
EAB  dont  l'ensemble  constitue  une  zone  à  une  face  dont  le  con- 
tour est  le  pentagone  gauche  AGEBDA,  et  d'autre  part,  par  une 
pyi-aïuide  de  sommet  F  limitée  par  les  cinq  triangles  AGE,  GEF, 
EBE,  BDF,  DAE.  Un  autre  exemple  simple^  développé  par  l'auteur, 
est  du  à  M.  G.  Reinhardt.  M.  Briickner  traite  ensuite  des  théo- 
rèmes de  Legendre  et  de  Gauchy  sur  la  détermination  des  po- 
lyèdres, de  la  loi  des  arêtes  de  Mobius,  etc.,  etc. 

V]n  chapitre  est  consacré  aux  polyèdres  eulériens  généraux,  et 
en  particulier  à  leur  construction;  on  y  remarquera  aussi  l'étude 
approfondie  des  polygones  gauches  que  l'on  peut  former  avec  les 
arêtes  d'un  polyèdre.  L'auteur  traite  ensuite  des  polyèdres  eulé- 
riens particuliers.  G'est  d'abord  les  polyèdres  réguliers  ordinaires 
et  les  polyèdres  semi-réguliers  d'Archimède,  puis  les  polyèdres 
qualifiés  de  gleicheckig  et  de  gleichJlàcJiig  dont  la  définition  est 
analogue  à  celle  des  polygones  à  qualifications  analogues  dont  il  a 
été  question  plus  haut.  Dans  le  dernier  chapitre  enfin  l'auteur 
s'occupe  des  polyèdres  d'ordre  supérieur,  soit  qu'ils  soient  com- 
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plètement  réguliers,  soit  qu'ils  présenteut  une  certaine  régularité. 
M.  Brûckner  s'est  borné  à  l'espace  euclidien  à  trois  dimensions  : 
rappelons  qu'il  a  exposé  les  principes  de  la  théorie  des  polyèdres 
pour  l'espace  à  quatre  dimensions  dans  un  travail  antérieur,  paru 
en  1894,  sous  le  titre  Die  Elemente  der  vierdimensionale  Géo- 
métrie. 


D"^  SUTER  (Heinrich.).  —  Die  Mathematikrr  und  Astronomen  der  Arabkr 
UND  iHRE  Werke,  x-278  p.  in-8" ;  Leipzig,  Teubner,  1900. 


L'illustre  orientaliste  de  Zurich  a  dépouillé  avec  soin  toutes  les 
sources  accessibles  pour  dresser  un  tableau  chronologique  des 
auteurs  mathématiques  arabes,  et  pour  donner  sur  chacun  d'eux 
des  indications  aussi  complètes  que  possible,  concernant  les  cir- 
constances de  leur  vie,  leurs  écrits  scientifiques,  leurs  éditions, 
les  manuscrits  de  ces  écrits  qui  existent  dans  les  bibliothèques 
dont  les  catalogues  sont  publiés,  enfin  les  traductions  latines  iné- 
dites. Sur  ce  dernier  point,  M.  Suter  s'excuse  de  ne  pas  ctrc 
complet;  mais  qui  pourrait  prétendre  l'être,  à  inoins  d'avoir 
accompli  une  tâche  qui  semble  bien  dépasser  les  forces  d'un  seul 
travailleur?  Il  existe  en  efi'et,  dans  les  manuscrits  mathématiques 
du  moyen  âge,  une  quantité  d'opuscules  anonymes  qui  ne  laissent 
pas  même  soupçonner,  au  premier  abord,  s'ils  sont  ou  non  des 
traductions;  d'autres  qui  sont  certainement  des  versions  et  sont 
attribués  à  des  auteurs  dont  les  noms  plus  ou  moins  défigurés 
décèlent  une  origine  orientale,  mais  dont  on  ignore  encore,  malgré 
les  recherches  si  consciencieuses  de  M.  Steinschneider,  s'ils  ont 
écrit  en  hébreu  ou  en  arabe. 

Composé  pour  les  travailleurs  non  arabisants,  l'Ouvrage  de 
M.  Suter  répond  à  un  besoin  indiscutable  et  devra  être  cousu  lié 
en  première  ligne  par  quiconque  aura  à  s'occuper,  même  sui-  uu 
point  particulier,  de  la  mathématique  ou  de  l'astronomie  arabe. 
Quanta  l'utilité,  même  pour  les  orientalistes  de  profession,  d'un 
répertoire  où  l'on  trouve  réunie  une  innombrable  (pianlilé  de  ren- 
seignements  difficiles    à    se    procurer,    même    avec    une    i^ailailc 
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connaissance  de  la  bibliographie  arabe,  il  est   iniilile  de  la   faire 
ressortir. 

La  liste  de  M.  Siiter  comprend  028  numéros,  débute  par  l'astro- 
logue el-Fazari,  mort  en  777,  et  s'arrête  vers  1600,  en  réalité  avec 
le  mathématicien  Behâ-Kddin,  mort  à  Ispalian  en  1622,  et  dont 
V Essence  du  Calcul,  éditée  par  Nesselmann  en  i843,  a  été  tra- 
duite en  français  par  Aristide  Marre  (Rome,  i864).  Les  48  der- 
niers niiméros  sont  en  efl'et  consacrés  aux  auteurs  dont  l'époque 
n'a  pu  être  précisée,  mais  qu'en  tout  cas,  il  n'y  a  pas  de  raisons 
de  considérer  comme  postérieurs  au  xvi*^  siècle.  L'ensemble  de 
cette  liste  constitue  un  véritable  sommaire  de  l'histoire  de  la 
mathématique  arabe,  et  l'on  peut  aisément  en  suivre  les  vicissi- 
tudes, de  son  origine  à  son  déclin  définitif.  Mais  ce  qui  frappe 
surtout  dans  ce  sommaire,  c'est  l'énorme  proportion  des  maté- 
riaux encore  disponibles,  mais  non  utilisés  (sans  parler  des  écrits 
perdus),  par  rapport  à  ceux  qui  ont  été  étudiés  jusqu'à  présent. 

Dans  ces  conditions,  nous  ne  pouvons  certainement  prétendre 
])orter,  sur  la  valeur  propre  des  travaux  des  Arabes,  que  des  juge- 
ments très  incertains.  Sans  doute,  on  s'est  attaqué  aux  grands 
noms  et  aux  écrits  paraissant  les  plus  importants;  la  chance  de 
révélations  importantes  et  tout  à  fait  inattendues  a  donc  bien 
diminué  depuis  un  siècle.  Néanmoins  le  champ  inexploré  est 
tellement  vaste,  que  les  travailleurs  doivent  y  trouver  mieux  qu'à 
glaner.  Malheureusement  l'astronomie  arabe,  qui  en  occupe  la 
plus  grande  partie,  est  à  peu  près  inséparal)le  de  l'astrologie,  et  le 
temps  ne  semble  pas  encore  venu  où  l'histoire  des  erreurs  de 
l'esprit  humain   paraîtra   aussi    digne   d'intérêt  que  celle   de   son 

ni'Oîjrès  vers  la  vérité. 

'  p.  T. 


WEISS  (H.).   —  Grundsatze  der  Kinem.vtik.  Ertes  Ileft:  mit  einem  Allas 
von  10  Tafeln.  Un  vol.  in-8°;  256  p.  Leipzig,  Arthur  Félix,  1900. 

Le  livre  de  M.  Weiss  s'ouvre  par  une  longue  préface,  qui 
lient  presque  le  quart  du  fascicule  que  nous  signalons.  L'auteur 
aurait  bien  pu  rapj)eler  Discours  préliminaire,  d'autant  que  le 
ton  en  est  quelquefois  oratoire  et  que,  rien  qu'à  la  lire,  on  s'ima- 
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gine  volonliers  un  auditoire,  s'intéressant  aux  Idées  générales, 
aux  développemenls  liisloriques,  aux  querelles  sur  le  sens  des 
mots  et  soulignant  à  l'occasion  les  intentions  plus  ou  moins  con- 
scientes de  M.  Welss,  qui  a  l'Iiabitude  de  ne  pas  parler  de  l'Alle- 
magne sans  ajouter  «  y  compris  l'Autriche  ».  Quoi  qu'il  en  soit, 
celte  préface  ou  ce  discours  contient  toute  une  histoire  de  la  Méca- 
nique, et  M.  Weiss  remonte  à  Galilée,  même  à  Archimède  pour 
retracer  rapidement  la  façon  dont  la  Science,  tout  d'abord  expéri- 
mentale^ a  évolué,  s'est  constituée  et  s'est  divisée  en  diverses 
branches.  Il  insistera  naturellement  sur  les  rapports  entre  la  IMé- 
canique  et  la  Géométrie:  signalons  en  passant  cette  ingénieuse 
remarque  de  M.  Reulaux,  que  les  anciens  considéraient  d'habi- 
tude les  faits  géométriques  à  l'élat  de  repos  :  la  Géométrie  des 
anciens  est  une  ruJiende  Géométrie.  Une  conique  est  pour  eux 
l'intersection  d'un  cône  par  un  plan;  elle  est  plutôt  pour  les  mo- 
dernes la  trajectoire  d'un  point  mobile,  ou  la  courbe  enveloppée 
par  ses  tangentes.  Si  juste  c|ue  soit  cette  remarque,  il  ne  faudrait 
peut-être  pas  en  exagérer  la  portée  :  cai",  enfin,  les  anciens,  eux 
aussi,  se  servaient  d'instruments  pour  décrire  les  courbes,  et  du 
moment  qu'on  décrit  une  courbe  avec  un  instrument,  lût-ce  un 
cercle  avec  un  compas,  elle  ne  peut  manquer  d'être  une  trajec- 
toire, f^e  point  de  vue  moderne  n'était  assurément  pas  élratiger 
aux  anciens.  Il  est  d'ailleurs  bien  évident  que  le  développement 
(le  la  Géométrie  dans  les  temps  modernes  a  été  lié  très  intime- 
ment à  l'étude  du  mouvement,  et  cela  est  d'autant  plus  naturel 
(|ue  la  notion  de  déplacement  tout  au  moins  entre  essentielle- 
ment dans  notre  conception  de  l'espace.  IMais  il  importer  peut-être 
de  remarcpier  cpTen  (Géométrie  et  môme  en  Cinématicjue  la  notion 
de  temps  ne  joue  (pi'un  rôle  apparent;  le  temps  est  une  variable 
j)articullère,  à  la([uelle  nous  pouvons  substituer  une  varial)le  (juel- 
conque.  (^ue  la  notion  de  temps  nous  ail  servi  à  constltiu'r  la  notion 
générale  de  variable^  qu'elle  en  fournisse  un  des  exemples  les 
plus  slm[)les,  celui  peut-être  aucpiel  on  se  réfère  le  |)lus  fré- 
(pKMuinent,  (piatul  ou  pense  à  une  variable,  cela  est  bien  cer- 
tain, (^u'd  nous  eut  été  inq)()ssible,  sans  la  notion  de  temps,  de 
constituer  la  notion  de  variable,  c'est  ce  qu'il  apj^artienl  aux 
philosophes  de'décider,  ou  de  disculer,  cl  la  réponse  ih*  ceux  (|iii 
estmuMit  (|U(^  celle  notion  ciilri^   néccvssairenKMil  mènu^  (laii>   I  éhi- 
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boration  de  l'idée  de  nombre  entier  n'est  pas  douteuse.  11  n'en  est 
pas  moins  vrai  que  la  notion  de  variable  peut  être  abstraite  de 
l'idée  de  Icnips;  autienicnt  nous  ne  saurions  acquérir  l'idée  de 
deux  variables  indépendantes  :  or  c'est  le  rôle  que  joue  cette 
notion  de  variable  qui  caractérise  elfeclivement  la  Géométrie  mo- 
derne, dans  laquelle  la  courbe  est  regardée  comme  le  lieu  (plutôt 
que  la  trajectoire)  d'un  point  qui  dépend  d'une  variable  ou  l'en- 
veloppe d'une  droite  qui  dépend  d'une  variable,  la  surface  comme 
le  lieu  d'un  point  qui  dépend  de  deux  variables,  etc.,  etc. 

Or  cette  notion  de  variable  suffit  non  seulement  à  la  Géométrie, 
mais  encore  à  la  Cinématique  pure  qui,  à  la  vérité,  est  une  branche 
de  la  Géométrie  plutôt  que  de  la  Mécanique.  Sans  doute,  on  a 
distingué  dans  la  Cinématique  la  Géométrie  cinématique  où  l'on 
ne  considère  que  des  propriétés  géométriques  et  où  l'on  convient 
que  l'on  fait  abstraction  du  temps.  Personne  n'hésitera  à  faire 
rentrer  cette  Géométrie  cinématique  dans  la  Géométrie  pure. 
Cette  distinction  de  la  Géométrie  cinématique  du  reste  de  la 
Cinématique,  que  conserve  d'ailleurs  M.  Weiss,  est  parfaitement 
légitime  avec  certains  modes  d'exj)osition  ;  elle  va  avec  un  certain 
ordre  des  matières  que  l'on  peut  adopter  ou  rejeter;  mais  elle  n'a 
rien  de  fondamental.  La  vitesse  et  l'accélération,  par  exemple, 
telles  qu'on  les  considère  en  Cinématique,  ne  sont  autres  que  des 
dérivées  géométriques  prises  par  rapport  à  une  variable.  Que  cette 
variable  s'appelle  le  temps,  et  qu'on  la  désigne  parla  lettre  t,  cela, 
à  vrai  dire,  n'a  aucune  importance  et  il  est  parfaitement  naturel  de 
rattacher  à  la  notion  de  vitesse  les  propriétés  des  tangentes  ou  les 
propriétés  infinitésimales  du  premier  ordre^,  à  la  notion  d'accélé- 
ration les  propriétés  des  rayons  de  courbure  ou  les  propriétés  infi- 
nitésimales du  second  ordre.  On  n'a,  pour  cela,  introduit  dans  les 
démonstrations  aucun  élément  étranger  à  la  Géométrie.  Ces  déri- 
vées géométri(|ues  s'introduisent  d'une  façon  naturelle  dans  l'étude 
des  courbes  et  il  y  aurait  assurément  quelque  naïveté  à  croire  que 
l'on  a  fait  de  la  Mécanique  parce  qu'on  les  a  appelées  vitesse  ou 
accélération.  On  a  simplement  dévelo[)pé  des  propriétés  géomé- 
triques ([ui  seront  indispensables  à  la  Mécanique;  mais,  aussi  bien, 
fait-ot)  de  la  Mécanique  quand  on  enseigne  la  théorie  des  fonctions 
cii'culaires,  ou  des  fonctions  elliptiques,  parce  que  ces  théories 
ont  (l(.'s  .ipplicalioiis  en  Mécani(jue?  Le  caractère  purement  géo- 
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métrique  des  tliéories  sur  la  composllion  des    mouvements  n'est 
pas  moins  évident.   On   pourrait,   avec  plus  de  raison  peut-être, 
soutenir  que  la  Cinématique  appliquée  est  une  science  distincte, 
parce  que  la  notion  de  l'impénétrabilité  de  la  matière  est  étran- 
gère à  la  Géométrie;  et,  à  la  vérité,  si  l'on  ne  substituait  pas  aux 
mécanismes  réels  qui  se  déforment,  qui  frottent,  qui  s'usent,  des 
mécanismes   purement   théoriques,  on  sortirait  sans   doute   de   la 
Géométrie;  mais  du  moment   que   les  figures   que  l'on  considère 
sont  susceptibles  de  délinilions  purement  géométriques,  et  si  l'on 
admet  que  les   notions  de   distance,  de  corps  solide  font  partie 
intégrante  de  notre  concept  d'espace,  il  est  trop  clair  qu'il   faut 
faire  rentrer  dans  la  pure  Géométrie  la  théorie  du   quadrilatère 
articulé,  du  guidage  rectiligne,  des  engrenages,  etc.,  à  condition, 
bien  entendu,  qu'on  regarde  comme  parfaitement  solides  les  élé- 
ments  de  ces   mécanismes.    La   Cinématique  appliquée,   en   tant 
qu'elle  traite  du  mouvement  de  pareils  organes,  sera  donc,    elle 
aussi,  un  chapitre  de  Géométrie,  un  chapitre  particulier,  parce  qu'il 
s'occupe  de  problèmes  particuliers,  et  dont  l'intérêt,  pour  celui 
qui   veut  étudier  la  Mécanique   pratique,    les   mécanismes  réels, 
n'est  pas  contestable.  Malgré  son  intérêt  pratique,  et  quoiqu'elle 
soit  née  et  qu'elle  ait  commencé  de   se  développer  à   propos  de 
problèmes  réels,  il  est  certain  que  cette  branche  de  la  Science  est 
en  train  de  revêtir  son  individualité  propre;  ceux  qui  en  poursui- 
vent l'étude  en  arrivent  à  se  poser  des  problèmes  qui  les  intéres- 
sent par  eux-mêmes,   non  par   leurs  applications;  on  ne   prévoit 
guère,   par  exemple,    le  jour  où  les  mécaniciens   utiliseront  les 
théorèmes  de  M.  Kempe  et  de  M.  Rœnigs  sur  la  description  des 
courbes  algébriques  au  moyen  de  systèmes  articulés.   Un  résumé, 
il  me  paraît  fjue  la  Cinématique  appartient  non  à  la  Mécanicjuo, 
mais  à  la  Géométrie  :  il  s'agit,  bien  entendu,  de  la  Cinémali(jue  au 
sens   d'Ampère,  qui  est   le   plus  généralement  adopté.  M.  A\  eiss 
nous  explique  que  queUpies  personnes  regrettent  le  terme  de  p/to- 
rononiie  que    Kant  avait   proposé.    ()uoique  le   pai-rain    soit   liés 
illustre,  et  malgré  les  edbrts  cpi'a  faits  jadis  lloéiié  de  \\  roioUi 
pour  faire  ado[)ter  le  mot  de  p/io/'0/io/)iie,  il  iTcsl  guèi-e  jnobabb* 
(pie    ce    mot    entre    maintenani    dans    la    langue    mallu'inali(|U(\ 
M.  Weiss  cite  de  nombreux  et  inh'ressaiils  passages  lir(''s  de  Lin  res 
ou   de   Mémoires   de    J\L    Jxeulaux,  où    eelui-ei    s'in>nige,   parlais 
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d'une  façon  assez  amusante,  contre  la  si<^ni(îcation  habituellement 
admise  du  mot  Cinénialique.  Il  est  certain  qu'on  sort  de  la  Géo- 
niétiie  avec  les  notions  de  couple  cinématique,  de  chciine  ciné- 
matique, dans  leur  généralité,  telles  que  M.  Reulaux  les  a  intro- 
duites; mais  ce  sont  les  choses  qui  importent,  plus  que  les  noms 
dont  leur  auteur  les  a  (jualifiées;  M.  Welss  insiste  avec  raison  sur 
le  rôle  que  jouent  ces  notions,  essentielles  dans  Tanaljse  et  la 
synthèse  des  mécanlsnies. 

Le  fascicule  ])aru  se  rapporte  à  la  Cinématique  abstraite. 
L'exposition  est  nettement  géométrique.  Il  est  possible  que  ce 
mode  d'exj)osition  soit  le  mieux  adapté  à  l'éducation  des  futurs 
ingénieurs,  auxquels  M.  Weiss  semble  destiner  son  livre.  C'est  le 
dessin,  non  le  calcul,  que  l'auteur  a  en  vue  :  la  réalité  peut  être 
atteinte  par  l'un  comme  par  l'autre  et  c'est  aux  hommes  de  métier 
qu'il  appartient  de  dire  quelle  est  la  meilleure  voie. 

Après  avoir  défini  la  vitesse  et  l'accélération,  l'auteur  donne 
quelques  explications  concernant  le  mouvement  d'un  corps  solide 
et  le  mouvement  relatif.  I^a  règle  ([u'il  établit  pour  la  composi- 
tion des  accélérations  ne  se  rapporte  qu'au  cas  où  le  système  mo- 
bile est  animé  d'un  mouvement  de  translation,  et  il  aurait  dû  en 
prévenir  le  lecteur,  d'autant  que  celui-ci,  dans  le  présent  fasci- 
cule, n'a  [)as  l'occasion  de  compléter  ses  idées  sur  ce  sujet. 

Le  reste  est  rempli  par  l'étude  géométrique  du  mouvement 
d'une  figure  |)lane  dans  son  plan;  cette  étude  est  fondée  principa- 
lement sur  la  considération  de  deux,  trois  ou  quatre  positions 
consécutives  de  la  figure;  cette  voie  est  sans  doute  très  légitime 
et  l'on  sait  qu'elle  conduit  d'une  façon  simple  et  élégante  aux 
principaux  faits  géométriques  qui  constituent  la  théorie,  mais, 
encore  une  fois,  c'est,  à  mon  sens,  une  erreur  de  croire  qu'elle  a 
un  caractère  plus  géométrique  (jue  celle  (|ui  consiste,  par  exemple, 
à  déduire  de  l'expression  de  l'accélération  d'un  point  de  la  figure 
plane  la  construction  du  centre  de  courbure  de  la  trajectoire  d'un 
point.  Les  règles  concernant  la  vitesse  et  raccéléralion  sont  don- 
nées à  la  fin  du  fascicule. 

J.T. 
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BOREL  (E.).  —  Leçons  sur  les  séries  divergentes.  Un  vol.  in-8";  vi-i8-2  p.; 

Paris,  Gaulliier-Villars,  1901. 

Voici  le  troisième  Vol  unie  de  ces  Nouvelles  leçons  sur  la 
tliéorie  des  fonctions  que  M.  Bore)  commençait  de  publier  il  y 
a  trois  ans;  nous  avons  essajé  deux  fois  de  caractériser  la  manière 
de  M.  Borel  et  de  dire  l'intérêt  qui  s'attache  à  ces  publications,  le 
profit  que  ne  peuvent  manquer  d'en  tirer  ceux  qui  étudient  les 
Mathématiques;  mais  on  se  lasse  de  louer  et  cela,  d'ailleurs, 
devient  inutile. 

Le  présent  Livre  contient  une  Introduction  et  cinq  Chapitres 
que  nous  essaierons  d'analyser  rapidement. 

L'Introduction  a  un  caractère  histori(|ue  et  philosophique  :  ce 
qu'elle  semble  avoir  de  paradoxal  à  la  première  lecture  disparaît 
quand  on  la  relit  après  avoir  parcouru  le  volume  en  entier;  c'est 
cjue  l'on  a  gagné  des  idées  nettes  sur  la  possibilité  de  manier  en 
toute  sécurité  certaines  séries  divergentes,  et  qu'on  s'habitue  assez 
vite  à  la  vérité  quand  elle  est  clairement  exposée.  Notre  généra- 
lion  a  été  élevée  dans  le  mépris  des  séries  divergentes,  un  mépris 
plus  profond  que  celui  des  gens  de  la  Renaissance  pour  la  nuit 
gothique  et,  lorsqu'on  nous  citait  jadis  cette  opinion  d'Euler,  (|uc 
la  série 

I—  IH-I  —  i-h..., 

devait  avoir  pour  somme  i,  cela  nous  semblait  du  plus  haut 
comique.  Nous  ne  nous  doutions  pas  (|ue  M.  Borel  dût  un  jour 
venger  Euler.  Lorsque  M.  Poincaré  fit  connaître  le  caractère  des 
séries  utilisées  en  Mécanique  céleste,  ce  fut,  [)our  quelques-uns, 
un  désespoir,  et  je  connais  au  moins  un  astronome  qui  parla  do 
renoncer  à  la  science  (ju'il  avait  cultivée  jusque-là;  il  savait  fort 
bien  que  M.  Poincaré  avait  justifié  l'emploi  de  ces  mêmes  séries 
dont  il  démontrait  la  divergence;  mon  astronome  ne  voulait  rien 
entendre  et  prétendait  qu'on  ne  l'obligeât  plus  à  se  servir  d'un 
aussi  misérable  outil.  Quant  à  se  contenter  d'une  approximation 
(|ui  ne  serait  pas  indc'linie,  il  ne  fallait  pas  lui  en  parler. 

Il  est  curieux  de  relire,  dans  le  I^ivrc  do  ]M.  Bord,  les  paroles 
mêmes  des  gi-ands  mal  hémalicicns  ([ui  oui  ionch'  rVualvM"  >ur  tics 
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bases  solides  et  de  voir  combien  leur  étal  d'esprit  était  diil'érent 
de  celui  qu'ils  ont  tant  contribué  à  créer.  «  J'ai  été  forcé,  dit 
Caucliy,  d'admettre  quelques  propositions  qui  paraîtront  peut- 
être  un  peu  dures;  par  exemple,  qu'une  série  divergente  n'a  pas 
de  somme —  »  Il  est  intéressant  de  retrouver  avec  lui,  dans  l'œuvre 
de  ce  même  Caucliy,  la  trace  de  cette  préoccupation  :  rendre  une 
somme  aux  séries  divergentes,  et  de  rencontrer,  même  cliez  des 
matliématiciens  de  second  rang,  comme  Lacroix,  des  idées  pro- 
fondément justes  et  que  l'Analjse  moderne  éclaire  complètement. 

Ce  problème  «  de  donner  une  somme  aux  séries  divergentes  » 
ne  pouvait  manquer  de  préoccuper  ceux  même  qui  ont  rejelé 
l'emploi  de  ces  séries,  de  les  préoccuper  à  cause  du  succès, 
auquel  ils  étaient  accoutumés,  de  l'emploi  de  ces  séries,  succès 
dont  ils  auraient  voulu  trouver  la  raison;  mais,  d'un  autre  coté, 
ils  apportaient  ces  modèles  d'une  parfaite  rigueur  dont  les  mathé- 
maticiens ne  pourront  plus  désormais  se  passer,  et  ils  créaient, 
dans  une  région  sûre,  un  vaste  domaine  de  recherches  qui  devait 
suffire  à  l'activité  de  leurs  contemporains  et  de  leurs  successeurs, 
qui  ont  laissé,  quelque  temps,  dormir  la  question. 

M.  Borel,  avant  d'en  apporter  les  solutions,  au  moins  partielles, 
qui  sont  l'objet  essentiel  de  son  Livre,  la  pose  dans  des  termes 
j)récis  et  clairs,  dans  des  termes  qui  font  prévoir  la  possibilité 
d'une  solution  : 

«  Faire  correspondre  à  chaque  série  divergente  niunériqae 
un  nombre  tel  que  la  substitution  de  ce  nombre  à  la  série,  dans 
les  calculs  usuels  oit  elle  peut  se  présenter,  donne  des  résultats 
exacts  ou,  du  moins,  presque  toujours  exacts.  Il  y  aura  d'ail- 
leurs lieu,  une  fois  ce  premier  résultat  acquis,  de  fixer  des  classes, 
les  plus  étendues  possible,  de  méthodes  de  calcul  dans  lesquelles 
on  est  certain  que  la  substitution  du  nombre  à  la  série  est  légi- 
time. Pour  les  résultats  ne  rentrant  pas  dans  les  classes  étudiées, 
on  devra  regarder  le  résultat  obtenu  comme  seulement  probable, 
et  chercher  à  le  vérifier  par  d'autres  méthodes 

»  Il  est  cependant  deux  opérations  que  l'on  devra  se  garder 
d'eircctuer  sur  les  séries  divergentes  :  c'est  le  changement  de 
l'ordre  des  termes  et  le  remplacement  des  termes  consécutifs  par 
leur  somme,  lorsque  ces  opérations  seront  faites  une  infinité 
de  fois.  On  doit  donc  considérer,  dans  une  série,   le  rang  de 
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chaque  terme  comme  faisant  partie  intégrante  de  ce  terme.  » 
C'est  le  développement  de   ce  programme  qui   va  maintenant 
occuper  M.  Borel. 

Voici  tout  d'abord,  après  l'exemple  classique  de  la  série  de 
Stirling  et  des  indications  concernant  les  Ilechevches  de  Stielljes 
sur  quelques  séries  semi-convergentes,  la  théorie  de  M.  Poincaré 
sur  les  séries  asj'mptotiques.  On  ne  quitte  pas,  avec  cette  théorie, 
le  domaine  auquel  on  est  habitué;  on  s'étonne  seulement  de  voir 
que  le  cas  de  la  série  de  Stirling,  que  l'on  avait  pu  croire  très 
singulier  et  comme  isolé,  ne  l'est  nullement.  Quant  à  la  possibi- 
lité de  calculer  avec  les  «  expressions  asjmptoliques  »,  cela,  sans 
doute,  a  paru  tout  naturel  à  ceux  qui  n'y  avaient  pas  pensé.  Sur 
cet  exemple  simple,  toutefois,  la  portée  des  termes  dans  lesquels 
M.  Borel  a  posé  le  problème  apparaît  déjà  nettement.  D'un  autre 
côté,  l'importance  des  résultats  de  M.  Poincaré  s'aperçoit  ou,  au 
moins,  se  soupçonne  quand  on  voit  le  mo^en  d'atteindre,  par  les 
développements  asjmptotiques,  l'intégration  de  certaines  classes 
d'équations  différentielles,  et  cette  importance  s'augmente  singu- 
lièrement en  raison  de  l'intérêt  qui  s'attache  à  quelques-unes 
des  équations  différentielles  auxquelles  la  méthode  s'applique. 
M.  Borel  ne  pouvait  songer  à  développer  ces  résultats  :  il 
étudie  toutefois  avec  détail  les  équations  du  tvpe  considéré  par 
M.   Rneser, 

o\x  '^{x)  est  une   série  entière   en  -  commençant  par  un    terme 

en  —  ;  cetle  équation  admet  une  intégrale  unique  qui,  [)our  j;  tics 
grand,  peut  se  mettre  sous  la  forme 

t[x)  étant  susceptible  d'un  développement  asymptotique  que  l'on 
peut  calculer.  Cet  exemple  sudît  à  bien  éclairer  les  deux  points 
que  l'on  a  à  traiter  en  général  :  constater  l'existence  de  séries 
asymptotiques  qui  satisfassent  formellement  à  l'équation  diffé- 
rentielle; démontrer  cpi'il  y  a  des  intégrales  susceptibles  d'une 
représentation  asymptotique.  En  même  tem|)s,  il  met  en  évidence 
des  paiticularités  intéressantes.  J^c  second  Ciliapilre,  consacré  ;ui\ 
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fraclions  continues  et  à  la  lliéorie  de  Stieltjes,  nous  montre  une 
tout  autre  face  de  la  question  et  va  nous  fournir  un  premier 
exem|)le  d'utiJisation  des  séries  vraiment  divergentes  (non  plus 
asjmptotiques)  pour  l'intégration  eflective  des  équations  dilTéren- 
lielles;  si  restreinte  que  soit  la  classe  de  fonctions  auxquelles  la 
méthode  s'applique,  la  valeur  d'un  tel  exemple  n'est  pas  discutable. 
Après  avoir  rappelé  un  cas  très  particulier,  mais  cependant  très 
intéressant,  signalé  par  Lnguerre,  ])uis  les  recherches  de  M.  Padé 
qui,  d'une  part,  éclairent  beaucoup  la  façon  dont  on  [)eut  appro- 
cher d'une  fonction  donnée  au  mojen  de  fractions  rationnelles  et, 
de  l'autre,  posent  nettement  d'importantes  questions  relatives  à 
ces  séries  divergentes  qui  donnent  naissance  à  des  suites  conver- 
gentes de  fractions  rationnelles,  M.  Borel  résuine,  en  ajoutant  à 
l'occasion  quehjues  restrictions  destinées  à  simplifier  les  résultats, 
les  points  essentiels  du  beau  Mémoiie  des  Annales  de  la  Faculté 
des  sciences  de  Toulouse  dans  lequel  Stieltjes  a  étudié  les  fonc- 
tions de  la  variable  :;  définie  par  des  fractions  continues  de  la  forme 


r 

a ^z  -^  ■ 


a-i 


cil 


rt(,    aj,    rt;{,    <7},     ...    étant    des    nombres    positifs,    f^orsque    la 

00 

série    >  a,,   est    diverirenle,    cette   fraction   continue    définit    une 

1 
fonction    analjti([ue   de   ::    qui    admet    en    général    pour   coupure 

essentielle  la  partie  négative  de  l'axe  des  abscisses.  Elle  peut, 
d'autre  part,  élre  développée  formellement  en  une  série  telle  que 

F  -  "^"^  _  "^^  +  ^  _ 

z         z         z 

les  a  s'exprimaiit  sin)plement  au  niojen  des  c,  en  sorte  que,  inver- 
sement, la  série  étant  donnée,  on  peut  construire  la  fraction  con- 
tinue qui  lui  est  formellement  égale.  Or,  il  peut  arriver  que  la 
série  soit  divergente  et  que  la  fraction  continue  soit  convergente. 
S'il  en  est  ainsi,  il  est  bien  naturel  d'attribuer  la  valeur  de  cette 
fraction  continue  comme  somme  à  la  série  divergente. 
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Si,  d'aiilrc  part,  on  considère  avec  Slieltjes  rinlégrale  définie 

f(  II.  )  du 


J 


r 


on  obtient  sans  peine  le  développement  formel 

Cq  Cl  C, 


J 

Z  Z'  ^3 


en  posant 


^0 


c,7  =    /      fia)  II'' du         (n  =  o,  i,  '2,  ...); 


on  admet,  bien  cnlendn,  que  toutes  ces  intégrales  définies  ont  un 
sens.  Stieitjes  a  montré  que,  si  Ton  regarde  les  c,/  comme  donnés, 
ces  équations  ne  déterminaient  pas  en  général  Ja  fonction  y(?^)  ; 
elles  la  déterminent,  au  contraire,  si  l'on  impose  à  la  fonctiony(?^) 
la  condition  d'être  positive,  lorsque  les  «„,  calculés  au  moyen 
des  c,i  comme  on  l'a  expliqué  plus  haut,  sont  positifs  et  que  la 

série  ^<^//  est  divergente,  en  sorte  que  la  fonction  continue  cor- 
respondante soit  convergente.  De  ces  résultats  M.  Borel  tire  des 
conclusions  importantes  pour  son  objet  propre. 

Il  est  amené,  [)ar  quehjues  considérations  d'ailleurs  naturelles, 
à  substituer  aux  conditions  que,  d'après  les  propositions  précé- 
dentes, il  y  aurait  lieu  d'imposer  à  une  fonction y(;<)  celle,  plus 
restrictive,  mais  plus  maniable,  de  l'existence  de  deux  constantes 
positives  A,  m,  telles  que  l'on  ait,  pour  toutes  les  valeurs  posi- 
tives de  a^ 

et  il  désigne  sous  le  nom  de  fonction  de  Stieitjes  une  fonction 
réelle  ^{u)  de  la  variable  positive  «,  telle  que  la  valeur  absolue 
de  cette  fonction  (et  de  ses  dérivées  jusqu'à  l'ordre  \)  satisfasse  à 
la  condition  j)récédentc.  Tl  mon  Ire  ensuite  que  les  relations 

c,i=   j      o{u)u'du         («  =  o,  I,  -2,  .  .  .), 

où  les  Ca  sont  donnés,  déterminent  entièrement  la  fonction  '^{u) 
si  on  lui  impose  la  condition  d'èlre  une  fonction  de  Stiolljes. 
Inversement,  si  '^{u)  est  une  telle  fonction,  l'intégrale 


f 


o{u) du 
z  -t-  u 
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donne  naissance  à  une  fonction  analytique  do  3,  régulière  dans 
tout  le  plan,  sauf  sur  l'axe  des  quantités  négatives  et  admettant  le 

point  co  |)oiir  point  singulier,  en  sorte  que  la  série  en  -  (dite  série 

de  Stielljes)  à  laquelle  elle  donne  naissance,  comme  on  Ta  expliqué 
plus  haut,  est  divergente.  L'addition  ou  la  soustraction  de  deux 
séries  de  Stieltjes  conduit  évidemment  à  une  série  de  Stieltjes. 
La  différentiation  et  surtout  la  multiplication  présentent  quelques 
difficultés  que  l'auteur  lève  par  une  analyse  élégante  :  il  parvient 
enfin  à  l'énoncé  suivant  : 

Soient  )',,  j^2i   •  •  •  '  y  II  ^^^  séries  de  Stieltjes  et 

^^^(y\^yi^  •••'.r/Mj'i y',n  •••,7«') 

un  poljnome  par  rapport  à  ces  fonctions  et  à  leurs  dérivées;  ce 
polynôme  est  une  série  de  Stieltjes,  que  l'on  obtient  en  calculant 
sur  les  séries  comme  si  elles  étaient  convergentes;  si,  dès  lors,  on 
considère  une  équation  différentielle  algébrique 

et  si 

_  Ço  _  CM         C2  _ 

est  une  série  de  Stieltjes  qui  la  vérifie  formellement,  cette  série 
définit  une  intégrale  de  l'équation  différentielle. 

Les  résultats  obtenus  par  M.  Cesàro  par  la  considération  des 
valeurs  moyennes,  c'est-à-dire  des  expressions  de  la  forme 

ap^o-t-  «1.91-4-.  .  .+  anSg 
«0-1-  «1  -H-  •  '-H  ^« 

OÙ, 

Uq-^  Ui-\-.  .  .-{-  Un  4-  .  •  . 

étant  une  série  donnée,  on  suppose 

et  où  (7,),  «1,  ••.,  <7//  désignent  des  nombres  positifs  convena- 
blement choisis,  sont  d'autant  plus  intéressants  qu'ils  sont  plus 
faciles  et  élémentaires;  c'est  à  ces  résultats  que  M.  Borel  rattache 
ses  belles  recherches  sur  la  sommation  exponentielle. 
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La  série  donnée  étant  divergente,  si  l'expression 


*o- 

a 

-  S=, r 

a' 

1  .A 

.3       ■" 

a 

1  H 

I 

H h 

I  .2 

d-^ 

1.2.3 

I— . . . 

admet  une  limite  pour  a  infini,  il  est  légitime  de  regarder  cette 
limite  comme  la  somme  de  la  série  proposée,  puisque,  dans  le  cas 
où  cette  série  est  convergente,  cette  limite  existe  et  n'est  autre 
que  la  somme  de  la  série. 
En  supposant  que  la  série 

u(a)=  Uo-\ <2  H «-H 77  «3  +  .  . ., 

I  I  .  '2  1.2.3 

soit  convergente  quel  que  soit  a,  c'est-à-dire  que  la  fonction  u(a) 
de  a  soit  une  fonction  entière,  cette  fonction  entière  est  dite 
associée  à  la  série  (divergente) 

Wo  +  «  1  H-  ^2  H-  M3  +  •  "y 

et  celle-ci  est  dite  absolument  sommable,  si  les  intégrales 

f      e-«l  w(a)|  f/a,  /      e-'^liA^a)]  da, 

0  *^o 

où  X  désigne  un  indice  de  dérivation  quelconque,  ont  un  sens. 
S'il  en  est  ainsi,  la  somme  de  la  série  divergente  est,  par  défi- 
nition, 

e-^  u{a)  da, 

et  il  est  aisé  de  voir  que  cette  définition  revient  à  celle  qu'on  a 
donnée  toutii  Flieure.  Ceci  posé,  M.  Borel  montre  que,  si  l'on  a 
un  polynôme  à  coefficients  numériques 

F(w,  p,  w) 

et  que  l'on  y  remplace  i/,  r,  iv  par  des  séries  absolument  som- 
mablcs,  on  obtient  une  série  absolument  sommablc  dont  la 
somme  est  précisément  égale  à  la  valeur  numérique  que  prendrait 
le  polynôme,  si  l'on  y  remplaçait  //,  v^,  (v  [)ar  les  sommes  des  séries 
correspondantes. 

Si  maintenant  on  considère  une  série 
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ordonnée  snlv^ant  les  puissances  cnlières  de  la  variable  z,  et  si 
cette  série  est  absolument  sommable  pour  l'affixe  Zq  d'un  point  M, 
la  série  est  absoUinicnt  sommable  sur  le  segment  OM  qui  pari 
du  point  ^  =  o  ;  de  plus,  la  somme  de  cette  série  sur  OM  est  une 
fonction  analytique  qui  n'a  pas  de  point  singulier  dans  le  cercle 
décrit  sur  OM  comme  diamètre;  d'ailleurs,  la  série  o(z)  ])eut  très 
bien  n'élrc  pas  sommable  en  tous  les  points  intérieurs  au  cercle. 
Cette  proposition,  ainsi  que  le  remarque  M.  Borel^  peut  être 
regardée  comme  une  généralisation  du  ibéoréme  Ibndamenlal 
d'Abel  sur  les  séries  entières.  Elle  conduit  au  théorème  que 
voici  : 

Soient  u,  r,  w  des  séries  entières  en  x^  absolument  sommables 
au  point  M  dont  l'affixe  est  :3o,  et  soit,  d'autre  part, 

¥[ii,  V,  w^  II',  v' ,  w\   ...,  ?i'/-',  p^"'^',  iv''^'\  x\ 

un  polynôme  |)ar  rapport  à  u^  r,  w  et  leurs  dérivées  jusqu'à 
l'ordre  X,  dont  les  coefficients  sont  des  séries  entières  en  x  ayant 
un  rayon  de  convergence  supérieur  à  |g:o|. 

Si,  dans  ce  polynôme  P,  on  remplace  u^  c,  w  par  les  séries  cor- 
respondantes et  si  l'ou  ellectue  les  calculs  comme  si  ces  séries 
étaient  convergentes,  on  obtient  une  série  S  qui  est  absolument 
sommable  sur  OM  (le  point  M  pouvant  être  exclu)  et  qui  définit 
par  suite  une  fonction  analytique  F  régulière  à  l'intérieur  du 
cercle  décrit  sur  OM  comme  diamètre.  Cette  fonction  analytique 
est  précisément  ce  que  devient  P  quand  on  y  remplace  ii^  r,  (v 
non  plus  par  les  séries^  mais  par  les  fonctions  analytiques  corres- 
pondantes. D'ailleurs  la  fonction  F  est  identiquement  nulle  dans 
le  cas,  et  dans  le  cas  seulement,  on  la  série  S  a  tous  ses  coefficients 
nuls,  c'est-à-dire  dans  le  cas  où  les  séries  //,  r,  ir  vérifient  formel- 
lement la  relation 

F  [m,  V,  (P,  m',   ..  .,  wO\  ^]  =o; 

s'il  en  est  ainsi,  les  fonctions  analytiques  qui  correspondent  à  «, 
r,  w  v('rilient  elfectivemcnt  cette  relation. 
Soit,  dès  lors, 

une  équation  dinéi'cntielle,  analytique  par  rapport  à  la  variable  .r, 
algébrique  par  r-apport  à  la  fonction  inconnue  J^  et  ses  dérivées  ;  si 
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une  série  absolument  somnnable  jk  vérifie  formellement  l'équation 
différentielle,  la  fonction  analytique  définie  par  cette  série  est  une 
intégrale  de  l'équation. 

Comme  exemple,  M.  Borel  considère  l'équation 

072     -y-      =    ^2  y^ 

dx 

qui  conduit  au  développement  formel 

y  r=.  x'^-  ^  'ix"^  -\-  ').  .Z  x*  —  2 .  3  . 4  ■^''  H-  '^  •  3  .  4  .  5  .r '■'  — ...  ; 

la  considération  de  la  fonction  associée  fournit  l'intégrale 

y  T=i    I      e-"[ax  —  \o^(]  -^  a x)]  da  ; 

à  la  vérité,  dans  cet  exemple,  la  fonction  associée  n'est  pas  une 
fonction  entière,  et  l'auteur  se  trouve  utiliser  ici  une  générali- 
sation dont  il  a  démontré  la  légitimité,  non  dans  le  présent  Livre, 
mais  bien  dans  son  Mémoire  sur  les  séries  divergentes,  inséré  en 
1899  dans  les  Annales  de  V Ecole  ormale  N supérieure. 

La  théorie  des  séries  sommables  a  été  présentée  sans  faire  inter- 
venir la  théorie  du  prolongement  analj'tique;  ce  sont  les  relations 
entre  les  deux  théories  qui  constituent  l'objet  du  Chapitre  IV. 

Il  est  bien  clair  en  effet,  ainsi  que  le  remarque  l'auteur,  que  la 
théorie  du  prolongement  analytique  fournit  un  procédé  très  naturel 
pour  donner  un  sens  à  une  série  divergente 

lorsque  la  série 

n'a  pas  un  cercle  de  convergence  nul  et  qu'elle  définit  une  fonc- 
tion analytique 'j(g)  susceptible  d'être  prolongée  jusqu'en  Zq\  la 
somme  de  la  série  divergente  sera,  si  l'on  veut,  'f  (^o)-  Le  précé- 
dent exemple  montre  d'ailleurs  que  la  théorie  de  M.  Borel  permet 
d'atteindre  des  cas  qui  ne  rentrent  pas  dans  celui-là  et  il  convient 
aussi  de  remarquer  que  la  méthode  précédente  conduit,  lorsque 
la  fonction  analytique  n'est  pas  univoque,  à  allribuer  plusieurs 
valeurs  à  la  somme  d'une  série  divergente.  On  peut  d'ailleurs 
éviter  ce  dernier  inconvénient  en  se  l)ornant  à  la  branche  uni- 
voque de  la  fonction  co(3)  délinio  dans  X étoile  (lc>  >L  Millai;- 
Ihdl.  (les  Sciences  mat/icni.^  2'  série,  l.  \\V.  (Avril  i<)(n.)  6 
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Lefficr.  M.  Borcl  démontre  alors  que,  pour  que  la  série  cp(s)  soit 
sommable  en  M,  il  est  nécessaire  que  la  fonction  analytique  cp(^) 
n'admette  aucun  point  singulier  à  l'intérieur  du  cercle  C,  décrit 
sur  OM  comme  diamètre,  et  suffisant  que  cette  fonction  n'admette 
aucun  point  singulier,  soit  à  l'intérieur  de  G,  soit  sur  C.  Si  main- 
tenant l'on  considère  les  points  singuliers  de  ^{z),  que  l'on  mène 
])ar  chacun  d'eux  la  perpendiculaire  à  la  droite  qui  le  joint  au 
point  O,  l'ensemble  de  ces  droites  pourra  délimiter  une  portion 
du  plan  finie  ou  infinie  située  du  même  côté  que  O  par  rapport  à 
chacune  de  ces  droites.  Cette  région  du  plan  est  ce  que  l'auteur 
appelle  \e  polygone  de  sonimabilitê  :  à  l'intérieur  du  polygone  la 
série  o[z)  est  sommable;  elle  peut  l'être  ou  non  sur  le  contour, 
elle  ne  l'est  pas  pour  les  points  extérieurs  au  polygone.  Ce  domaine 
de  sommabilité  dépasse  d'ailleurs  le  cercle  de  convergence  en  tout 
point  non  singulier;  il  peut  n'être  pas  beaucoup  plus  étendu. 

On  parvient  à  une  extension  beaucoup  plus  considérable  en 
employant  comme  fonction  sommatrice,  au  lieu  de  la  fonction  e", 
la  fonction  e"\  où  k  est  un  entier  positif,  c'est-à-dire,  si  l'on 
désigne  par  Sn  la  somme  des  n  -f-  i  premiers  termes  de  la  série 

en  considérant  la  limite  pour  a  infini  de  l'expression 

So  H h  — h .  .  . 


I  1.2. 

G{a)  =  -r 


qui  remplace  l'expression  analogue  précédemment  considérée. 
M.  Borel  avait,  dès  1896,  montré  l'intérêt  de  cette  généralisation; 
elle  a  été  développée  par  lui-même  dans  son  Mémoire  sur  les  séries 
divergentes,  et,  d'autre  part,  par  M.  Servant  dans  sa  thèse;  il  la 
reprend  par  une  méthode  nouvelle  qui  permet  de  faire  un  pas  de 
plus,  en  établissant  la  sommmabilité  absolue;  je  signalerai  dans 
cette  étude  la  curieuse  intervention  de  propositions  d'Arithmétique 
relatives  à  la  possibilité  de  satisfaire  approximativement  en  nom- 
bres entiers  à  certaines  équations  du  premier  degré  à  coefficients 
incommensurables. 

La  notion   du  polygone  de  sommabilité  fournit  un   moyen   de 
rechercher  les   points   singuliers   d'une  fonction  analytique  ^(-s) 
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définie  par  une  série  entière  en  z  dont  le  ra^on  de  convergence 
n'est  pas  nul;  M.  Servant  a  en  effet  donné  nne  formule  qui,  au 
moins  théoriquement,  permet  d'obtenii-  le  point  du  contour  qui  se 
trouve  sur  une  demi-droite  partant  du  point  O.  M.  Borel  établit 
rigoureusement  cette  formule  ainsi  qu'une  proposition  qui  en 
facilite  notablement  l'usage;  il  l'applique  à  montrer  que,  confor- 
mément à  une  proposition  énoncée  pour  la  première  fois  par 
M.  Pringsheim,  une  série  de  Tajlor  admet,  en  général,  le  cercle 
de  convergence  comme  coupure.  En  disant  qu'une  série  de  Tajlor 
est  générale,  M.  Borel  entend  que  la  valeur  du  /i^""^  coefficient 
est  indépendante  de  la  valeur  des  coefficients  précédents. 

Dans  un  très  intéressant  Mémoire  inséré  en  1899  dans  le 
Journal  de  M .  Jordan,  M.  Leau  s'est  occupé  de  cette  recherche 
des  points  singuliers  que  M.  Borel  a  attaquée  au  moyen  de  son 
polygone  de  sommabilité;  M.  Borel  résume  la  méthode  et  les 
principaux:  résultats  de  M.  Leau,  dont  il  fait  ressortir  l'impor- 
tance; signalons  enfin  quelques  indications  concernant  un  Mé- 
moire de  M.  Le  Roy,  qui  s'imprimait  en  même  temps  que  le  livre 
de  M.  Borel  et  qui  vient  de  paraître  dans  les  Annales  de  la 
Faculté  des  Sciences  de  Toulouse. 

Le  dernier  Chapitre,  enfin,  se  rapporte  aux  recherches  récentes 
de  M.  Mittag-Leffler  relatives  à  la  représentation,  par  une  série 
de  polynômes,  d'une  branche  uniforme  d'une  fonction  analytique 
(p(s),  définie  par  une  série  de  Taylor  et  prolongée  dans  toute 
Vétoile  que  l'on  obtient  en  regardant  comme  une  coupure,  de 
chaque  point  singulier  jusqu'à  l'infini,  la  droite  qui  irait  du  point  O 
à  ce  point  singulier.  Après  avoir  établi  la  proposition  même  de 
M.  Mittag-Lefller,  en  suivant  une  voie  analogue  à  celle  de  ce  géo- 
mètre, M.  Borel  indique  une  méthode  fondée  sur  la  considéra- 
tion de  l'intégrale  de  Cauchy 


X  — 


qui  permet  d'obtenir  une  infinité  de  solutions  du  problème  du 
prolongement  analytique,  solutions  parmi  lesquelles  il  y  en  a  une 
infinité  qui  sont  aussi  générales  que  la  solution  de  ]\L  Mitlag- 
Leliler.  11  montre  en  outre  que  les  développements  de  INL  INlittag- 
Lefder,  comme  aussi  les  développements  en  séries  i\c  polvnomcs 
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j)our  les  fonctions  analytiques  de  variable  réelles  qu'a  fait  con- 
naître M.  Painlevé  [Comptes  rendus,  3i  janvier  1898),  s'ap- 
pliquent à  une  classe  étendue  de  fonctions  non  analytiques. 
(Vesl  là  nn  fait  important  et  assez  inattendu.  M.  Borel  termine 
par  d'intéressantes  remarques  sur  la  portée  du  théorème  dû  au 

savant  suédois. 

J.  T. 


MELANGES. 


QUELQUES    NOUVEAUX    THÉORÈMES    SUR    L'APPROXIMATION 
DES  QUANTITÉS  A  L'AIDE  DE  NOMBRES  RATIONNELS; 

Par  m.   h.  MINKOWSKI. 


Dans  plusieurs  de  ses  Mémoires  classiques  sur  la  théorie  des 
nombres  M.  Hermite  s'est  occupé  de  la  recherche  des  minima  de 
formes  algébriques  pour  des  valeurs  entières  des  variables.  Cette 
recherche  l'a  conduit  à  certaines  approximations,  dont  il  a  mis 
parfaitement  en  évidence  le  caractère  algébrique.  Mais  pour  la 
plupart  des  inégalités  que  l'on  obtient  dans  ce  domaine,  il  y  a 
encore  une  grande  difficulté  à  déterminer  les  limites  les  plus 
étroites  des  inégalités  et  les  formes  extrêmes  auxquelles  en 
chaque  cas  ces  limites  sont  rattachées.  Dans  quelques  cas  par- 
ticulièrement simples  je  donnerai  ici  de  telles  limites  précises; 
|3our  les  démonstrations,  un  peu  longues,  je  dois  renvoyer  le 
lecteur  au  deuxième  cahier  de  ma  Géométrie  des  nombres^  qui 
paraîtra  prochainement  chez  B.-G.  Teubner. 


1 


1.   Théorème.   —  Soient  ^j^  y,  -i;,  o)  quatre  formes  linéaires  à 
trois  variables  x^  y,  z,  à  coefficients  réels  quelconques  et  de 

sorte  que  Von  ait 

o  -f-  y  H-  <|/  -4-  C'j  =  o. 
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Supposons  que  le  détet' minant  de  trois  de  ces  formes  soit 
toujours  différent  de  zéro  et  désignons  sa  valeur  absolue 
par  4  û. 

Alors  il  existe  toujours  trois  nombres  entiers  x,  j',  z^  qui  ne 
sont  pas  tous  égaux  à  zéro  et  de  sorte  que  toutes  les  quatre 
formes  o,  y,  à^  lu  soient  en  valeur  absolue  moindres  que 


41) 


La  limite  d  =z  i"/ —  D  donnée  ici  est  précise.  En  général,  on 

peut  aussi  trouver  des  nombres  entiers  x^  y^  z  différents  du  sys- 
tème o,  G,  o  et  tels  que  les  valeurs  absolues  de  cp,  y,  6,  co  soient 
toutes  <;  d.  Mais  il  y  a  un  cas  d'exception,  où  il  sera  impossible 
de  satisfaire  à  cette  autre  condition,  c'est  lorsqu'il  existe  une  sub- 
stitution linéaire  à  coefficients  entiers  et  à  déterminant  ±:  i,  trans- 
formant les  formes  cp,  y,  tL,  co,  abstraction  faite  de  l'ordre,  en 


2   ,,\  ,/,,  '2   „\  .  /  2    ,,  „\  I 


''i^-sV'    V-^"-)'    ''i-r^^^j-    -J^'(X^V^Z). 

2.  Le  théorème  que  nous  venons  d'énoncer  est  susceptible 
d'une  interprétation  géométrique,  qui  peut-être  trouvera  une 
application  dans  la  cristallographie  : 

Imaginons  un  système  d'octaèdres,  tous  congruents  entre  eux 
et  parallèlement  orientés,  en  nombre  infini  et  placés  dans  l'espace 
de  manière  que  deux  de  ces  corps  n'aient  jamais  une  partie  com- 
mune et  que  leurs  centres  de  gravité  forment  un  réseau  parallélé- 
pipédique  de  points,  comme  Bravais  l'a  considéré  dans  sa  théorie 
de  la  structure  des  cristaux.  (Tous  les  octaèdres  peuvent  alors  être 
déduits  de  l'un  quelconque  d'entre  eux  par  le  même  système  de 
translations.)  Il  y  aura  une  situation  où  les  lacunes  laissées  j)ar  les 
octaèdres  seront  les  plus  étroites,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 
1  espace  occupé  par  les  corps  sera  le  plus  grand  possible;  c'est  la 
situation  où  chacun  des  octaèdres  a  au  moins  un  point  commun 
avec  (|uatoi//j  autres  de  ces  corps,  et  alors  le  rapport  de  Vespacc 
occupé  par  les  octaèdres  à  r espace  laissé  libre  par  ces  corps, 
seia  de  1  (S  à  \ .  - 
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3.  Soient  Ç,  7,,  Ç  trois  formes  en  x^  y^  z  à  coefficients  réels  et 
à  déterminant  dr  D,  où  D  >>  o.  On  pourra  prendre  dans  le  théo- 
rème du  n^  1  : 

Jl  existe  alors  des  nombres  entiers  x^  y,  z  différents  du  sys- 
tème o,  o,  o  et  de  sorte  que  Von  ait 


n<.Vl^^  D. 


V 


•9 


Dans  le  cas  limite,  pour  lequel  le  signe  =:  est  réservé,  on  peut 
toujours  faire  en  sorte  que  l'on  n'ait  pas  à  la  fois  [^|  =  |tJ  =  |î^|. 
On  en  tire  alors 

l^,?l<^D. 

Or  on  doit  remarquer  que,  dans  cette  dernière  inégalité,  le  fac- 

4 
leur  —  pourrait  encore  être  remplacé  par  un  nombre  plus  petit. 

4.  D'autre  part,  on  peut  aussi  prendre  dans  le  n"  1  : 


3/-'         A/-'         3/     '         3/-    —  S  +  ^>  S   ~t"    S»        '""' 


r 


r,-^ 


On  voit  alors  qu'iV  existe  des  nombres  entiers  x,  y,  z  différents 
du  système  o,  o^  o  de  sorte  que  l'on  ait 


i?l  +  i?ist7^D, 


^i^v^r;- 


Dans  le  cas  limite  où  l'on  doit  prendre  ici  un  des  deux  signes  =,  on 
peut  toujours  faire  en  sorte  que  l'on  n'ait  ni  ih  ^  =  s  iii  zt  r^  =  Ç. 
En  faisant  usage  alors  des  inégalités 


on  trouve 


Dans  ces  dernières  inégalités,  la  limite  n'est  plus  précise. 
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o.   Soient  a,  b  deux  quantités  réelles  quelconques.  Posons, 


dans  les  inégalités  du  n**  4  : 


i  =  x 


az. 


=  y-bz,       K=j, 


t  étant  un  paramètre  positif.  On  voit  qu'on  peut  trouver  des 
nombres  entiers  x^  y,  z^  parmi  lesquels  ;;  est  positif,  et  de  sorte 
que  X  —  az^  y  —  bz  soient  en  valeur  absolue  plus  petites  qu'une 
quantités  donnée  à  volonté,  et  que  dans  cette  approximation  on 
ait  en  même  temps 


X 


a 


< 


V  T9T 


< 


Vi 


La    constante  1/ —  =0,648...,  qui  entre  ici,  est  plus  petite 


qu< 


IL 


6.  Théorème.  —  Soient  Ç  =  ajc  4- jBj/-,  '/]=rx-\-oy  deux 
formes  linéaires  à  coefficients  complexes  quelconques  et  soit 
D  =  |ao — [jy|  >>  o.   On  peut  toujours  trouver,  dans  le  corps 

algébrique  de  i  =  \^  —  i,  des  nombres  entiers  complexes  x^  y 
différents  du  système  Oy  o  de  sorte  que  l'on  ait 


»/3 


v/^ 


-4-  I 


D. 


/7ï 


-h  I 


La  limite  d=  i  /  ~ — -^ —  \)  donnée  ici  est  précise.  En  général, 

V    \/o 

on  aura  aussi  des  nombres  entiers  complexes  x^yy^OyO  de  sorte 
que  |ç|  <;  r/,  |>^|  <!  d.  IMais  dans  un  seul  cas  il  sera  impossible  de 
satisfaire  à  ces  autres  inégalités;  c'est  lorsqu'il  existe  une  substi- 
tution 

où  y?,  Y,  /',  s  sont  des  nombres  entiers  dans  le  corps  de  /  et  Ir 
déterminant />.v  —  qr=  ±1   ou  di  /,  de  sorte  que,  par  celle  sub- 
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slitiition.  Ç,  r,  soient  transformées  en 

v/3 


ld\X 


—  MI 


v/3 


X  +  Y>, 


A  et  a  étant  des  quantités  dont  la  valeur  absolue  est  égale  à  i . 

7.  Théorème.  —  Soient  q  =  y.x  -{-  ^y^  y,  =  yx- -|- oy  deux 
formes  linéaires  à  coefficients  complexes  quelconques  et  soit 
])  =  |ao  —  |^v|  >>  o.    On  peut  toujours  trouver,  clans  le  corps 


algébj-ique  de  j  = 


y  des  nombres  entiers  complexes 


x^y  différents  du  système  o,  o  de  sorte  que  Von  ait 

|f|-v/D,  |rj<v/i3. 

Cette  limite  <:/ =  y/D  est  ici  précise.  En  général,  il  y  aura  aussi 
des  nombres  entiers  x^  y  :^o,  o  de  sorte  que  | S|  et  \'ri\  soient  ■<  d, 
excepté  dans  le  (;as  où,  dans  le  corps  de  y,  il  existe  une  substitu- 
tion linéaire  à  coefficierïts  entiers  et  à  déterminant  égal  à  nue 
unité  du  corps,  à  l'aide  de  laquelle  ?,  r,,  abstraction  faite  de 
l'ordre,  se  changent  en  kdX.^  a<:/(TX  -|-  Y),  X  et  |i.  étant  des  quan- 
tités dont  la  valeur  absolue  est  égale  à  i ,  et  t  une  quantité  com- 
plexe quelconque. 

On  remarquera  ce  fait  intéressant  que,  de  ces  deux  théorèmes 
correspondants,  l'un,  qui  est  relatif  au  corps  algébrique  de  la 
troisième  racine  de  l'unité,  est  beaucoup  plus  simple  que  lautre, 
relatif  au  corps  algébrique  de  la  quatrième  racine  de  l'unité. 

8.   Soit  a  une  quantité  complexe  quelconque.  En  posant 


^  =  :r 


n  V 


y 


f^ 


t  étant  un  paramètre  réel  quelconque  >>i,  on  voit  que,  dans  le 


corps  de 


(mais  pas  dans  le  corps  de  y/ —  i),  il  y  aura 


toujours  des  nombres  entiers  complexes  x,  y  tels  que 


o<\y\%(,  \x-ay\<  -, 


d'où  l'on  tire  encore 


|G^-^j)rI  <  I. 
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COMPTES    RENDUS   ET   ANALYSES. 


VOGT  (H.).  —  Eléments  de  Mathématiques  supérieures  a   l'usage  des 

PHYSICIENS,    chimistes    ET    INGÉNIEURS    ET    DES    ÉLÈVES    DES    FACULTÉS    DES 

Sciences.  Un  vol.  in. -8°:  vii-ôig  p.  Paris,  Nony,   1901. 

Voici  un  livre  qui  mérite  quelque  succès,  parce  qu'il  est  bien 
fait,  et  qui  l'obtiendra  peut-ètie,  parce  qu'il  répond  à  un  besoin 
réel.  Tous  ceux  qui  sont  un  peu  au  courant  des  choses  de  notre 
enseignement  savent,  d'une  part,  que  l'enseignement  des  Facultés 
des  sciences  et  renseignement  des  lycées,  terminé  au  baccalauréat, 
ne  se  raccordent  pas,  et,  d'autre  part,  que  la  classe  de  Mathéma- 
tiques spéciales,  qui  devrait  relier  les  deux  enseignements,  n'a  pour 
objet  ni  la  formation  scientifique  des  jeunes  esprits^  ni  la  prépa- 
ration aux  carrières  ;  on  y  passe  trois  ou  quatre  ans  et  il  n'est  dou- 
teux pour  personne  que  ceux  qui,  au  bout  de  ces  trois  ou  quatre 
années,  n'ont  pas  réussi  au  concours  cju'ils  avaient  en  vue,  et  même 
quelques-uns  de  ceux  qui  ont  réussi,  auraient  |)u  mieux,  employer 
leur  temps  et  leurs  efforts.  Il  est  donc  très  désirable  et  très  naturel 
qu'il  s'organise  dans  les  Universités  des  enseignements  que  puissent 
suivre  les  élèves  qui  sortent  de  la  classe  normale  de  ^Mathématiques 
élémentaires  et  où  ceux-ci  puissent  acquérir  les  connaissances  ma- 
thématiques indispensables  aujourd'hui  pour  suivre  un  cours  un 
peu  élevé  de  Physique  ou  de  Chimie,  ou  pour  se  préparer  à  une 
carrière  industrielle.  Cela  s'est  fait  dans  plusieurs  centres  univer- 
sitaires, et  en  particulier  à  Nancy,  où  l'on  sait  que  la  préparation 
aux  études  physico-chimiques,  dirigée  par  des  savants  éminents, 
est  fortement  organisée. 

C'est  à  cet  enseignement  (jue  correspond  le  volume  (pic  publie 
aujourd'hui  M.  Vogt.  Son  livre  contient  un  peu  moins  de  cinquante 
chapitres,  dont  chacun  équivaut,  à  très  peu  près,  à  une  leçon  de 
Faculté.  On  y  trouve  de  l'Algèbre,  de  la  Géométrie  aii;il\  licpic,  de 
l'Analyse.  Il  commence  par  la  résolution  de  deux  (''(|ualioii>  du 
premier  degré  à  deux  inconnues  et  se  termine  par  riiih'gralion  des 
écjuations  linéaires  aux  dérivées  partielles.  On  y  reticonlrera,  ici 
des  notions  sur  le  système  i\.  ii.  S.  ou  sui-  \c  calcul  nunu'Mi(|U(\  là 

liiiU.  des  Scic/iccs  mathcni.^  ;>"  scrir.  1.  \W.  (Mai  kjoi.)  7 
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des  notions  sur  la  construction  des  courbes  d'après  le^ur  équation, 
pins  loin  les  formules  de  Green  et  de  Stokes.  L'auteur  s'est  préoc- 
cupé de  dire  ce  qui  était  nécessaire,  de  le  dire  clairement,  et  de 
ne  dire  que  cela.  Il  n'a  tenu  aucun  compte  des  habitudes  ou  des 
routines  de  l'enseignement  ;  il  a  même  eu  le  courage  de  sacrifier 
ces  arrangements  esthétiques,  ces  beaux  enchaînements,  où  le  pro- 
fesseur cherche  volontiers  sa  jouissance.  M.  Vogt  guide  son  lecteur 
tantôt  sur  une  route,  tantôt  sur  une  autre  :  ce  n'est  pas  une  route 
qu'il  prétend  lui  faire  connaître,  mais  un  pays.  On  se  dit  parfois 
qu'il  aurait  pu  suivre  un  autre  ordre,  et  cela  n'est  pas  douteux  ;  mais 
on  finit  par  reconnaître  que  celui  qu'il  a  adopté  est  parfaitement 
raisonnable.  Comment  a-t-il  fait  le  départ  des  matières?  Il  l'a  fait 
en  se  préoccupant  surtout  des  besoins  ultérieurs  de  ses  élèves^  non 
des  jolies  choses  qu'il  pourrait  leur  dire  sur  chacun  des  sujets  qu'il 
traitait.  Disons  franchement  qu'il  s'est  moins  proposé  de  former 
des  mathématiciens,  que  de  donner  à  ses  élèves  des  connaissances 
qui  pussent  leur  servir.  Evidemment  aussi,  il  n'a  pas  craint  de 
demander  conseil  à  ses  collègues,  de  leur  emprunter  des  exemples 
et  il  s'est  résigné  à  ne  pas  parler  des  sujets  dont  ceux-ci  n'avaient 
pas  besoin  :  il  a  su  avoir  du  désintéressement.  Son  exposition, 
toutefois,  reste  rigoureuse,  sans  excès  et  sans  scrupules  puérils, 
mais  toujours  claire  et  scientifique. 

En  fermant  son  livre,  après  l'avoir  feuilleté,  on  s'étonne  de  tout 
ce  qu'il  contient.  Eh  quoi  !  tout  cela  en  moins  de  cinquante  leçons? 
Gela  pourrait  donc  s'apprendre  en  deux  mois?  Et  combien  d'an- 
nées V  passent  la  plupart  des  étudiants,  avant  même  de  savoir  tout 
ce  qu'il  y  a  dans  le  livre  de  M.  Vogt?  Et  alors  que  de  temps 
perdu!...  Il  ne  faut  rien  exagérer  :  pour  ceux  qui  veulent  être 
mathématiciens,  l'auteur  serait  le  premier  à  proclamer  l'insuf- 
fisance de  ces  leçons;  même  pour  les  autres,  qui  ne  veulent 
apprendre  que  ce  cpi'il  faut  de  Mathématiques  pour  s'en  servir, 
ces  Éléments  de  M  a  thé  ma  liq  lies  supérieures  représentent  le 
travail  d'une  bonne  année,  et  un  travail  soutenu.  Il  ne  suffit  pas 
d'avoir  entendu,  compris,  a|)pris  une  leçon;  il  faut  s'iiabituer  à 
appliquer  les  méthodes.  A  la  fin  de  son  livre,  M.  Vogt  a  réuni  un 
peu  plus  de  deux  cents  problèmes  sur  lesquels  ses  lecteurs  pourront 
s'exercer,  et  qui  leur  permettront  de  reconnaître  s'ils  sont  réel- 
lement en  possession  de  ce  qu'ils  ont  étudié. 
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Sauf  pour  les  formules  relatives  aux  centres  de  gravité,  l'auteur 
n'a  pas  touché  à  la  Mécanique.  Je  ne  verrais  pas  d'inconvénient, 
quitte  à  grossir  encore  un  peu  un  livre  de  ce  genre,  à  voir  figurer 
quelques  notions  de  Cinématique  dans  les  chapitres  consacrés  aux 
applications  géométriques  du  Calcul  diiïérentiel,  et  dans  le  cha- 
pitre de  Géométrie  analytique  consacré  au  plan  et  à  la  ligne  droite, 
quelques-unes  des  formules  que  l'on  utilise  en  statique.  Mais  peut- 
être  l'auteur  nous  réserve-t-il  un  petit  Traité  de  Mécanique,  conçu 
dans  le  même  esprit,  et  a-t-il  voulu  réserver  des  sujets  qui  figu- 
reraient naturellement  dans  un  pareil  livre?  Celui  qu'il  vient  de 
publier  le  ferait  désirer. 

J.  T. 


RUSSELL  (R.).  —  Essai  sur  les  fondements  de  la  Géométhik.  Traduclioii 
par  A.  Cadenat,  Revue  et  annotée  par  l'auteur  et  par  L.  Couturat.  Un  vol. 
in-S";  x-272  p.  Paris,  Gaulhier-Villars,  190 1. 

M.  Couturat  a  signalé  dans  le  Bulletin  l'intérêt  et  l'importance 
du  travail  de  M.  Russell  ;  nous  sommes  heureux  d'en  annoncer  la 
traduction  française.  Je  crois  avoir  eu  déjà  l'occasion  de  dire  que 
la  traduction  de  ces  sortes  de  livres  est  particulièrement  dési- 
rable :  celui-ci,  comme  on  sait,  s'adresse  à  la  fois  aux  philosophes 
et  aux  mathématiciens;  ceux  qui  s'intéressent  à  la  Philosophie  et 
à  la  Mathématique,  sans  être  très  familiers  avec  l'une  ou  avec 
l'autre,  et  qui  n'ont  pas  à  leur  disposition  le  répertoire  complet 
des  deux  sciences  dans  une  langue  étrangère  sont,  par  cela  même, 
assez  empêchés  de  lire  le  texte  original  :  ils  seront  heureux  d'avoir 
à  leur  disposition  l'élégante  traduction  de  M.  Cadenat. 

M.  Russell  signale  quelques  améliorations  de  délail  ([u'il  a  |)ii 
introduire  dans  l'Edition  française.  «  Les  précieuses  critiques  de 
M.  Poincaré  (*),  ajoutc-t-il,  me  sont  malheureusement  parvenues 
trop  tard  pour  (pie  j'en  juisse  tenir  compte  dans  celle  revision.  » 


(')  licvuc  de  Mcta/>/i)si(/i(c  et  clc  Morale,  iiuii  if^ç}»). 


8o  PUKMIEIlli:  PAUTIE. 

M.  Couliiral  ii  ajouLé  im  pclil  lexique  philosophique  ;  les  ma- 
ihémalicicns  lui  vw  seront  parliculièrement  reconnaissants.  Les 
mots  du  langage  philosophique  y  sont  expliqués  avec  une  parfaite 
clarté. 

J.T. 


KIEPEKT  (L.).  —  Grundriss  der  Differential- und  Lntegral-Rechnung. 
I  Tlioil  ;  Dillcrcntial-Reclmung.  Neunte  vollslandig  umgearbeitele  und  ver- 
inehrto  Aiiflage  des  gleichnamigen  Leilfadens  von  Weil.  Dr.  Max  Steye- 
inann.  Mit  171  Figuren  im  Texte. 

Les  éditions  de  ce  Livre,  destiné  aux  techniciens,  se  succèdent 
très  rapidement,  et  il  convient  de  dire  qu'elles  vont  toujours  en 
s'améliorant  :  les  {.ywdWlé.'è  pratiques  qui  ont  sans  doute  fait  le 
succès  de  l'Ouvrage  persistent  sous  les  remaniements,  et  M.  Kie- 
pert  a  tenu  à  lui  conserver  son  caractère  élémentaire  :  les  subtilités 
théoriques  sont  écartées,  et  de  nombreuses  figures  viennent  conti- 
nuellement éclairer  les  raisonnements;  mais  l'exposition  n'en  est 
pas  moins  une  exposition  scientifique. 

Parmi  les  additions  contenues  dans  cette  nouvelle  édition,  il 
convient  de  signaler  en  particulier  le  Chapitre  consacré  aux  fonc- 
tions hyperboliques  et  les  tables  numériques  de  ces  fonctions  pla- 
cées à  la  fin  du  Volume,  la  formule  d'interpolation  de  Lagrange,  et 
la  résolution  des  équations  numériques. 

Avec  ces  additions,  le  présent  Volume  contient,  outre  les  sujets 
qu'on  fait  rentrer  dans  toute  exposition  du  Calcul  différentiel, 
l'introduction  des  nombres  complexes  (formule  de  Moivre,  expo- 
nentielle à  argument  complexe,  etc.),  les  éléments  de  la  Géo- 
métrie analytique,  à  deux  et  trois  dimensions,  ceux  de  l'Algèbre 
(plus  grand  commun  diviseur,  théorème  de  Sturm^  détermi- 
nants, etc.).  Les  applications  y  sont  extrêmement  nombreuses. 
Enfin  les  trente  dernières  pages  résument  les  formules  et  les 
théorèmes  fondamentaux.  On  sent  chez  l'Auteur  le  souci  très  net 

des  besoins  des  lecteurs  auxquels  il  s'adresse. 

J.  T. 
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SUR  LA  RÉSOLUTION  DE  CERTAINES  ÉQUATIONS 

A  DEUX  VARIABLES  A  L'AIDE  DE  FONCTIONS  RATIONNELLES 

ET  SUR  UN  THÉORÈME  DE  M.  NOETHER; 

Par  m.  Emile  PICARD. 

1.  Dans  diverses  questions  se  rattachant  à  Ja  théorie  des  fonc- 
tions algébriques  de  deux  variables,  il  y  aurait  intérêt  à  savoir 
résoudre  le  problème  suivant.  Soit  donné  un  polynôme  f{x^  y,  :;) 
en  x^y^  z,  et  formons  l' équation 

f{^,y^  ^)  =  0. 

Est-il  possible  de  satisfaire  identiquement  à  cette  équation 
en  prenant  pour  y  et  z  des  fractions  rationnelles  de  :r?  Ce  pro- 
blème semble  offrir  quelques  difficultés;  en  me  réservant  d'y 
revenir,  je  veux  présenter  seulement  ici  quelques  remarques  à 
son  sujet.  Tout  d'abord  il  n^ admettra  pas  en  général  de  solu- 
tion; il  suffira,  pour  s'en  convaincre,  de  considérer  u\\  cas  parti- 
culier suffisamment  étendu.  Soit  l'équation 

z'i^=  a{x)y»^-^  b{x)         {niy-i), 

ou  a  et  b  sont  des  polynômes  arbitraires  en  x.  On  peut  voir, 
comme  il  suit,  qu'il  n'est  pas  possible  de  satisfaire  à  cette  équa- 
tion en  prenant  pour  j^  et  z  des  fractions  rationnelles  de  x.  Sup- 
posons en  effet  que  la  chose  soit  possible,  et  posons 

(1)  z=    s/bL,         jK  =  ^/  -  \; 
on  aura 

(2)  X///  — Y'"-hi. 

D'après  les  équations  (i),  Y  et  Z  sont  des  fonctions  rationnelles  de 


(3)  X,     "\/b{x),     "\/a{:c); 

mais,  d'après  une  [)roposition  èlènicnlairc,  on  peut  trouver  deux 
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paramètres  Ç  et  t,  liés  par  une  relation  algébrique  irréductible 

(4)  F(^,    7))  =  0, 

telles  que  les  quantités  (3)  soient  fonctions  rationnelles  de  Ç  et  rj. 
Par  suite  les  courbes  (2)  et  (4)  se  correspondent  rationnellement, 
de  telle  sorle  que  Z  cl  Y  sont  des  fonctions  rationnelles  de  Ç  et  'f\. 
Or  si  les  polynômes  a(^x)  et  b(x)  sont  arbitraires,  il  est  clair  que 
ceci  ne  sera  pas  possible,  et  l'impossibilité  annoncée  est  ainsi 
mise  en  évidence. 

2.  Le  problème  sera  évidemment  possible  dans  certains  cas 
particuliers;  étudions  plus  en  détail  un  cas  très  simple  qui  mon- 
trera la  complexité  de  la  question.  Je  suppose  que  la  relation  se 
réduise  à 

y*  et  F  étant  des  polynômes  du  troisième  degré  respectivement 
en  œ  et  en  y.  Trois  solutions  apparaissent  immédiatement  en 
prenant  ^  =  0  el  y  égal  à  une  racine  de  l'équation  F(r)  =  o. 
Supposons  qu'il  existe  d'autres  solutions  j^  et  z  rationnelles  en  x', 

on  a 

dy      ^  cly^  f{x)      dx 

v/F(7)     ^^^    -    y/yx^)* 

De  là  on  déduit  que  l'intégrale  de  première  espèce 


/ 


dy 


se  transforme,  en  prenant  pour  j/  une  fonction  rationnelle  de  .r, 
en  l'intégrale 


/■ 


v//(^) 


ll(.2;)  étant  rationnelle  en  x.  Gomme  cette  intégrale  doit  être  aussi 
de  première  espèce,  il  faut  que  R(;r)  se  réduise  à  une  constante, 
et  par  suite  les  fondions  rationnelles  y  de  x  répondant  à  la  ques- 
tion doivent  satisfaire  à  la  relation 

(5)  ^r^  =  C^, 
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C  étant  une  constante  non  nulle.  Réciproquement  d'ailleurs,  si 
une  fonction  rationnelle  y  âe  x  satisfait  à  une  telle  relation,  on 
aura 

dx 

et  par  suite  z  sera  rationnelle  en  x.  L'équation  (5)  se  /^encontre 
dans  la  théorie  de  la  transformation  des  fonctions  elliptiques; 
il  est  évident,  d'après  cette  équation,  que  si  les  deux  polynômes 
du  troisième  degré  f{oc)  et  F  (y)  sont  arbitraires,  il  ne  sera  pas 
possible  de  déterminer  une  fonction  rationnelle  y  de  x  (ne  se 
réduisant  pas  à  une  constante)  satisfaisant  aux  conditions  voulues. 
De  plus,  en  suivant  la  théorie  de  la  transformation,  on  aura 
tous  les  polynômes  associés  f{x)  et  'F (y)  ayant  la  propriété 
cherchée.  Un  cas  très  simple  sera  celui  où  les  deux  polynômes 
sont  identiques,  soit 

De  ce  qui  précède  on  conclut  qu'on  pourra  trouver  une  infinité 
de  fonctions  rationnelles  jk  de  x^  telles  que  l'équation 

^'-=/(^)/(jK) 

donnera  pour  z  des  fonctions  rationnelles  de  x.  En  désignant 
par  p{u)  la  fonction  elliptique  (avec  les  notations  de  Weier- 
strass)  correspondant  au  polynomey'(^),  posons 

y  =  p{mu),         x  =  p(u), 

m  étant  un  entier  arbitraire;  y  est  une  fonction  rationnelle  de  x 
répondant  à  la  question. 

3.   Reprenons  l'équation  considérée  au  §  J ,  dans  le  cas  où  ni  =  •?. 

(G)  z-^=a(.z')y''-hhi.r), 

et  supposons  que  ni  a  ni  b  ne  soient  nuls.  On  pourra  ici  satisfaire 
a  cette  équation  en  prenant  pour  z  et  r  des  fonctions  rationnelles 
de  X.  Nous  l'établirons  simplement  en  montrant  (ju'on  peut 
déterminer  deux  polynômes  u  et  c  tels  que 
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soit  lin  carré  parfait.  Supposons,  ])our  fixer  les  idées,  que  a(^x) 
et  b(^x)  soient  de  degré  pair  9.111^  et  désignons  par  ^  le  degré  de  u 
et  V.  L'expression  précédente  est  un  polvnome  de  degré  9  ni  H-  a  |jl  ; 
on  obtiendra  m  +  (ji  conditions  en  écrivant  qu'il  se  réduit  à  un 
carré  parfait.  Or  dans  les  deux  polynômes  u  et  ç^,  il  j  a  2  jjl -|-  1 
coefficients  indéterminés,  en  supposant  qu'un  des  coefficients  ait 
une  valeur  numérique  arbitraire;  si  donc 

2  ;jt.  +  i  >  /n  -I-  [Jt.         ou         \xy>  îïi  —  I , 

on  pourra  trouver  les  poljmomes  u  et  v. 

Le  fait,  que  l'on  peut  trouver  des  fractions  rationnelles  z  el y 
de  X  satisfaisant  à  la  relation  (6),  revient  au  fond  à  une  proposi- 
tion de  M.  Noetlier  qui  est  fondamentale  dans  la  théorie  des  sur- 
faces unicursales.  L'illustre  géomètre  d'Erlangen  a  considéré 
[Math.  Annalen,  t.  Ilf)  des  surfaces  possédant  un  faisceau 
linéaire  de  courbes  uîiicursales.  Dans  le  cas  où  il  n'y  a  c^vLune 
seule  courbe  mobile  de  rencontre  du  faisceau  linéaire 

P-4-XQ  =  0 

avec  la  surface  envisagée,  il  établit  d'abord  que  la  surface  corres- 
pond birationnellement  soit  à  une  surface  réglée  d'ordre  n  avec 
droite  multiple  d'ordre  Ji  —  i,  soit  à  une  surface  d'ordre  n  avec 
droite  multiple  d'ordre  11  — ■  -i.  Dans  ce  dernier  cas,  qui  seul  pré- 
sente quelques  difficultés,  M.  Noether  considère  particulièrement 
le  cas  où  la  section  de  la  surface  par  un  plan  aibi traire  contenant 
la  droite  multiple  d'ordre  n  —  2  est  une  conique  indécomposable, 
et  il  établit  qu'alors  la  surface  est  unicursale,  en  cherchant  sur 
la  surface  une  courbe  anisécante  de  cette  conique.  Or,  à  notre 
point  de  vue,  nous  pouvons,  en  plaçant  convenablement  la  droite 
multiple  et  faisant  sur  z  une  transformation  linéaire  immédiate, 
mettre  l'équation  de  la  surface  sous  la  forme  (6),  et  le  problème 
de  M.  Noether  revient  à  la  résolution  de  l'équation  (6)  dans  les 
conditions  indiquées;  on  en  déduit  immédiatement  que  la  surface 
est  unicursale. 
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GINO  LOKIA.  —  Le  scienze  esvtte  nell'  antica  Grecia.  Libro  ÏK.  Il  sub- 
strato  lïiatematico  della  filosofia  naturale  dei  Greci;  Modèiie,  Société  tipogra- 
fica;  1900.  i38  p.,  gr.  in-4°. 

Le  savant  professeur  de  Gênes  poursuit,  par  ce  nouveau  Livre, 
l'exposé  historique  de  la  Mathématique  grecque  dont  il  a  com- 
mencé la  publication  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  de  Modène. 
Le  sous-titre  de  cette  troisième  partie,  digne  en  tout  point  des 
deux  précédentes,  indique  que  l'auteur  n'a  pas,  comme  Moritz 
Cantor,  limité  son  plan  à  la  Mathématique  pure,  mais  qu'il  a  au 
moins  fait,  cette  fois,  une  longue  excursion  dans  le  domaine  des 
applications.  Son  œuvre  n'en  mérite  que  mieux  la  bienvenue  : 
sans  doute  l'unité  de  ce  Livre  lïï  est  un  peu  lâche,  par  suite  de 
la  variété  des  questions  abordées;  mais  cela  était  inévitable,  et 
M.  Gino  Loria  n'avait  pas  besoin  de  présenter  toutes  ces  questions 
comme  se  rattachant  à  Ja  découverte  des  lois  de  la  dynamique 
céleste  (p.i33).  Ce  rattachement,  pour  l'Hydrostatique  et  la  Géo- 
désie (c'est-à-dire  l'Arpentage),  paraîtra  un  peu  forcé;  l'unité  véri- 
table du  Livre  est  certainement  plutôt  chronologique.  Après  l'épa- 
nouissement de  la  Géométrie  grecque,  de  I^ythagore  à  Apollonius, 
devait  fleurir  à  son  tour  l'Astronomie  scientifique.  C'est  donc  la 
période  d'Hipparque  à  Ptolémée  que  nous  raconte  aujourd'hui 
M.  Gino  Loria,  après  avoir  naturellement  rappelé  tout  d'abord  les 
premières  tentatives  cosmologiques  des  Grecs. 

Le  Chapitre  l  passe  en  elTct  rapidement  en  revue,  en  premier 
lieu,  les  hypothèses  niant  la  sphéricité  de  la  Terre,  puis  celles  de 
Pythagore  et  des  Italiques,  et  la  première  conception  du  système 
héliocentrique.  11  s'arrête  un  j)eu  plus  longuement  sur  les  idées 
astronomiques  de  Platon  et  à  ce  sujet  sur  le  Liber  de  astrononiia 
de  Théon  de  Smyrne,  expose  clairement  le  système  des  s[)hères 
homocentriques  d'Eudoxe  et  consacre  deux  pages  à  l'histoire  des 
cycles  luni-solaires.  Malgré  le  témoignage  d'Hérodote,  qui  doit 
avoir  été  amené  par  une  fausse  tradition  sur  la  rélbrme  du  calou- 
drierdue  à  Solon,  je  ne  crois  pas  que,  dans  cctlc  histoire,  l'autour 

Bull,  (/es  Sciences  iiKithcni .,    >"  série,  l.  \\V.  (Juin    n)oi.)  8 
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ait  eu  raison  de  suivre  l'opinion  couranic  qui  admet  l'existence, 
à  un  moment  donné,  d'un  cycle  de  deux  ans,  correspondant  à  une 
année  solaire  moyenne  de  369  jours.  Bœckli  et  Ideler  ont  vu  la 
vérité  sur  ce  point,  sans  l'exprimer  assez  nettement.  Les  calen- 
driers grecs  ont  été  réglés  longtem[)S  sur  la  seule  observation  des 
nouvelles  lunes  et  des  solstices  d'été.  Que  sur  la  date  dhcn  sol- 
stice (observé  d'après  le  lieu  de  l'horizon  où  le  Soleil  se  lève  le 
plus  au  nord),  on  se  soit  trompé  de  quatre  jours^  cela  n'est  sans 
doute  pas  invraisemblable.  Mais  ce  qui  l'est,  c'est  qu'un  cycle  de 
deux  ans,  dont  Tinexactitude  devait  être  très  rapidement  reconnue, 
ail  jamais  pu  prévaloir  dans  l'ensemble  des  cités  grecques.  Les 
Hellènes  n'ont  en  fait  pratiqué  que  deux  cycles,  celui  de  8  ans, 
qui  paraît  remonter  à  une  antiquité  légendaire,  et  celui  de  19  ans, 
introduit  par  Melon  et  Euclémon. 

Le  Chapitre  I  se  termine  par  une  étude  détaillée  du  mode  de 
démonstration  employé  par  Aristarque  de  Samos  dans  l'écrit  qui 
nous  reste  de  lui  Sur  les  grandeurs  et  les  distances  du  Soleil  et 
de  la  Lune.  M.  Gino  Loria  en  rapproche  les  déductions  analogues 
de  VArénaire  d'Archimède. 

Le  Chapitre  II,  après  avoir  indiqué  les  preuves  de  l'existence 
d'un  ancien  Traité  de  Sphérique  remontant  au  iv*'  siècle  avant 
notre  ère,  analyse  l'opuscule  d'Antolycos  de  Pilane  sur  la  Sp/ière 
mobile,  les  Phénomènes  d'Euclide,  VAn^apJioricos  d'Hypsiclès, 
les  Sphériques  de  Théodose,  celles  de  Ménélas.  Le  Chapitre  III 
expose  complètement  la  Trigonométrie  des  anciens,  telle  qu'on  la 
trouve  chez  Ptolémée  (et  son  commentateur,  Théon  d'Alexandrie); 
suivent  quelques  indications  sur  les  autres  travaux  mathématiques 
de  l'auteur  de  V Almageste,  en  particulier  sur  les  systèmes  de 
projection  connus  dans  l'antiquité. 

Le  Chapitre  IV  est  consacré  aux  écrits  sur  l'Optique  et  la  Méca- 
nique-, il  passe  en  revue  la  double  recension  de  V Optique  (per- 
spective) d'Euclide,  le  Résumé  des  hypothèses  optiques  de  Da- 
mianos  Héliodore,  la  Catoptrique  faussement  attribuée  àEuclide, 
celle  de  Héron  d'Alexandrie  (dont  nous  n'avons  qu'une.traduction 
latine  de  Guillaume  de  Mœrbeke  et  qui  a  longtemps  été  connue 
sous  le  titre  de  Ptolemœus  de  Speculis);  enfin  V Optique  de  Pto- 
lémée (version  sur  l'arabe  d'Eugenius  Ammiratus,  malheureuse- 
ment incomplète),  qui  nous  renseigne  sur  les  connaissances  des 
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anciens  concernant  la  réfraction.  Viennent  ensuite  quelques 
aperçus  sur  deux  autres  traités  dont  le  texte  grec  est  également 
perdu  :  celui  des  Corps  flottants  d'Archimède  et  la  Mécanique 
de  Héron  d'Alexandrie. 

Je  remarque,  au  sujet  de  l'opuscule  de  Damianos,  que  l'édition 
de  Danti  (Florence,  15^3)  en  donne,  non  pas  seulement  quelques 
fragments,  mais  bien  le  texte  entier.  Les  additions  publiées  par 
Erasme  Bartliolin  (Paris,  Cramoisy,  1657)  sont  tirées  d'un  manu- 
scrit de  la  Barberine  (I,  i3i),  qui  est  un  faux  d'x\nge  Vergèce, 
ainsi  que  je  l'ai  reconnu  en  1886. 

A  propos  de  l'Ouvrage  d'Archimède,  M.  Gino  Loria  reproduit 
cette  phrase  de  Thurot  ;  «  [1  est  étrange  que  Pappus  ait  cité  le 
Traité  des  corps  flottants  comme  un  Ouvrage  de  Mécanique 
appliquée  et  amusante  avec  ceux  de  Héron;  évidemment  il  n'en 
connaissait  que  le  titre.  »  Je  ne  partage  nullement  cette  opinion 
et,  tout  au  contraire,  si  singulier  qu'il  paraisse  à  première  vue, 
le  passage  en  question  de  Pappus  me  semble  indiquer  très  juste- 
ment le  mobile  de  ces  profondes  recherches  sur  la  stabilité  des 
corps  flottants,  auxquelles  les  modernes,  comme  le  reconnaît 
Lagrange,  n'ont  guère  ajouté.  Ce  segment  de  paraboloïde  qui, 
suivant  les  proportions  de  sa  figure  et  suivant  le  rapport  de  sa 
densité  à  celle  du  liquide  où  il  est  immergé,  prend  diverses  posi- 
tions d'équilibre  et  parfois  se  renverse  complètement,  qu'est-ce 
autre  chose  qnun  joi/jou  mathématique?  C'est  pour  cet  objet,  et 
non  pas  pour  étudier  les  conditions  de  stabilité  d'un  navire,  qu'a 
été  constituée  la  doctrine  du  métacentre.  Evidemment  notre  siècle 
industriel  a  peine  à  comprendre  que  les  seuls  Ouvrages  qui  nous 
soient  parvenus  en  grec  sur  la  Mécanique  concernent  un  matériel 
de  guerre  ou  un  matériel  d'amusement.  Mais  il  n'j  a  point  là  un 
effet  du  hasard  :  c'étaient  les  sujets  qui  avaient  le  plus  d'impor- 
tance pour  l'homme  libre. 

Le  Chapitre  V,  sur  Héron  d'Alexandrie,  après  Texposé  de  ce 
qu'on  appelle  la  question  liéronienne^  donne  :  une  analyse  com- 
plète du  Traité  de  la  Dioptra;  le  relevé,  dans  le  Commenlaire  sur 
Euclide  àWnaritius  (cl-Nirizi)  récemment  publié  par  Curlze 
(Leipzig,  Teubner,  1899),  ^^'^  principales  indications  concernant 
les  travaux  de  Héron  sur  la  Géométrie  élémentaire;  l'anaUse  de  l.i 
conq)il,ilion  des  Définitions^  fausscmeni  allribu('(^  à  Hi'ron  :  cnliu 
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une  intéressante  communication  sur  le  i^rand  Ouvrage  aullientiqne 
d'Arpentage  du  même  auteur,  les  Mèiriques,  récemment  révélé 
par  la  découverte  d'un  manuscrit  dans  la  bibliothèque  du  Sérail 
de  Constanlinople,  et  dont  il  faut  attendre  la  publication  pour 
porter  un  jugement  définitif  sur  la  véritable  valeur  de  Héron. 

En  ce  qui  concerne  la  question  de  savoir  si  Héron  a  ou  non 
commenté  Euclide,  l'affirmative  n'est  plus  douteuse  depuis  la 
publication  de  Gurtze.  J'ajoute  que,  d'après  les  indications  de 
L.  Nix  dans  l'introduction  du  second  Volume  de  l'édition  Teubner 
des  OEuvres  de  Héron  (1901),  les  Arabes  ont  possédé  ce  com- 
mentaire et  que,  d'après  la  désignation  qu'en  donnent  les  biblio- 
graphes, il  devait  porter  un  titre  comme  :  Apories  (difficultés)  et 
solutions  concernant  les  Eléments  crEuclide.  Il  n'aurait  donc 
pas  eu  proprement  la  forme  exégétique. 

Après  avoir,  dans  le  Chapitre  VI,  consacré  quelques  pages  aux 
opuscules  et  fragments  d'Arpentage  qui  subsistent  en  grec  en 
dehors  des  écrits  de  Héron,  M.  Gino  Loria  soulève  la  question 
des  causes  qui  ont  amené  le  déclin  de  la  Géométrie  dans  l'anti- 
quité, après  ce  qu'il  appelle  Vâge  d'or  (d'Euclide  à  Apollonius). 
11  a  grande  raison  de  se  refuser  à  admettre  qu'il  j  ait  eu  à  ce 
déclin  une  cause  unique,  et  il  a  bien  posé  la  question  en  la  rap- 
prochant, comme  analogue  et  aussi  difficile,  de  celle  de  savoir 
«  pourquoi  l'Algèbre,  après  avoir  eu  sa  résidence  propre  en  Italie 
à  l'époque  de  Tartaglia  et  de  Cardan,  a  quitté  ce  beau  pays, 
comme  si  elle  n'y  trouvait  plus  un  milieu  qui  lui  fut  favorable  ». 
Peut-être  cependant  aurait-il  pu  aboutir  à  des  conclusions  un  peu 
plus  précises  que  celles  qu'il  a  formulées. 

Il  y  a  là,  tout  d'abord,  un  fait  qui  s'est  répété  si  constamment 
dans  l'histoire  des  sciences  (quoique  sans  doute  d'une  façon  plus 
ou  moins  frappante  suivant  les  circonstances)  qu'il  doit  être  con- 
sidéré comme  naturel.  Une  carrière  nouvelle  est  ouverte  dans  un 
milieu  intellectuel;  on  s'y  porte  avec  ardeur,  les  découvertes  se 
multiplient,  puis  l'élan  se  ralentit;  on  est  arrivé  au  tuf  impro- 
ductif. On  se  dirige  alors  d'un  autre  côté;  la  «  mode  )>  se  porte 
d'ordinaire,  conformément  à  une  règle  énoncée  par  Auguste 
Comte,  sur  le  terrain  scientifique  le  plus  voisin  dans  l'ordre  de 
complexité,  en  y  adaptant  les  notions  nouvelles  acquises  sur  le 
premier  terrain.   On  ne  revient  au  premier  qu'une  fois  un  cycle 
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parcouru;  Je  milieu  intellectuel  est  alors  renouvelé  et  la  tyrannie 
scolastique  résultant  de  l'application  exclusive  des  anciennes  mé- 
thodes ayant  pris  fin,  le  génie  d'invention  reprend  son  libre  jeu. 
Mais  si  les  résultats  acquis  dans  un  milieu  intellectuel  sont  trans- 
portés dans  un  autre  suffisamment  favorable  et  n'ajant  pas  subi 
la  même  discipline  scolastique,  le  travail  d'assimilation  est  préci- 
sément de  nature  à  provoquer  l'éclosion  de  génies  qui,  sur  le 
même  terrain,  renouvelleront  la  face  de  la  Science.  C'est  ainsi 
qu'au  xvu*^  siècle  la  Géométrie  analytique  s'élèvera  brusquement 
sur  les  fondements  préparés  par  les  anciens,  mais  d'après  un  autre 
plan  que  le  leur. 

Toute  forme  spéciale  de  la  Science  n'est  susceptible,  par  elle- 
même,  que  d'un  développement  limité  :  elle  se  cristallise  pour  et 
par  l'enseignement  et  ne  se  prête  plus  dès  lors  à  la  création,  tant 
qu'elle  n'est  pas  métamorphosée  par  l'action  d'idées  nouvelles.  En 
fait,  la  Géométrie  cartésienne  aura  vécu  deux  siècles;  aujourd'hui 
c'est  le  tour  de  la  Géométrie  projective,  en  attendant  l'avenir 
inconnu.  Il  est  à  peine  utile  de  remarquer  d'ailleurs  que,  depuis 
que  les  communications  entre  les  milieux  intellectuels  des  diffé- 
rents peuples  civilisés  sont  devenues  assez  rapides  pour  rendre  la 
Science  internationale,  la  règle  historique  sur  laquelle  j'appelle 
l'attention  ne  peut  plus  s'appliquer  à  ces  milieux  comme  s'ils 
étaient  isolés. 

La  Géométrie  grecque,  comme  toute  forme  spéciale,  portait 
donc  en  elle-même  «  un  vice  interne  dérivant  de  sa  propre  con- 
stitution »  ;  ce  vice,  M.  Zeuthen  l'a  merveilleusement  décrit,  mais 
si  ce  n'avait  été  celui-là  c'en  eût  été  un  autre.  Le  surprenant, 
dans  son  histoire,  n'est  pas  que  sa  floraison  se  soit  arrêtée,  c'est 
qu'elle  ait  duré  aussi  longtemps,  et  je  n'hésite  pas  à  en  chercher 
la  raison  dans  cette  circonstance  que,  quoique  le  milieu  scienti- 
fique de  l'hellénisme  ait  été  toujours  très  restreint,  si  on  le  com- 
pare à  ceux  des  peuples  modernes,  il  a  été  renouvelé  à  la  suite  des 
conquêtes  d'Alexandre;  après  la  période  véritablement  hellène,  la 
Grèce  proprement  dite  se  désintéresse  sensiblement  de  la  Science, 
qui  se  transplante  dans  les  pays  hellénisés. 

Quant  à  la  décadence  finale,  il  y  a  là  un  fait  d'un  ar.lrc  ordre:  (*ll(' 
atteint  non  seulement  la  production  géouM'lricpie,  mais  tt)ul('  la 
production    scienlificpie  ;    c'est    donc    l'indice    d'une    nicdadu'    du 
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corps  social,  et  celle  maladie  est  lro[)  bien  conslalée  histori- 
quement d'autre  part  pour  qu'il  soit  nécessaire  de  la  préciser  en 
ce  qui  concerne  la  Science.  De  même  pour  l'Italie  au  xviii^  siècle, 
pour  l'Espagne  depuis  le  xvi*',  ou  ne  peut  nier  que  la  faiblesse 
de  la  production  scientifique  ne  soit  liée  à  des  causes  profondes 
d'ordre  politique. 

Mais  il  est  une  autre  question,  beaucoup  plus  obscure  à  mon 
sens,  et  que  M.  Gino  Loria  n'a  pas  abordée.  Il  me  paraît  égale- 
ment certain  qu'une  science  n'est  réellement  vivante  que  si  les  re- 
cherches y  sont  poursuivies  d'une  façon  absolument  désintéressée, 
et  que  cependant  elle  est  condamnée  à  déchoir,  si  elle  n'est  pas 
soutenue  par  les  besoins  de  la  pratique,  qui  lui  ("ournissent  inces- 
samment de  nouvelles  questions  propres  à  la  rajeunir.  C'est  dans 
la  conciliation  de  ces  deux  formules,  d'apparence  contradictoire, 
que  réside  la  difficulté.  Mais,  en  fait,  la  technique  ancienne  paraît 
avoir  été  trop  pauvre,  la  production  industrielle  trop  peu  déve- 
loppée dans  l'antiquité  pour  avoir  suscité  assez  d'intérêt  autour 
de  questions  qui  nous  paraissent  aujourd'hui  primordiales.  Les 
applications  de  la  Mécanique  étaient  trop  restreintes  pour  que  le 
problème  de  la  composition  des  forces  concourantes  ait  été  réel- 
lement posé,  l'artillerie  des  balistes  et  des  catapultes  trop  impar- 
faite pour  que  le  génie  d'un  Archimède  s'attachât  à  rechercher  la 
loi  de  la  chute  des  corps  et  la  trajecloire  des  projectiles.  Sans  la 
croyance  à  l'Astrologie,  les  recherches  astronomicpies  auraient- 
elles  prospéré  ? 

Ce  sont  incontestablement  deux  questions  de  technique,  la  con- 
struction de  solides  semblables  dans  un  rapport  donné,  et  la  divi- 
sion de  l'angle,  qui  ont  suscité  les  travaux  théoriques  de  la  Géo- 
métrie supérieure  chez  les  Grecs.  Mais  quand  ils  se  sont  trouvés 
poussés  assez  loin  de  la  pratique  pour  ne  plus  apparaître  que 
comme  des  recherches  simplement  curieuses^  l'intérêt  général 
devait  (brcément  s'en  détacher. 

Paul  Tawjnery. 
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ANDRÉ  (DÉsiRt:).  —  Organisation  et  comptabilité  des  Assauts  complets. 
Manuel  pratique.  Un  vol.,  76  p.,  petit  ia-8\  Paris,  Belin  frères;  1900. 

Bien  que,  par  son  titre  et  par  son  langage,  ce  petit  livre  semble 
se  rapporter  uniquement  à  rescrime,  il  convient,  en  réalité,  à 
une  foule  d'autres  exercices.  Sous  le  nom  d^ Assauts  complets, 
il  désigne,  en  effet,  tous  les  modes  de  concours  où  chacun  des 
rivaux  lutte  successivement  avec  tous  les  autres. 

La  lutte,  le  combat  entre  deux  concurrents,  est  ce  que  l'auteur 
appelle  un  Jeu.  L'assaut  est  l'ensemble  de  plusieurs  jeux  ;  l'assaut 
complet,  l'ensemble  de  tous  les  jeux  possibles.  Si  le  nombre  des 
concurrents,  ou,  comme  on  dit  en  escrime,  le  nombre  des  tii'eurs 
est  /i,  l'assaut  complet  comprend  autant  de  jeux  qu'il  existe  de 
combinaisons  simples  de  n  objets  deux  à  deux.  Ce  nombre  des 
jeux  croît  beaucoup  plus  vite  que  le  nombre  des  tireurs.  De  là, 
lorsque  ce  dernier  nombre  est  un  peu  grand,  certaines  difficultés 
pour  organiser  les  assauts  complets  et  pour  en  tenir  la  comptabi- 
lité. L'auteur  fait  connaître  pour  ces  deux  opérations  quelques- 
unes  des  règles,  très  faciles  et  très  simples,  qu'il  a  obtenues 
par  des  considérations  mathématiques,  et  exposées  dans  deux 
Mémoires  insérés  au  Bulletin  [^)de  la  Société  Pliilomathique  de 
Paris. 

Pour  la  comptabilité,  il  indique  l'usage  d'une  table  à  double 
entrée  ou  abaque  contenant  autant  de  lignes  et  autant  de  colonnes 
qu'il  j  a  de  tireurs.  Quelle  que  soit  la  façon  de  marquer  les 
résultats  des  différents  jeux,  chaque  ligne  donne  le  nombre  de 
coups  reçus  par  le  tireur  correspondant^  chaque  colonne,  le 
nombre  de  coups  donnés.  C'est  un  procédé  tout  à  fait  général.  Il 
comprend,  comme  cas  particulier,  celui  que  la  Société  ^ Escrime 
à  Vépée  de  Paris  emploie,  depuis  sa  fondation,  pour  les  poules 
qu'elle  organise.  L'auteur  fait  remarquer  que  les  deux  classements 
effectués,  l'un,  d'a[)rès  le  plus  ])etil  nombre  de  coups  reçus; 
l'autre,  d'après  le  [)lus  grand  nombre  de  coups  donnés,  coïncident 
rarement.  C'est  là  un  fait  curieux  et  ([ui  n'avait  peut-être  point 
encore   été  signalé.   Dans    son    petit   livre,   JNL    1).   Andrc'   \\c  s'v 

(')  Amicc  1898-1S99;  année  1S99-1900. 
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arrête  guère;  mais  depuis,  dans  un  troisième  Mémoire  ('),  il  a 
donné  des  moyens  équitables  pour  rendre  identiques  ces  deux 
classements  dillerents. 

La  question  de  l'organisation  des  assauts  complets  est  beaucoup 
plus  compliquée.  Elle  comprend  deux  parties  se  rapportant,  la 
première,  à  l'ordre  de  succession  des  jeux;  la  seconde,  à  leur 
mode  de  groupement.  Dans  la  première,  il  s'agit  de  former,  avec 
tous  les  jeux  composant  l'assaut  complet,  une  série  linéaire  où 
deux  jeux  consécutifs  ne  comprennent  jamais  un  même  tireur. 
Dans  la  seconde,  de  distribuer  ces  différents  jeux  en  groupes,  qui 
en  comprennent  tous  le  même  nombre;  où,  autant  que  possible, 
figurent  tous  les  tireurs;  et  où  chaque  tireur  ne  se  batte  qu'une 
fois. 

Disposer  les  jeux  en  une  série  linéaire  suivant  l'ordre  que  nous 
venons  d'indiquer,  c'est  une  condition  qui  s'impose,  car  il  serait 
injuste  qu'un  même  tireur  se  battît  deux  fois  de  suite.  Elle  avait 
attiré  l'attention  des  Sociétés  d'escrime,  car  celle  que  nous  avons 
citée  plus  haut  possède,  depuis  plusieurs  années,  des  tableaux 
donnant  un  pareil  ordre  dans  les  cas  où  le  nombre  des  tireurs 
n'est  pas  grand,  c'est-à-dire  dans  les  cas  les  plus  usuels. 

11  semble,  au  contraire,  en  escrime  du  moins,  qu'on  n'avait  pas 
encore  considéré  le  groupement  des  jeux  :  peut-être  même  n'y 
avait-on  pas  songé.  C'est  un  problème  difficile,  que  M.  D.  André 
s'est  posé  et  qu'il  a  résolu.  Lorsque  n  est  pair  et  égal  à  2V,  il  par- 
tage le  système  entier  des  jeux  en  fi  —  i  groupes  de  v  jeux,  dans 
lesquels  tous  les  tireurs  figurent,  et  ne  figurent  chacun,  qu'une 
fois.  Lorsque  n  est  impair  et  égal  à  2vH-  i,  il  partage  ce  même 
système  en  n  groupes  de  v  jeux;  dans  l'un  quelconque  de  ces 
groupes  figurent  tous  les  tireurs,  excepté  un;  mais  le  tireur  qui 
ne  figure  pas  dans  un  groupe  figure  dans  tous  les  autres. 

L'auteur  a  trouvé  une  méthode  générale,  en  quelque  sorte  méca- 
nique, pour  former  tous  ces  groupes,  quel  que  soit  le  nombre 
pair  ou  impair  des  tireurs.  Cette  méthode  résout  à  elle  seule,  et 
en  même  temps,  la  question  de  la  disposition  des  jeux  et  celle  de 
leur  groupement.  Elle  conduit,  en  effet,  à  ranger  tous  les  jeux 
en  une   série   linéaire   où  deux  jeux  consécutifs  ne  comprennent 

(')  Bulletin  de  fa  Sociélé  Pliilomalkique  de  Paris,  année  1S99-1900. 
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jamais  un  même  tireur;  et  où  des  vides,  convenablement  espacés, 
séparent  les  uns  des  autres  les  différents  groupes  de  jeux. 

Cette  division  de  la  série  en  groupes  successifs  présente  de 
grands  avantages.  Lorsque  les  jeux  sont  nombreux,  en  effet,  on  ne 
peut  pas  les  effectuer  tous  en  une  seule  fois,  en  une  seule  séance. 
11  faut,  de  temps  en  temps,  s'interrompre.  A  quels  moments 
opérer  ces  interruptions  ou,  plutôt,  en  quels  points  de  la  série 
linéaire  exécuter  ces  coupures?  Aux  points  qui  séparent  les 
groupes  successifs.  Lorsqu'on  oprre  ainsi,  tout  se  passe  de  la 
façon  la  plus  équitable.  En  chaque  séance,  autant  qu'il  est  pos- 
sible, les  tireurs  sont  tous  traités  de  même.  Le  partage  en  groupes 
permet,  en  outre,  si  l'on  institue  plusieurs  jurys,  de  faire  exécuter 
simultanément  plusieurs  jeux  d'un  même  groupe,  ou  même  la 
totalité  de  ces  jeux.  C'est  le  moyen  d'effectuer  le  concours  entier 
dans  un  minimum  de  temps. 

Les  Mémoires  et  le  livre  de  M.  D.  André  nous  paraissent  être 
les  premiers  travaux  où  Ton  ait  traité  scientifiquement,  et  dans 
leur  ensemble,  ces  questions  de  la  comptabilité  et  de  l'organisa- 
tion des  Assauts  complets.  Grâce  à  eux,  ces  questions  ont  pris, 
dans  les  Mathématiques  appliquées,  pour  la  garder  et  s'y  déve- 
lopper, la  place  qu'elles  méritent.  A  la  vérité,  la  comptabilité  des 
Assauts  complets  n'offrant  guère  de  difficultés,  ne  présente  pas, 
au  point  de  vue  mathématique,  un  intérêt  très  grand;  mais  il  en 
est  tout  autrement  de  l'organisation  de  ces  mêmes  assauts.  Les 
deux  problèmes  de  la  disposition  des  jeux  en  série  et  de  leur  dis- 
tribution en  groupes  sont,  en  effet,  deux  problèmes  d'Analyse 
combinatoire,  relatifs  aux  combinaisons  simples  de  n  objets  deux 
à  deux,  et  déjà  assez  difficiles.  La  méthode  donnée  par  l'auteur  en 
constitue  une  solution  complète.  Ils  peuvent,  d'ailleurs,  immédia- 
tement être  généralisés,  et  ils  l'ont  été,  par  I\L  D.  Andié  lui- 
même  ('),  en  ces  deux  énoncés  : 

L  filant  données  toutes  les  combinaisons  simples  de  u  élé- 
ments p  et  p^  placer  ces  combinaisons  les  unes  éi  la  suite  des 
autres  sur  une  même  ligne,  de  telle  f((ron  que  deux  eoudunai- 


(')  Intcrmcilidirc  des  Mathcniaticiciis,  I.    \ll,  p.    sfij. 
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sons  coiiséciitWes  quelconques  ne  comprennent  janiuis  j)tus  de 
k  éléments  communs  ; 

II.  Le  nombre  N  des  combinaisons  simples,  p  «/?,  de  n  élé- 
ments étant  divisible  par  h,  distribuer  ces  N  combinaisons  en  h 
groupes  pareils,  c'est-à-dire  en  h  groupes  contenant  tous  le 
même  nombre  de  combinaisons  et  formés  tous  de  la  même 
manière  à  V aide  des  n  éléments  considérés. 

En  même  temps  que  rorganisalioii  des  Assauts  complets  con- 
duit à  la  considération  de  ces  problèmes,  il  est  bien  évident  qu'elle 
louche  à  une  question  très  générale  aussi,  qui  se  présente  souvent 
dans  l'armée,  la  marine  et  surtout  l'industrie  :  la  question  si  impor- 
tante de  la  formation  des  équipes  et  de  leur  roulement. 


BIUOSGHI  (Fii.vxcKSco).  —  Opère  matiiematiciie  puijblicate  per  cura  del 
CoMiTATO  per  le  Onoranze  A  Francescjo  Brioschi  [G.  Jscoli,  E.  Beltrami, 
C.  Colombo,  L.  Crcmoiia^  C.  Negri,  C.  Scltiaparelli).  Tomo  Primo  con 
Retratto  di  F.  Brioschi,  in-4%  XII-416  p.  Milan,  U.  Hoepli,  1901. 

Immédiatement  après  la  mort  de  F.  Brioschi,  l'éminent  fonda- 
teur et  })rofessenr  de  l'Institut  technique  de  Milan,  de  nombreux 
élèves,  amis  et  admirateurs  de  ce  grand  géomètre  italien,  consti- 
tuèrent un  Comité  chargé  de  recueillir  des  souscriptions  pour 
honorer  dignement  sa  mémoire. 

Les  sommes  nécessaires  avant  été  rapidement  recueillies,  les 
souscripteurs  confièrent  à  un  Comité  le  soin  de  les  employer  de  la 
manière  la  plus  |)ropre  à  perpétuer  le  souvenir  de  F.  Brioschi. 

Ce  Comité  décida  d'emplover  une  partie  de  la  somme  dispo- 
nible à  élever  une  statue  de  bronze  au  grand  géomètre  et  à  placer 
deux  inscriptions  commémoratives,  l'une,  à  l'Inslitut  Lombard  des 
Sciences  et  Lettres,  l'autre  au  Collège  des  Ingénieurs  de  Milan; 
une  autre  partie  de  la  souscription  a  été  consacrée  à  l'achat  de  sa 
bibliothèque;  le  reste  servira  à  assurer  la  publication  de  loute  son 
œuvre  mathématique. 

C'est  le  j)remicr  Volume  de  celte  |)ublication,  orné  d'un  beau 
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et  ressemblant  portrait  de  Brioschi,  qui  est  offert  aujourd'liul  au 
public  savant. 

Le  Comité,  avait  délégué  à  MM.  Beltrami  et  Gremona  le  soin  de 
recueilbr  les  nombreux  écrits  que  Briosclii  avait  donnés  dans  les 
différents  recueils  scientifiques,  de  les  classer,  de  procéder  à  leur 
revision  en  faisant  appel  au  concours  des  amis  et  des  élèves  de 
Brioschi.  C'est  ainsi  qu'ont  été  préparés  les  deux  premiers  vo- 
lumes avec  le  concours  de  MM.  Cerruti,  Bianclii,  Capelli,  Ger- 
baldi,  Loria,  Pascal,  Pittarelli,  Reina  et  Tonelli.  M.  Gerbaldi  s'est 
de  plus  chargé  de  la  seconde  et  définitive  revision  de  fensemble. 

Après  la  mort  prématurée  de  Beltrami,  le  Comité  a  fait  appel, 
pour  le  rem|)lacer,  aux  professeurs  V.  Cerruti  et  Pascal,  qui 
auront,  avec  M.  Gerbaldi,  à  surveiller  et  à  préparer  le  reste  de  la 
publication. 

On  le  voit,  le  Comité  a  pris  toutes  les  mesures  nécessaires  pour 
remplir  dignement  la  mission  qui  lui  était  confiée  et  pour  élever  à 
la  mémoire  de  Briosclii  un  monument  vraiment  digne  de  ses 
travaux.  11  nous  reste  mainlenant  à  faire  connaître  à  nos  lecteurs 
quel  a  été  le  plan  ado[)té  pour  la  ])ublication  acluelle  dont  la 
disposition  typographique  fera  vraiment  honneur  à  l'éditeur  mila- 
nais, M.  Iloepli. 

On  aurait  pu  classer  les  Mémoires  si  nombreux  de  Brioschi,  soit 
j)ar  ordre  chronologique,  soit  par  ordre  de  matières.  Le  Comité  a 
préféré  adopter  une  méthode  toute  différente  et  rapprocher  tous 
les  Mémoires  publiés  dans  le  même  Recueil;  en  commençant  par 
ceux  qui  sont  les  plus  nombreux  et  qui  ont  été  publiés  dans  les 
Annales  de  Toi'lollni,  et  ensuite  dans  X^^Annaliàç,  Milan  qui  en 
furent  la  continuation.  A  la  fin  de  la  publication  seulement,  seront 
données  les  classifications  des  Mémoires,  soit  par  ordre  chronolo- 
gique, soit  par  ordre  de  matières,  en  même  temj)s  (pi'une  ('luile 
sur  la  vie  scientifique  de  l'auteur. 

Le  premier  Volume,  que  nous  avons  sous  les  jeux,  ne  comprend 
pas  moins  de  5 /j  IMémoires  se  rap|)ortant  aux  sujets  les  plus  variés. 
Nous  n'avons  |)as  besoin  de  dire  (pie  hnir  réunion  intéressera 
vivement  les  géomètres  et  (pie  leur  lectui-e  ollrira  \c  \\\w^  \il 
iiitér(H.  Ces  Ab-moires  touchcnl  à  toutes  les  (pj('>li()ns  \(Mil;ibh'- 
ment  inqioilaiiles.  I^es  uns  se  rapporlciil  à  lAnaUx"  infmilc^i- 
male,    à   la    lli('()ii(>   do   ('(pialioii^    d  iHereiil  K'lh'->    et    aux    deiisees 
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partielles,  à  la  lliéorie  des  séries,  à  celle  des  intégrales  définies; 
mais  les  plus  nombreux  traitent  de  différentes  questions  de  Géo- 
métrie infinitésimale,  de  la  théorie  des  déterminanls,  où  Brioschi 
a  laissé  une  trace  si  féconde,  de  la  Mécanique  analytique,  etc.  On 
verra  réunis  avec  plaisir  les  écrits  où  Brioschi,  après  Lagrange  et 
Bertrand,  est  revenu  sur  l'importante  théorie  des  courbes  tauto- 
chrones  et  surtont  ses  importants  Mémoires  sur  la  théorie  des 
formes  algébriques  et  sur  la  résolution  de  l'équation  du  cinquième 
degré.  L'étude  de  tous  ces  travaux  sera  éminemment  faite  pour 
donner  aux  jeunes  géomètres  la  souplesse  et  l'agilité,  la  variété  de 
connaissances  qui  sont  indispensables  dans  les  recherches.  C'est 
avec  grand  plaisir  que  nous  avons  revu  au  passage  tant  d'écrits 
excellents  dont  l'apparition  avait  été  accueillie  avec  faveur  et 
avait  suscité,  soit  en  Italie,  soit  ailleurs,  de  nombreuses  études. 
J^eur  réunion  sous  une  forme  attrayante  renouvellera  leur  elfet  et 
leur  influence,  de  sorte  que  le  Comité,  en  même  temps  qu'il  aura 
rendu  à  Brioschi  un  hommage  mérité,  aura  trouvé  moyen  de 
rendre  un  incontesté  service  aux  études  qui  ont  été  la  préoccu- 
pation de  toute  la  vie  du  grand  géomètre  italien. 

G.  D. 


BUllL  (Adolphi:.).  —  Sur  les  équations  différentielles  simultanées  et 

LV    FORiME    AUX    DÉRIVÉES    PARTIELLES    ADJOINTE.    Paiis,    Naucl,     I9OI;     lll-S" 

de  61  p. 

Le  Travail  de  M.  Biihl  est  relatif  à  l'étude  des  deux  propositions 
suivantes  : 

L   Etant  donné  un  système  cV équations  di £ ércntielles  sinnil- 

tanées  tel  que 

dxi        dx-i  d.v,i 

ii  existe,   au  moins   théoriquement,    une  forme  linéaire  aux 
dérivées  partielles  telle  que 

yr    à^       V    ^*  V     ^* 

I  1   ^ i-    1  2  -\ h  ...  -h    1  /i ■> 

rJXi  0X2  Ox',1 
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laquelle  est  une  intégrale  du  système  considéré,  si  <I>  en  est  une. 

ir.  A  tout  système  que  Von  sait  intégrer,  tel  que 

dxx        dx-i  dxfi 

correspond  une  infinité  d^ autres  systèmes  de  même  forme,  tels 
que  si  <I>  est  une  intégrale  de  Vun  deux  la  forme  linéaire 
aux  dérivées  partielles 

dx\        '  '  dx-i       '  '  '       "'  dx,i 
en  est  une  autre. 

La  première  de  ces  propositions  comprend  comme  cas  particu- 
lier le  célèbre  théorème  de  Poisson  qui,  comme  on  le  sait,  donne 
une  troisième  intégrale  d'un  système  spécial  d'équations  difTéren- 
tielles,  appelé  système  canonique  dès  qu'on  en  connaît  deux. 

L'auteur  envisage  un  système  non  plus  canonique,  mais  quel- 
conque d'équations  simultanées,  et  arrive  à  donner  un  énoncé 
simple  du  tliéorème  de  Poisson,  énoncé  s'appliqiiant  à  un  sys- 
tème quelconque.  Le  théorème  de  Poisson  s'applique  uniquement 
aux  équations  canoniques.  Pour  l'appliquer  à  un  système  quel- 
conque, il  fallait  ramener  ce  système  à  la  forme  canonique.  La 
possibilité  de  cette  transformation  a  été  déjà  indiquée  par  Liou- 
ville  dans  une  Note  du  Journal  de  MatJiématiques.  Mais  cette 
transformation  a  paru  à  M.  Biilil  peu  avantageuse  en  ce  qu'elle 
consiste  à  introduire  des  variables  parasites. 

Dans  un  premier  Chapitre,  M.  Biihl  s'occupe  des  fonctions 
adjointes  et  de  la  forme  adjointe  d'un  système  d'équations  dilfé- 
rentielles.  Il  a  étudié  en  outre  cette  forme  adjointe  et  en  a  indiqué 
les  principales  propriétés  fondamentales.  L'auteur  établit  ensuite 
la  réciprocité  entre  les  fonctions  adjointes.  En  d'autres  Icrnu^s, 
si  Y,,  Yo,  .  .  . ,  Y//  sont  les  fonctions  adjointes  du  système 

dx^       dx2  dXfi 

X 1  X  2  X  „ 

X, ,  Xo,  .  .  . ,  X„  sont  aussi  les  fonctions  adjointes  du  syslènic 

dxx        dx2  (^x„ 

'  "y  ~v^        *  *  *        ~\      * 

Il  '2  »  /< 
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H  fait  en  particulier,  pour  l'éclaircissement  de  la  théorie,  une 
application  numérique  au  système  d'équations 

d.T     _     ^^f     _     ^^^ 

y  —  z        z—x        X — y 

Eniin,  dans  un  dernier  Gliapitre,  M.  Biihl  étudie  les  équations 
canoniques,  en  les  considérant  comme  des  cas  particuliers  des 
équations  générales  qu'il  a  étudiées  précédemment.  11  retrouve 
ainsi  les  principales  propriétés  de  ces  équations  particulières. 

En  résumé,  pour  appliquer  le  théorème  de  Poisson  à  un  système 
quelconque  d'équations  différentielles,  deux  moyens  se  présen- 
taient à  l'esprit  :  celui  de  ramener  le  système  considéré  à  nn 
système  d'équations  canoniques,  ou  celui  de  modifier  l'énoncé  du 
théorème  de  Poisson  pour  le  rendre  applicable  à  un  système 
quelconque. 

C'est  cette  dernière  voie  qu'a  suivie  ]M.  Bijlil  ;  la  première,  peut- 
être  moins  avantageuse,  avait  été  déjà  signalée  par  M.  Liouville. 

E.  E. 


MELANGES. 


MÉCANIQUE. 
NOTE  SUR  LA  TENSION  DE  LA  TIGE  D'UN  PENDULE  SPHÉRIQUE; 

Par  INI.  A.  de  SAINT-GERMAIN. 


Dans  son  Traité  des  fonctions  elliptiques^  t.  II,  p.  i34,  Halphen 
donne  une  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  tension 
de  la  tige  d'un  pendule  sphérique  puisse  changer  de  signe  en 
passant  |)ar  zéro,  la  projection  horizontale  de  la  trajectoire  du 
pendule  ayant  alors  des  points  d'inflexion.  11  n'est  peut-être  pas 
sans  intérêt  de  montrer  que  le  résultat  peut  se  déduire  très  faci- 
lement des  formules  élémentaires,    mais  surtout  qu'il    implique 
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algébriquement  une  double  condition  pour  les  hauteurs  des  deux 
parallèles  entre  lesquels  oscille  le  pendule. 

Soit  M  un  point  pesant,  relié  au  point  fixe  O  par  une  tige 
rigide,  de  longueur  /  et  de  masse  négligeable  :  si  on  lui  donne 
nn  mouvement  initial  quelconque,  il  se  meut  sur  une  sphère  et, 
quand  il  est  à  la  cote  z  au-dessous  du  plan  horizontal  mené  par  O, 

sa  vitesse  est  de  la  forme  sj-i g(^z  —  a),  la  tension  N  de  la  tige  OIM 

3-3  —  'la 
étant  jnn' -, 

Il  s'agit  de  voir  dans   quels  cas   la  valeur  —  de  ^  qui  annule 

l'expression  de  N  est  parmi  celles  que  ])eut  atteindre  la  cote  dn 
point  M.  On  sait  que  cetle  cote  oscille  entre  les  deux  plus  grandes 
racines  a,  [j,  d'un  poljnome  de  la  forme 

<f(3)  =  ig{z  —  a){l''—  z"')—  C^-=^  —ig(z^—  az''—  l'^z  +  al'--\-  —\ 

cp(j3)  a  toujours  trois  racines  réelles  a,  p,  y,  satisfaisant  aux  con- 
ditions suivantes  [Voir,  par  exemple,  M.  Appell,  Mécanique, 
t.  1,  p.  486)  : 

oc  -j-  p 


Pour  que  N  s'annule,  il  faut  qu'on  ait  a ~  >  o,  jS —  <<  o. 

Si  je  remarque  que  a  est  égal  à  la  somme  des  racines  a,  [3,  y,  j'ai 


3  3  V       '    ^         a-h[i  y  3(a  +  fi) 

la  première  inégalité  est  visiblement  toujours  satisfaite  :  consi- 
dérons la  seconde.  Nous  savons  que  la  vitesse  w  au  point  le  plus 

haut  de  la  trajectoire,  où  z  =  [j,  est  s/^gC^  —  a)\  on  en  conclul 


nous  verrons  bientôt  que  [^  doit  être  <<  o  ;  cela  étant,  Tinéga- 
lité  (v- H- i,>^  <^  o  revient  précisément  à  celle  ((ue  donne  Halphen 
à  la  fin  de  ses  calculs. 
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Mais  nous  pouvons  aussi  écrire 

2rt  _  f32+a3  +  2/2_2a■ 


3  3(a-l-P) 

pour  que  celte  différence  soit  négative,  il  faut  que  ^  soit  compris 
entre  les  racines  du  numérateur  considéré  comme  un  trinôme 
en  p,  savoir 

Il  faut  d'abord  que  p'  et  ^J'  soient  réelles^  a^  ~^^  ^^  ^^^^  ^^^" 

cendre  au-dessous  du  parallèle  de  cote  — ^'  dont  le  rayon,  -^  est 

vu  du  centre  sous  l'angle  de  19^28' i6'',  4-  Cette  condition  remplie, 
P'  et  ^J'  seront  négatives  et  nous  avons  dit  que  p  doit  être  compris 
entre   elles.  Lorsque  p  atteint  ces  limites,  a  est  respectivement 

éeal  à  -  3'  ou  à  -  B''  :  comme  d'ailleurs  -^  est  ;>  o,  a  étant  exprimé 
en  fonction  de  a  et  de  fi,  on  voit  que,  pour  les  valeurs  intermé- 
diaires de  S,  a  sera  compris  entre  — ^  et  — ^-  Quand  a  croît  de  —:— 

à  /,  P'  décroît  de —  à  —  /,  p"  croît  de ^  à  zéro.  Pour 

a  = /,   cas   du   pendule   simple,    a   doit  être   compris   entre    zéro 

et  —  -  /. 

2 

On   peut  dire  enfln    que  la   condition   cp(— )^o   suffît  pour 

nvT                             ,          f            1           ,             ici               ,i,2a-h28  —  Y 
que  i\  passe  par  zéro,  étant  donne  que  -^ y,  égal  a :~ -y 

est  certainement  négatif. 
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FOUCAULT  CM.)  —  Lv  P.svciiopiiysique.  Thèse  pour  le  doclorat  es  lettres, 
présentée  devant  la  Faculté  des  Lettres  de  TUnivcrsité  de  Paris.  Un  vol. 
in-8";  491  p-  Paris.  F.  Alcan,  190 1. 

La  Psjchophjsiqiie,  conçue  comme  une  science  exacte  de 
V àrne  et  du  corps,  a  donné  de  grandes  espérances  à  son  fonda- 
teur, et  peut-être  à  queUpies  autres  personnes.  En  resle-t-il 
quelque  chose,  aujourd'hui?  C'est  ce  qu'il  n'est  pas  très  facile 
de  décider,  après  la  lecture  du  consciencieux  travail  que  M.  Fou- 
cault vient  de  consacrer  à  l'histoire  de  cette  curieuse  tentative.  Il 
n'en  reste  peut-être  rien,  au  point  de  vue  philosophique,  et  il 
semble  que  ce  soit  là  l'opinion  des  philosophes;  mais  ]NL  Fou- 
cault ne  s'est  pas  borné  à  raconter  les  faits,  à  résumer  les  Mémoires 
et  les  conclusions,  telles  quelles,  de  leurs  auteurs,  il  a  voulu  être 
vraiment  l'historien  de  cet  essai  de  science,  et  comprendre  quelle 
réalité  pouvaient  atteindre  les  expériences  et  les  mesures  que  l'on 
avait  faites.  D'après  lui,  cette  réalité  n'est  nullement  Vinteiisité 
de  la  sensation,  ])our  la  bonne  raison  que  cette  intensité  n'existe 
pas  :  la  pbqiart  des  recherches  psychophysiques  se  rapportent  aux 
erreurs  d observation,  et  ce  dernier  jugement  est  bien,  en  elTet, 
la  conclusion  qui  semble  se  dégager  de  l'histoire  que  iM.  Fou- 
cault a  retracée  avec  une  parfaite  conscience  et  un  grand  luxe 
d'informations;  on  lui  saura  d'autant  plus  gré  de  ces  informa- 
tions qu'il  faut  plus  de  vertu  pour  aller  les  chercher  ailleurs 
que  dans  son  travail:  en  fait,  ce  sont  les  erreurs  d'observation  qui 
se  trouvent,  d'ordinaire,  avoir  été  étudiées  par  les  psychophvsi- 
ciens.  Ceux-ci  ne  s'en  sont  pas  toujours  doutés  et  semblent,  tout 
au  contraire,  s'être  figuré  parfois  que  les  physiciens  et  les  astro- 
nomes, qui  se  sont  toujours  préoccupés  etsepréoccuperont  toujours 
(les  erreurs  d'observation,  avaient,  en  étudiant  ces  erreurs,  fait  i\(^ 
la  Psychophysique  sans  le  savoii-,  si  bien  que,  d'après  Fechner,  le 
pioblènu^  fondanienlal  de  la  Psvchophysi(|ue  aurait  ('■(»'  i('s(^hi 
avant  (pie  (rêlrc;  posé.  Mais  peu  inipoiie  ceux  (pu  onl  su,  on  n'oiil 
pas  su,  ce  quMs  faisaionl.  I/t'hidc  (I(>s  eiMMMirs  d'observal  ion    ri  en 

lliill.  des  Sciences  mol  lu'nt  .^    ''   sitii".  !.  \\N.   (Iiiillcl   i()i>i.)  i) 
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ol  pas  moins  capllalo,  cl  II  est  poiil-cLre  bon  (prclle  soil  cnli(^- 
prisc  t'I  repr  se  par  des  esprits  divers  ayant  des  habitudes  diiïe- 
renles,  par  des  boninies  de  science,  rompus  au  maniement  des 
instruments  de  précision  comme  à  l'interprétation  des  tableaux, 
numériques,  par  des  psychologues  familiers  avec  les  analyses 
sid)lil(;s,  par  des  physioloi^istes  aussi  cpii  connaissent  à  fond  les 
organes  des  sens  et  même,  s'il  s'en  trouve  après  Ilelmboltz,  par 
des  gens  qui  possèdent  toutes  ces  qualités,  et  d'autres  encore.  C'est 
nne  simple  truisme  que  de  dire  que  le  progrès  des  sciences  phy- 
siques est  lié  aux  résidtats  d'une  élude  qui  peut  fournir  les 
moyens  de  diminuer  ou  d'éliminer  quelque  |)eu  les  erreurs 
d'observation.  L'imperfection  de  nos  sens  et  des  instrumenls  de 
mesure  a  joué  un  rôle  utde  dans  la  constitution  des  sciences 
physiques  en  obligeanl  les  savants  à  porter  uniquement  leur  atten- 
tion sur  la  partie  la  plus  grosse  des  |)hénomènes,  et,  pour  ainsi 
dire,  sur  le  premier  terme  des  séries  qui  les  représenlent  :  ainsi 
a  pu  naître  et  se  confirmer  celle  croyance  dans  la  simplicité  des 
lois  naturelles  qui  a  soutenu  pendant  longtemps  renlhousiasmc 
des  travailleurs.  Aujourd'hui  les  sciences  sont  assez  avancées,  la 
valeur  théorique  et  pratique  de  leurs  résultats  est  assez  éprouvée 
])Our  que  les  travailleurs  puissent  abandonner  cette  croyance 
naïve  :  la  foi  dans  le  déterminisme  des  phénomènes  qu'ils  étudient 
leur  suffit;  mais  à  mesure  qu'ils  veulent  pénélrer  plus  avant  dans 
ces  phénomènes,  ils  doivent  inventer  des  procédés  de  mesure  de 
plus  en  plus  précis  :  si  le  mouvement  qu'a  créé  Fechner  ne  s'arrête 
pas  et  permet  quelque  jour  d'obtenir  celle  précision  désirée,  peut- 
être  faudrait-il  conserver  quelque  reconnaissance  pour  le  fondateur 
de  la  Psychophysique.  «  S'il  est  vrai,  dit  en  terminant  M.  Fou- 
cault, fpi'il  a  échoué  dans  son  entreprise  spéciale  de  fonder  la  Psy- 
chophvsique  comme  science  exacte,  son  échec  est  de  ceux  que 
seuls  peuvent  subir  les  hommes  de  génie.  »  Je  ne  sais  si  celle 
consolation  aurait  suffi  à  Fechner,  ni  s'il  y  avait  droit;  mais  il 
faut  pardonner  aux  historiens  de  s'éprendre  un  peu  troj)  de  ceux 
qu'ils  étudient;  c'est  encore  là  une  illusion  utile,  qu'ils  peuvent 
perdre,  sans  inconv(''nient,  dès  rpiils  l'ont  exprimée  et  qu'ils  ont 
termin(;  leur  œuvre. 

L'idée  dont  s'est  enthousiasmé  Fechner  a  germé  dans   la   tête 
de  très  grands  malhémnliciens,  parmi  lcs((uels  M.  Foucault  cite 
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Daniel  Bernoiilli.  Laplace  et  Poisson.  Laplacc  veut  c|ne  l'on  dis- 
tingue, dans  le  bien  espéré,  la  valeur  relative  de  la  valeur  absolue  : 
«  celle-ci,  dit-Il,  est  Indépendante  des  motifs  cpii  la  font  désirer, 
au  lieu  que  la  première  croît  avec  ces  motifs. 

))  On  ne  peut  espérer  de  règle  générale  pour  apprécier  cette 
valeur  relative;  cependant  il  est  naturel  de  supposer  la  valeur 
relative  d'une  somme  infiniment  petite  en  raison  directe  de  sa 
valeur  absolue,  en  raison  inverse  du  bien  total  de  la  personne 
intéressée.  En  effet,  11  est  clair  qu'un  franc  a  très  peu  de  prix 
pour  celui  qui  en  possède  un  grand  nombre  et  que  la  manière  la 
plus  naturelle  d'estimer  sa  valeur  relative  est  de  la  supposer  en 

raison  inverse  de  ce  nombre  »,  et  plus  loin  « mais  l'avantage 

moral  que  peut  procurer  une  somme  espérée  dépend  d'une  infinité 
de  circonstances  propres  à  chaque  individu  et  qu'il  est  Impossible 
d'évaluer.  La  seule  considération  générale  que  Ton  puisse  employer 
à  cet  égard  est  que,  plus  on  est  riche,  moins  une  somme  très 
petite  peut  être  avantageuse,  toutes  choses  égales  d'ailleurs.  Ainsi, 
la  supposition  la  plus  naturelle  que  l'on  puisse  faire  est  celle  d'un 
avantage  moral  réciproque  au  bien  de  la  personne  intéressée.  C'est 
à  cela  que  se  réduit  le  [)rincipe  de  Daniel  BernouUi,  principe  qui, 
comme  on  vient  de  le  voir,  fait  coïncider  les  résultats  du  calcul 
avec  les  indications  du  sens  commun,  et  qui  donne  le  moyen 
d'apprécier  avec  quelque  exactitude  ces  indications  toujours 
vagues  ( ' )   ». 

On  volt  combien  les  paroles  de  Laplace  étalent  prudentes  : 
assurément,  il  n'était  pas  duj)c  de  la  relation 

7=/.lo-| 

entre  \à  foitune  physique  x  et  Va  fortune  moinlc  y  ^  qu'il  déduit 
des  principes  précédents.  La  loi  de  Fechner,  (pii  relierait  l'inten- 
sité de  la  sensation  y  à  l'excitation  x^  a  la  même  forme;  mais  ccu\ 
qui,  pour  donner  plus  d'autorité  à  cette  loi,  veulent  la  placer  sc^us 
l'Invocation  de  fjaplacc,  ne  feraient  pas  mal  de  raj)peler  la  ic'serve 
du  grand  g('ouiètrc,  (;t  de  s'en  |)én(''trer. 

On  Irouvera,  dans  le  lixredc;  W.  Foucault.  (rinl(''r(\-;sauls  (h- l.iils 

(')  Oit'favc'.s'.  i.  \"ll,  p.  ii)()  et  '||t). 
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sur  les  (liIlcrciUs  (ravaiix  dont  les  conclusions  se  ra])|)roclionl  plus 
ou  moins  de  la  loi  célèbre  ([uc  lÙMiesL  llcnricli  Weber  a  formulée 
d'une  façon  précise,  et  sur  laquelle  je  voudrais  m'arrétcr  un 
inslant. 

Si  l'on  o])serve  une  ([uanlilé  A  qui  varie  Lrès  peu  à  partir  d'une 
valeur  fixe  a,  on  ne  s'aperçoit  d'aucun  changement  quand  les  varia- 
tions sont  très  ])eliles  ;  le  changement  n'est  apprécié  qu'à  partir 
d'un  minimum  de  variation  de  la  quantité  observée  :  ce  mininimn 
perceptible  dépend  de  a,  et  l'on  peut  ainsi  le  représenter  par  '>5(a); 
que  ce  minimum  perceptible  soit  assez  difficile  à  déterminer,  c'est 
ce  dont  personne  ne  doutera,  et  ce  que  les  expériences  décrites 
par  IM.  Foucault  montrent  clairement.  Il  paraît  toutefois  qu'on  par- 
vient, dans  un  grand  nombre  de  cas,  à  le  mesurer  avec  une  exac- 
titude suffisante.  Les  psjchophvsiciens,  Fechner,  Wundt,  et  bien 
d'autres,  ont  imaginé  et  réalisé  pour  cela  un  très  grand  nombre 
d'expériences,  dont  quelques-unes  sont  fort  ingénieuses.  La  loi  de 

Weber  consiste  en  ce  que  le  rapport est  constant.  Les  expé- 
riences montrent  que  cette  loi  n'est  qu'approchée.  Qu'il  en  soit 
ainsi,  c'est  ce  qui  ne  peut  étonner  personne;  la  façon  approxima-' 
tive  dont  elle  se  vérifie,    entre    certaines  limites,   n'en   reste  pas 
moins  très  intéressante. 

En    dehors    du    défaut    de    précision    avec    laquelle    peut    être 

obtenu  le  numérateur  du   rapport-^- — ?  la  forme  même  de  la  loi 

de  ^\  eber  et  la  généralité  avec  laquelle  on  prétend  l'énoncer 
montrent  assez  qu'elle  ne  peut  être  qu'approximative,  qu'elle  ne 
peut  être  qu'une  sorte  de  loi  de  tendance  :  En  eflet,  si  elle  est 
vraie  avec  un  mode  particulier  de  mesure  adopté  pour  la  gran- 
deur A,  elle  ne  sera  pas  vraie  pour  tous  les  autres  modes  de  mesure 

11  •         •  1  ©(a)        .      .  ,      .  1 

que  i  on  peut  imaginer  :  le  rapport  '— —  ne  jouit  sans  doute  pas  de 

la  propriété  de  rester  constant  quand  on  y  fait  un  changement  de 
variable  quelconque.  Dans  chaque  série  d'expériences  instituées 
pour  confirmer  ou  infirmer  la  loi  de  Weber,  on  dit  bien,  sans 
doute,  quel  mode  de  mesure  on  a  adoplé,  mais  pourquoi  est-ce  ce 
mode-là  qu'on  a  adopté,  pourquoi  cette  graduation  plutôt  qu'une 
autre  et  comment  arrive-t-il  que,  dans  des  ordres  de  recherches 
très  difTérentes,   celle  loi  se  vérifie,    même   grossièrement?  Dans 
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ceiiains  cas,  il  y  a  des  inodes  de  mesure  qui  s'Imposent  naliircllc- 
ment,  en  cjuelque  sorte.  S'il  a  à  mesurer  une  long;ueur,  un  physi- 
cien prendra,  par  exem[)le,  une,  règle  divisée  en  milliniètres  ;  il  ne 
lui  viendra  pas  à  l'esprit  de  prendre  une  règle  où  seraient  maicpiés, 
à  la  place  des  nombres  de  millimètres,  les  logarithmes  de  ces 
nombres;  mais  chacun  sait  que,  pour  bien  des  quantités,  la  gra- 
duation est  arbitraire,  et  les  raisons  plus  ou  moins  {)rofondes  (pril 
y  a  pour  adopter  une  graduation  plutôt  qu'une  autre  ne  sont 
point  en  cause  ici.  Ce  qui  importe  essentiellement,  c'est  de  faire 
correspondre  toujours  le  même  nombre  à  la  même  quantité,  et 
toujours  un  plus  grand  nombre  à  une  quantité  plus  grande.  Les 
nombres  que  l'on  fait  ainsi  correspondre  aux  divers  états  de  la 
grandeur  ne  sont  pas,  à  proprement  parler,  des  mesures  de  ces 
états,  comme  dans  le  cas  des  longueurs,  mais  des  signeSy  au 
moyen  desquels  on  marque  et  l'on  reconnaît  ces  états.  Si  la  loi 
de  Weber  reste  à  peu  près  vraie,  entre  certaines  limites,  pour  des 
phénomènes  d'ordre  très  différent,  cela  tient  sans  doute  à  ce  que, 
sous  des  conditions  mathématiques  bien  connues,  la  graduation 
adoptée  est  à  peu  près  indiderenle  :  si  l'on  reste  entre  des  limites 
où  les  difierences  entre  les  nombres  marqués  sur  la  première 
échelle  sont  proportionnelles  aux  difierences  entre  les  nombres 
correspondants  marqués  sur  la  seconde  échelle,  il  peut  être  indif- 
férent d'adopter  une  échelle  ou  une  autre.  Mais  si  c'est  grâce  à 
cette  raison  que  la  loi  de  Weber  reste  viaie,  son  caractère  appa- 
raît clairement  :  elle  ne  peut  être  qu'une  loi  grossièrement 
apj)rochée;  au  reste,  en  consultant  les  nombreux  Tableaux  con- 
tenus dans  le  J^ivre  de  ]M.  Foucault,  ou  reconnaîtra  que,  sur  ce 
point,  pour  parler  comme  Laplacc,  les  résultats  de  l'expérience 
coïncident  avec  les  indications  du  sens  commun.  , 

Ces  indications,  ([ue  j'ai  essayé  de  développer,  supposent  (jue 

dans  le  rapport  -  -  cpii  ligure  dans  la  loi  de  Weber,  le  dénomina- 
teur a  est  une  de  ces  dilTérences,  dont  il  vient  (Tètre  (pjcstion,  et 
(pii  [)ourrai(!nt  être  remplacées  sans  inconvi'nicnt  par  des  dillV- 
rcnces  pr()porlionn(îlles.  Dans  un  passage  de  son  Livi'e,  lorscpi'il 
parh^  (1(^  la  vlarlé  des  perce j}( ions  dij/'ércn t ielh's  (^p.  '.>.().> \ 
1\I.  h\)ucault  regarde  eircctivcment  comme  une  (lill(  rcMice  le  (h'iio- 
minatcur  du  rapport  :  mais  il  ne  pai'aîl  jias  (pie  bc.uicoiip  de  (mmix 
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qui  ont  éUulic  la  loi  de  Webcr  se  soient  préoccupés  de  ce  point  : 
où  est  le  zéro,  rorii;ine  de  la  grandeur  A.  mesurée  par  le  nombre  a 

(pii  (ligure  dans  le  rap[)ort  ' — ^?  J'entends  bien  que,  pour  certaines 

grandeurs,  les  longueurs  par  exemple,  il  y  a  un  zéro  naturel; 
mais  l'on  sait  assez  qu'il  n'en  est  pas  toujours  ainsi.  Les  psj'cbo- 
plijsiciens  appellent  habituellement  cette  grande i,ir  A,  que  l'on 
veut  mesurer,  Vexcitalion;  a  est  la  mesure  de  l'excitation.  Cette 
terminologie  est  assez  fâcheuse,  et  l'on  ne  voit  guère,  à  vrai  dire, 
en  (pioi  une  longueur  de  lo'"'"  est  plus  excil aille  qu'une  longueur 
de  5'"'";  quoi  qu'il  en  soit,  c'est  peut-être  l'emploi  de  ce  terme^ 
dont  je  ne  craindrai  pas  de  me  servir  dans  la  suite,  qui  a  empêché 
les  psjchophysiciens  de  se  poser  cette  question  :  où  est  le  zéro  de 
l'excitation?  la  réponse  sous-entendue  était  trop  claire  :  l'excita- 
tion est  nulle  quand  nous  ne  percevons  rien,  dans  le  silence  s'il 
s'agit  de  son,  dans  l'obscurité  s'il  s'agit  de  lumière;  il  y  aurait  à 
dire  sur  cette  réponse  que  je  prête  bénévolement  à  des  gens  qui 
n'y  ont  peut-être  pas  pensé  :  car,  enfin,  s'il  sagit,  par  exemjile,  de 
la  hauteur  des  sons,  y  aura-t-il  deux  zéros,  là  où  nous  commen- 
çons de  percevoir  les  sons,  et  là  où  nous  cessons  de  les  entendre, 
grâce  à  leur  acuité?  Mais  laissons  ces  cas  singuliers;  même  s'il  y  a 
une  origine  naturelle,  ce  n'est  peut-être  pas  à  partir  de  cette  ori- 
gine qu'il  convient  de  compter  les  excitations^  et  il  seml)le  que 
la  loi  de  Weber,  en  l'admettant,  donne  un  renseignement  sur  la 

place  de  l'origine  qu'il  convient  d'adopter.  Si  le  rapport reste 

constant,  '^{y-)  doit  devenir  nulle  en  même  temps  que  a;  d'où  il 
suit  que,  pour  le  zéro  de  l'excitation,  nous  pouvons  percevoir  les 
plus  petits  accroissements  de  l'excitalion,  que  notre  sensibilité  est 
infime.  Elle  n'est  infinie  nulle  part,  cela  est  bien  certain  ^  mais  si 
elle  est  maximum  quehpie  paît,  c'est  là,  sans  doute,  qu'il  faut 
placer  l'origine,  pour  que  la  loi  de  Weber  soi(  le  moins  fausse 
possible.  Cette  origine  variera  peut-être  avec  les  gens,  avec  leurs 
habitudes,  avec  leur  degré  d'exercice;  pour  tel  ordre  de  phéno- 
mènes, il  y  aura  j)eut-être  plusieurs  maximums  de  la  sensibilité,  et 
il  conviendra,  entre  certaines  limites,  de  choisir  une  origine,  et 
une  autre  origine  entre  d'aulres  limites,  (hi'il  soit  possible  de 
tirer    (pielque    chose,    dans    la    voie    (pie    j'ai    essayé    d'indicpier. 
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des  recherches  sur  le    maximum   de  la  sensibilité    qu'a  relalées 
M.  Foucaull,  c'est  ce  que  je  me  garderais  bien  d'affirmer. 

Quoi  qu'il  en  soit,  c'est  de  cette  loi  de  Weber,  regardée  comme 
générale,  que  Fechner  est  parti  ;  il  en  a  transformé  l'expression 
grâce  à  une  lijpothèse,  ou  à  une  affirmation,  que  je  n'ai  jamais  pu 
regarder  que  comme  une  pure  définition  :  cette  affirmation,  c'est 
que  le  minimum  perceptible  '^(a)  correspond  à  des  accroissements 
égaux  de  l'intensité  de  la  sensation,  a  La  dififérence  de  sensation, 
dit-il,  reste  égale  quand  le  rapport  des  excitations  reste  égal  »,  et 
ailleurs  «  Une  différence   entre  deux  excitations,   différence   que 
l'on  peut  regarder  comme   une   addition   positive   ou   négative   à 
l'une  ou  à  l'autre  des  excitations,  est  toujours  sentie  comme  égale- 
ment grande,  ou  bien  donne  la  même  différence  de  sensation,  le 
même  accroissement  de  sensation,  si  son  rapport  aux  excitations 
entre  lesquelles  elle  existe  reste  constant,  de  quelque  façon  que  sa 
grandeur  absolue  se  modifie  (*).  »  Si  ces  affirmations  avaient  un 
sens  précis,    et  si  elles  étaient  vraies,   il  est  bien  évident  que  le 
nombre  qui  mesure  l'intensité  de  la  sensation  serait  pi'oportionnel 
au  logarithme  du  nombre  qui  mesure  l'intensité  de  l'excitation; 
mais  les  mots  différence  et  accroissement  de  la  sensation  n'ont 
pas  de  signification  claire  :  en  tous  cas  ils  n'ont  pas  par  eux-mêmes 
de  signification  mathématique;  sans  doute  nous  parlons  bien   de 
la  différence  entre  une  sensation  et  une  autre  sensation,   comme 
nous   parlons    de   la   différence  entre   une  vache   et    un  ruisseau; 
cette  différence-là  n'a  rien  à  faire  avec  la  soustraction;  de  même 
pour  l'accroissement,   il  n'est  nulh^ment  conçu  comme   résullani 
d'une   addition.    Ces   mots   ne   peuvent  prendre   une  signification 
mathématique  qu'en  introduisant  des   définitions,  (l'est   la  façon 
même    dont    Fechner   déduit    sa    loi    logarithmique   île    la   loi   de 
Weber  cpii  peut  nous  renseiguer  sur  le  sens  de  ces  d('fiuitu)ns.  Je 
modifierai  ([uelque  peu,  d'ailleurs,   la  forme  de   cette   déduction, 
mais  avec   le  seul  désir^,   si    je   l'ai    bien  comprise,   de    mettre  en 
lumière  les  conventions  (ju'elle  implique. 

Admettant  cpTà   cliacune  des  sensations  qui   eorrespoud(Mil   aux 

diverses    valeurs    a    de    l'excitai  ion     \    corresponde    un    nombre 

P  =y(a),  ce,  nombre  devia  rester  le  même  tniil  (pie  A  reste  eom- 

(')  /.leniCfUc  dcr  Psychoplnsil, ,  p.   iV,.  citHlion  do  M.  FomMiilt. 
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pris  enlrc  a  et  a4-c:/(a),  j)uisf|uc,  alors,  la  sensation  reste  la 
même;  il  devra  changer  quand  A  atteint  a  +  cp(a),  et  deviendra 
alors  jj'zi=y[a  +  cp(a)].  Fecliner  admet  que  la  diflV;rence 

[y-13==/[a  +  cp(a)]-/(a) 

est  indépendante  de  a;  il  est  clair  fpie  c'est  là  une  condition, 
imposée  arbitrairement,  et  pai'  définition,  à  ce  qu'il  appellera 
V intensité  ^  de  la  sensation  :  cette  définition  semble  avoir  été 
justifiée  par  la  vue  suivante  :  la  dillérence  (au  sens  vague)  entre 
les  sensations  qui  corres[)ondeut  aux  excitations  a  et  a  -j-  '^(oc)  est 
également  sentie,  quel  que  soit  a;  les  mots  également  sentie 
veulent  dire,  en  admettant,  bien  entendu,  la  loi  du  seuil,  que  l'on 
ne  s'aperçoit  d'aucune  difiérence  (au  sens  vague),  que  la  sensation 
reste  la  même,  tant  que  l'excitation  variant  à  partir  de  a,  on  n'a 
])as  atteint  la  valeur  a4-o(a),  et  au  contraire,  qu'on  s'aperçoit 
de  quelque  chose,  que  la  sensation  change,  dès  que  l'on  atteint 
cette  valeur,  et  cela  quel  que  soit  a  :  en  remplaçant  alors  la  diOfé- 
rence  (au  sens  vague)  par  une  différence  arithmétique,  et  les  mots, 
vagues  aussi,  également  sentie  par  le  signe  =,  on  parvient  à 
l'énoncé  mathématique  qui  précède.  Qui  ne  voit  là  des  conven- 
tions arbitraires?  Les  conventions  sont  libres,  et  si  Fechner  s'était 
borné  à  dire  que  les  siennes  étaient  les  plus  simples  de  toutes,  et 
même  naturelles,  il  n'v  aurait  eu  qu'à  juger  la  valeur  des  conclu- 
sions qu'il  en  aurait  tirées;  mais  il  y  a  quelque  exagération  à  les 
présenter  comme  nécessaires. 

Le  reste  est  facile  :  Si  l'on  regarde  dans  l'expression 

/[a  +  cp(a)]-/(a) 

(supposée  indépendante  de  a),  'f  (a)  comme  une  quantité  infini- 
ment petite  et  si  l'on  remplace  cette  expression  par  o(a)y'(a),  si 

l'on  se  ra|)jielle  enfin  ([ue  ^ est  une  constante,  d'après  la  loi  de 

Weber,  il  est  clair  que  a/'(a)  devra  être  regardé  comme  indé- 
pendant de  a  et  que,  par  conséquent,  ,3  =/(a)  sera  de  la  forme 

II 
/,  et  h  étant  des  constantes.  Cela  re\ieiit,  en  somme,  à  tlélinir  l'in- 
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Lensilé  de  la  sensation  par  la  formnle  précédenle  (')  cl  à  justifier 
cette  définition  par  quelcpies  considérations  que  le  lecteur  ne 
regardera  peut-être  pas  comme  dénuées  de  toute  valeur,  bien 
qu'il  s'j  mêle  quelques  confusions  de  mots.  Le  caractère  de  la  loi 
de  Fecliner  apparaît  nettement  dans  une  application  que  l'on 
en  fait  en  Astronomie;  j'emprunte  au  Cours  d' Astronomie  de 
M.  Baillaud  (2)  les  quelques  ligues  qui  suivent.  11  s'agit  de 
réchelle  des  grandeurs  des  étoiles  : 

((  L'échelle  des  grandeurs,  depuis  l'invention  des  télescopes, 
a  été  prolongée  successivement  par  d'habiles  observateurs  qui, 
dans  notre  siècle,  se  sont  accordés  mieux  que  l'on  ne  pourrait  le 
croire  a  priori.  Il  est  à  signaler  cependant  que  la  plupart  des 
étoiles  de  6*^  grandeur  du  Catalogue  de  Lalande  sont  notées  à 
la  ^j^  grandeur  par  Piazzl.  Les  mesures  photométriques  faites 
depuis  un  petit  nombre  d'années  par  des  méthodes  très  diverses 
ont  donné  des  résultats  peu  différents  de  ceux  qu'avait  obtenus 
Argelander  à  Bonn  par  l'estimation  directe. 

»    On  pourrait  aujourd'hui  adopter  la  définition  suivante  : 

»  La  différence  AM  des  grandeurs  de  deux  étoiles  d^ éclats  A 
et  B  est 

0,4     "i3 

»  Cette  règle,  proposée  par  Pogson,  indique  que  les  grandeurs 
croissent  en  progression  géométrique.  La  difierence  d'une  gran- 
deur correspond  à  un  rapport  d'éclats  égal  à  10^'''  ou  sensible- 
ment 2,5.  » 

Jl  n'est  pas  douteux  ([ue  cette  définition,  arbitiaire  si  Ton 
veut,  est  justifiée,  dans  une  certaine  mesure,  par  le  classement 
des  étoiles  en  étoiles  de  première,  seconde,  troisième,  etc.,  gran- 
deurs, et  par  ce  fait  que  la  série  des  grandeurs,  (]ui  constitue 
une  progression  arithmétique,  correspond,  au  moins  grossière- 
ment, à  une  progression  géomélri(pie  (rinlensilés  Inniineuses, 
mesurées  ])ar  la  j)hotométric.  i\c  dcvxwcv  fait  èlail,  jiour  1- CclnuM-, 
un   argument  essentiel  vu   faveur  de  sa  théorie,   pour  les  besoins 


(')  Revue  Scientifique,  w"  série.  I.  \Ill.  p.  S77  ;  1S75. 
(  -  )  Seconde  Pallie,  p.  \^\. 
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de  laquelle  il  n'a  sûrement  pas  élé  inventé.  Il  n'est  vrai  sans 
doute  que  grossièrement,  et  encore  convient-il  d'ajouter  que 
Véclaty  pour  ce  qui  est  des  étoiles,  dont  les  rayons  lumineux 
sont  très  dilTéremment  constitués,  n'est  pas  une  quantité  bien 
définie.  Si  cette  notion  de  \ éclat  était  précise,  la  définition  de 
Pogson,  qui  ne  diffère  pas  de  celle  de  Fechner,  transformerait 
en  loi  précise  nn  fait  grossier.  Qu'y  a-t-il  dans  ce  fait?  Mais,  aussi 
bien,  y  a-t-il  quelque  chose,  autre  qu'une  règle  mnémonique, 
dans  la  loi  de  Bode  sur  les  distances  des  planètes  au  Soleil? 

En  restant  dans  le  classement  des  étoiles  en  diverses  grandeurs, 
on  peut  s'amuser  à  chercher  des  lois  analogues  à  celle  que 
Fechner  prisait  si  haut,  comme  apportant  à  ses  vues  une  éclatante 
confirmation.  En  reprenant,  par  exemple,  le  dénombrement  des 
314920  étoiles  de  la  Bonnerdiirchmnsterung  qu'a  fait  Littrow, 
on  remarquera,  si  l'on  veut,  que  les  nombres  d'étoiles  de  gran- 
deur au  moins  égale  à  la  seconde,  à  la  troisième,  à  la  quatrième,  etc., 
forment  grossièrement  wxie  progression  géométrique  de  raison  3,  5. 
Veut-on  aller  plus  loin?  on  remarquera  que  3,5  ne  diffère  pas 
beaucoup  du  nombre  3,i,  lequel,  d'après  M.  Baillaud  ('),  est,  à 
peu  près,  le  rapport  des  temps  de  pose  photographique  qui,  pour 
une  même  étoile,  correspond  au  passage  d'une  étoile  à  l'autre.  Il 
serait  évidemment  imprudent  de  tirer  des  conclusions  théoriques 
de  faits  aussi  grossiers. 

Fechner  s'est  enivré  de  sa  loi  logarithmique,  et  ce  breuvage  lui 
a  procuré  des  rêves  bizarres  et  qui,  sans  doute,  lui  paraissaient 
grandioses.  Ces  rêves  ont  embrassé  l'homme  tout  entier,  puis  rien 
moins  que  le  monde  et  la  u  conscience  de  l'esprit  universel,  qui 
ne  s'endort  jamais —  où  la  conscience  humaine  s'élève  quand 
l'activité  psycho[)hvsique  de  l'homme  a  atteint  une  certaine  valeur 
par  rapport  «T  l'activité  psychophysique  du  système  universel  (-)  ». 
La  patience  avec  laquelle  il  a  institué  et  conduit  ses  expériences, 
la  sincérité  avec  laquelle  il  les  décrit  sont  d'ailleurs  admirables. 
Faisant  sans  collaborateur  ses  expériences  sur  les  poids,  il  devait 
placer  lui-même  le  poids  additionnel  (afin  de  déterminer  le  mi- 
nimum perceptible),  de  sorte  qu'il  savait  lequel  des  deux  poids 


(')  Comptes  rendus,  t.  C.WXII,  p.  ior)'_^. 
(-  )   l""oi:cAULT.  p.   i:>i. 
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c'iail  réellement  le  plus  lourd  :  on  j^ourrait  croire  que  celle  con- 
naissance exerçait  une  influence  sur  le  jugement;  mais  Fechner 
affirme  qu'il  n'en  était  rien.  «  On  s'en  tient,  déclare-t-il,  à  ce  que 
disent  les  sensations  comme  à  quelque  chose  d'objectif  (')  ». 
Après  tout,  il  avait  peut-être  raison,  et  les  observations  qu'il 
faisait  sur  lui-même,  avec  une  si  parfaite  naïveté,  valaient  peut- 
être  mieux  que  les  réponses  arrachées  par  d'autres  savants  à  la 
complaisance  inconsciente  ou  malicieuse  de  leurs  aides  ou  de 
leurs  sujets. 

En  parlant  de  la  loi  de  Fechner,  j'ai,  pour  me  conformer  à 
l'usage,  emplojé  les  mots  excitation^  sensation.  IMais  iM.  Fou- 
cault observe  très  justement,  à  ce  qu'il  me  semble,  que,  dans  les 
expériences  que  l'on  a  faites  à  propos  de  cette  loi,  il  ne  s'agit  pas 
de  sensations  à  j^roprement  parler,  mais  bien  de  j^erceptions,  de 
jugements  portés,  non  sur  nos  propres  sensations,  mais  sur  la 
grandeur  d'objets  extérieurs.  S'il  en  est  ainsi,  tout  l'édifice  de 
Fechner  s'écroule,  car,  si  nous  ne  savons  guère  ce  qu'est  l'intcn- 
silé  d'une  sensation,  nous  ne  savons  pas  du  tout  ce  qu'est  l'inten- 
sité d'une  perception.  Dire  qu'un  jugement  est  yilus  grand  qu'un 
autre,  parce  que  nous  jugeons  qu'un  objet  est  plus  grand  qu'un 
autre,  serait  assurément  parler  d'une  façon  peu  raisonnable.  Jl 
])eut  bien  entrer  dans  la  [)erception  des  éléments  mesurables 
(comme  la  durée),  et  M.  Foucault  en  énumère  un  assez  grand 
nombre,  dont  quelques-uns  sont  assez  mal  définis,  mais  le  juge- 
ment lui-même  est  une  opération  trop  complexe  pour  (pie  le 
nombre  lui  soit  applicable.  J3ans  cette  opération,  la  sensation  que 
nous  éprouvons,  et  son  intensité  (si  elle  en  a  une),  interviennent 
sans  doute,  mais  mêlées  à  bien  d'autres  éléments,  en  j)ai'ticulier 
aux  images  que  nous  fournit  la  mémoire.  La  prétention  de  dégager, 
de  cette  opération  com[)li(piée,  la  pure  sensation,  semble  insou- 
tenable. 

Si  même  cela  était  possible,  le  nombre  serait-il,  mêm(^  lliéoii- 
quement,  aj)[)licable  à  la  sensation?  Vax  d'autres  lernuv^,  ('clle-ci 
a-l-elle  une  inlensité?  M.  Foucault  le  nie  al)Solument  [-).  P<Mit- 
être  convient-il  de  faire  sur  ce  [)oint  quelques  réserves.  Sans  doute 


(  '  )  l'"(U"<;Ari  T,  p.  'm). 

(•)    I*ai;('s  :>(i- :  iiillciirs  i  p.    i||),  il  f-l    nii   p(  ii   iimiio  iMilir.il. 
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la  sensalioii  irapparlioiil  pas  à  celle  chisse  de  i^randciirs  doiiL  on 
])eut  définir  Téi^aliLé  et  TaddiLion,  et  au\(|nelles  l'idée  de  mesure 
est  direclenient  applicable  (').  Rien  n'autorise  à  affirmer  qu'elle 
soit  liotnogène  et  que,  lorscprellc  se  renforce,  cpielque  chose  de 
pareil  à  ce  qu'elle  élait  s'ajoute  à  elle.  Si,  en  changeant,  elle 
change  de  nature,  elle  ne  reste  guère  comparable  à  elle-même. 
Tout  cela  est  entendu.  Toutefois,  il  suffirait,  en  considérant  des 
sensations  d'une  certaine  espèce,  que,  de  deux  sensations  de  cette 
espèce,  l'une  pût  être  regardée  comme  égale,  inférieure  ou  supé- 
rieure à  Tautre,  en  supposant  vérifiées  les  conditions  qu'implique 
l'usage  de  ces  mots,  pour  que  le  nombre  s'appliquât  à  ces  sensa- 
tions, pour  que  chacune  d'elles  pût  être  numérotée,  spécifiée 
et  reconnue  par  son  nombre.  Il  ne  faut  |)as  s'étonner  cjue  M.  Fou- 
cault n'ait  su  démontrer  ni  la  possibilité  théorique  ni  l'impossi- 
bilité d'une  correspondance  entre  la  sensation  et  le  nombre.  Au 
reste,  si  même  la  possibilité  théorique  d'une  telle  correspondance 
était  établie,  la  possibilité  d'une  P sychophys'ique  n'en  résulte- 
rait nullement  :  car  s'il  s'agit  d'une  sensation  à  peu  prés  pure, 
à  laquelle  ne  se  mêle  aucuiie  perception  claire,  le  moyen  d'établir 
une  relation  entre  cette  sensation  et  l'excitation  ap[)araît  encore 
moins  que  le  moyen  de  graduer  la  sensation.  Il  ne  viendra  sans 
doute  à  personne  la  prétention  de  chercher  une  relation  numé- 
rique entre  l'intensité  d'un  mal  de  dents  et  la  nature  de  l'abcès 
qui  le  cause.  S'il  s'agit,  connue  dans  les  expériences  que  relate 
M.  Foucault,  de  sensations  qui  sont  masquées  par  les  perceptions 
correspondantes,  où  notre  attention  est  fixée  sur  le  dehors,  non 
sur  le  dedans,  il  semble  bien  impossible  de  se  débrouiller  dans  la 
complication  du  phénomène. 

D'après  l'auteur,  ce  n'est  pas  l'intensité  des  sensations  qui  est 
mesurable,  mais  la  clarté  des  perceptions.  Le  mot  clarté  est, 
paraît-il,  mal  choisi,  et  son  emploi  présente,  au  point  de  vue 
philosophique,  (jnelques  inconvénients.  Si  le  mot  précision 
n'avait  [)as  pris,  dans  la  théorie  des  erreurs  de  Gauss,  une  signi- 
fication déterminée,  ]M.  Foucault  l'aurait  sans  doute  adopté. 
Quoi  qu'il  en  soit,  pour  définir  cette  clarté^  M.  Foucault  com- 
mence par  définir  Verreur   de   leconnaissance.   Celle-ci    est    la 


(')  Rc\:ac  scient ijlquc,  loc.  cit.,  p.   1019. 
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difTérence  entre  la  quantité  qui  est  l'ol)jet  réel  de  la  perception  et 
la  ([uantité  qui  est  indiquée  comme  égale  à  la  première  :  c'est  à 
peu  près  la  même  chose  que  ce  que  l'on  appelle  d'habitude  erreur 
(V observation;  mais  quand  on  parle  d'observations,  on  entend 
habituellement  des  mesures  faites  avec  des  instruments  plus  ou 
moins  compliqués,  et  l'erreur  dépend,  d'une  part  des  instruments, 
d'autre  part  de  nous-mêmes  et  de  nos  sens.  C'est  cette  dernière 
partie  de  l'erreur  que  l'auteur  entend  étudier,  et  l'introduction 
d'un  mot  nouveau  n'est  pas  à  blâmer.  La  clarté  des  représentations 
est,  par  définition,  inversement  proportionnelle  à  l'erreur  de  re- 
connaissance qu'elles  nous  font  commettre.  Ainsi,  comme  je  le 
disais  en  commençant,  la  Psjchophjsique,  d'après  l'auteur,  abou- 
tirait à  une  théorie,  ou  au  moins  à  une  étude  des  erreurs. 

Sans  doute,  l'erreur  de  reconnaissance,  ainsi  définie,  est  un 
élément  ])hvsique,  suscej)tible  d'être  étudié  et  mesuré.  Il  reste 
fort  compliqué.  Il  dépend  de  l'échelle  de  mesure.  Si  l'on  entend 
que  l'observateur  n'a  pas  cette  échelle  à  sa  dis[)osition,  l'erieur 
de  reconnaissance  dépendra  de  la  mémoiie  de  cet  observateur; 
s'il  l'a  sous  les  yeux,  sans  pouvoir  l'appliquer  à  la  quantité  (pi'il 
veut  mesurer,  l'erreur  de  reconnaissance  dépendra  de  l'éloigne- 
ment  de  l'objet  à  mesurer  et  de  l'instrument  de  mesure.  S'il 
applupie  celui-ci  à  celui-là,  le  problème  change  encore. 

Quoi  qu'il  en  soit,  le  livre  de  M.  Foucault  constitue  un  effort 
méritoire  pour  débrouiller  une  matière  très  obscure,  il  vaut  non 
seulement  par  les  idées  [)ropres  de  l'auteur,  mais  encore  par  la 
masse  de  renseignements  qu'il  contient.  S'il  nous  raconte  l'his- 
toire d'une  chose  morte,  l'auteur  |)cut  se  dire  que  les  choses 
mortes  sont  l'objet  de  l'histoire;  si  la  Psjchopbysique,  en  se 
transformant,  est  susceptible  <le  revivre,  je  souhaite  que  M.  Fou- 
cault y  contribue. 

J.  T. 


u/i  PUElMIKUi:   l'AUTlIi. 


MELANGKS. 


SUR  UN  CAS  DE  RÉDUCTIBILITÉ  DES  INTÉGRALES  ABÉLIENNES; 

Par  m.  J.  DOLBMA. 

i.  Je  me  propose  ici  de  donner  rpielques  nouveaux  exemples 
de  la  réduclibililé  des  intégrales  abéliennes  aux  intégrales  ellip- 
tiques. Suivant  la  méthode,  exposée  ci-après,  on  peut  former  un 
grand  nombre  d'intégrales  réductibles;  enhe  autres,  entrera  dans 
celte  catégoiie  le  cas  indiqué  par  Hermite  ('). 

l^-enons  l'équalion 

(i)  a:^^  "iax-'^- "ibcc -{- c  =  y-, 

définissant  entre  .:r  et  r  une  dépendance  du  premier  génie.  Si  nous 
considérons  x  comme  une  fonction  de  y,  les  jioints  critiques 
seront  donnés  par  l'équation 

(t.)  X'-h  'lax  -h  b  —  o^ 

dont  nous  désignerons  les  racines  par  :r,,  .^2,  de  sorte  que 

^1+^2= — '^<^^         or^x-i^=b. 
Par  conséquent,  l'équation  (i)  fournit  deux   nouvelles  écpiations 

{x  —  a7i)-(r  H-  3a  -h  'iXi)  —  j)'- —  c  -\-  -ix'l  -h  Zax\, 
{x  —  x^Y^x  ~  '^a  -^  iXi)  —  /^  —  c  H-  2 x\  H-  3 a x\. 

^Iultij)liant  ces  équations  et  remplaçant  les  fonctions  symé- 
triques des  quantités  ^,,  x^  parles  coefficients  de  l'équation  (2), 
nous  obtenons 

{x-^-\~  '}.ax  -\-  by-{x'*-^iax-\-  4Z>  — 3^2) 

=  y* -\-  {5 ab  —  4 «^  —  ■^- c)J-  -h  {f\  a^  c  —  'à a"-  b  -\-  /,  b'^  —  5 abc)^ 

(')  PifiAKi),  Traite  cVAnalysc,  l.  IL  p.  218. 
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d'où 


(x^-i-  lax  -\-  h)  sjx'-^  'lax  -^  ^b  —  Sa^ 

=  ^y'*-{-  {iab —  ^a^ —  ic) y^-^  {l\cûc  —  àa'^b  -h  4^^  —  ^abc). 

DifférentianL  réqualioii  (i),  nous  avons 
3  x^  -{-'?.  a  X  ■-[-  b 


'^  y  x"^  +  "^  a  x"^ -\- Z  b  X  -\-  c 
Par  conséquent, 

dx 


=  dy. 


f 


^(x-^-{~^ax^-h3bx  -h  c){x^--\-  lax  -h  ^b  ~  -^cr-) 
=  -   f  '^^ 


•2 c)j^2 4_  (  ^/  ^3 c  _  3  a2  ^  4-  4  b-^—  3 abc) 

Posant  ICI 

a  =  o,  f: 

nous  avons  le  cas  indiqué  par  Hermite       **•     ... 

dx  __  C  ^y 


(3) 


J     sj{x^-^ibx  -\-c)(^x'^—  l\b)       J    si  y''  — 


2.cy--^  4  ^^ 

!2.   Prenons  maintenant  l'équation 

(4)  x'^ -\- 'lax^ ~h  f[bx  =  y, 

définissant  entre  x  et  y  une  dépendance  unicursale.  Si  nous  con- 
sidérons X  comme  une  fonctiou  de  y,  les  points  critiques  de 
l'équation  (4)  seront  donnés  par  l'équation 

(5)  x^-\-ax-\-b  =  o^ 
dont  nous  désignerons  les  racines  par 

Xi,       X2,       Xi, 

de  sorte  que 

Xi-h  X^-h  Xi=  O,  XiX.î-'r- XiX^-^-  X2X-i=  a,  .rj.r2.r3  ri — b. 

De  l'équation  (4)  nous  tirerons  trois  nouvelles  équations 

{x  —  Xi)-(x--r-  >.XiX  -h  ia  -h  2x])  =  y  -h  (3.rf  -h  2^/ j^f), 
{x  —  0:0  )  -  (  .r2  -i-  •)  a\i  X  -  h  •-'.  rt  -f-  3  .i-  ^  )  —  }'  +  (  3  .r  '^  h-  1  a  xj  ) . 
{x  —  X3)-{x--i-  ■>. Xi X  -H  •>. a  -f-  3 xl )  —  J'  -4-  ( 3 .r ^  -h  •.>. a  r :\ ) . 
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MuItipllaiU  CCS  cqiiallons  cL  rcinplncanl  les  fondions  symétriques 
des  racines  par  les  coefficients  de  rc(|ualion  (5),  nous  obtenons 

(x^-h  ax  -+-  ^)  sj x^-\-  ù^ax'* -V-  \Çibx^-\-  5a^x'^-^  iSabx  -+-  ^.a^-f-  9.-; b'^ 

DifTércntlant  maintenant  l'éqnation  (4),  nons  trouvons 

/\ ( x^ -\~  a X  -+-  b)  dx  =  dy. 
C'est  pourquoi 

dx 


f 


\/a^-\-  f^ax'*'^  106373+  ^j a^ x''- -+•  l'è ab X  -\-  ia^ -^  1'] b^ 

_  1    r  ^^ 

4  J    v6^3  _|_  2 a2jK2  +  (  a^  +  1 8  «62 )  j  -+-  2  a'  62  +  97  6^ 


SI  rt  =  o,   nous  obtenons  un  exemple  intéressant  par  sa  sim- 
plicité :  V        \ 

?     '  dx  r  dy 

J    ^x*^  -^  ï o  6 a"-î  -1-  27  62       j     y/j'S  -1-  -27  6^ 
Ici  la  rédiicllon  ^'obtient  par  la  substitution 

Par  conséquent,  l'Intégrale 

dx 


f 


y/^^  -\-  i  o  b  x^ -{-  2'^  c 
se  ramène  à  une  Intégrale  elliptique  si 


C  =  62. 
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STRUTT  (JoHN-WiLLTAM),  Baron  RAYLEIGH,  D.  Se,  F.R.S.,  Ilonorary  Fcllow 
of  Trinity  Collège  Cambridge,  Professer  of  natural  Pliilosophy  in  tlie  Roval 
Institution.  —  Sgientific  papers.  Vol.  II,  1881- 1887,  Cambridge.  At  tlie 
Uni versity  Press,  1901. 

Le  Tome  II  des  Travaux  Scientifiques  de  Lord  RayleigJi, 
qui  vient  de  paraître,  renferme  (en  698  pages  grand  in-4")  les 
Mémoires  publiés  par  l'Auteur  de  1881  à  1887. 

En  voici  la  brève  préface  : 

Plusieurs  des  Mémoires  de  ce  Volume,  relatifs  aux  unités 
électriques,  ont  été  écrits  en  collaboration  avec  le  professeur 
Schuster  et  avec  Mrs  Sidgwick.  H  est  peut-être  bon  de  rap- 
peler au  lecteur  qu'à  l'époque  de  ces  recherches,  la  valeur  de 
l'ohm  était  incertaine  à  près  de  4  pour  100,  et  que  la  va- 
leur de  l'équivalent  électrochimique  de  Vargent,  générale- 
ment adoptée  à  cette  époque,  différait  de  2  pour  100  de  la 
valeur  à  laquelle  nous  sommes  arrivés. 

Ce  que  Lord  Rajleigh  ne  dit  pas,  c'est  qu'après  ses  j)ropres 
recherches,  l'équivalent  électrochimique  de  l'argent  se  trouvait 
connu  à  moins  de  i  pour  1000  près,  précision  vingt  fois  supé- 
rieure à  celle  qui  avait  été  obtenue  avant  lui. 

Ce  que  Lord  Rajleigh  ne  dit  pas  non  plus,  c'est  que  les  nombres 
qu'il  a  fournis  dans  ses  déterminations  de  l'ohm  sont,  peut-être, 
les  plus  dignes  de  confiance  que  nous  ayons.  En  lous  cas  ils  se 
tiennent  à  quelques  dix  millièmes  des  meilleurs  résultats  connus. 
Ainsi,  les  Travaux  de  Lord  Rayleigh  sur  les  unités  électriques 
sont  tout  à  fait  de  premier  ordre.  Leur  réimpression  constitue  le 
principal  intérêt  de  ce  Volume.  Ils  en  occupent  près  de  la  moitié; 
plus  de  la  moitié  même,  si  l'on  j  joint  une  douzaine  de  courts 
Mémoires  concernant  l'Électricité. 

En  dehors  de  deux  discours  inauguraux,  le  reste  de  l'Ouvrage 
se  rapporte  au  groupe  :  Hydrodynamique,  Optique,  Acoustique- 
vibrations;  la  plupart  des  Mémoires  sur  rAcousti([ue  et  les  vihra- 

nall.  des  Sciences  niaf/wni.,  v  sciic,  t.  \\\'.  (  Vont   i«)<'i.)  i.» 
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lions  se  rclronvcnt  dans  la  dcuxiènKî  édition  de  la   Théorie  du 
son. 

Parmi  bien  d'anlres  Mémoires  imporlants,  je  signalerai  seule- 
ment l'article  Optique  de  ^ Encyclopédie  Britannique,  très  inté- 
ressant et  très  élevé,  sous  une  forme  très  élémentaire.  On  lira 
avec  intérêt  Pétude  sur  le  vol  plané  des  oiseaux  où  l'Auteur  cal- 
cule que  si,  imitant  l'oiseau,  l'honmie  voulait  se  soutenir  dans 
l'air  par  la  rotation  d'une  hélice  qu'il  actionnerait  par  ses  propres 
forces,  il  devrait  être  muni  d'une  hélice  de  90'"  de  diamètre. 

.  .  .Quelle  belle  chose  que  la  statistique!  Ce  Volume  renferme 
environ  i5o  Mémoires  scientifiques.  Lord  Rayleigh  publiait  donc, 
en  moyenne,  un  Mémoire  scientifique  tous  les  dix-sept  jours. 

H.  A. 


H.  POINCARÉ,  Membre  de  l'Instilut.  —  Cours  de  Piiysiqur  mathématique. 
Électricité  et  Optique.  —  La  Inmière  et  les  théories  électrodynamiqiies. 
Leçons  professées  à  la  Sorbonne  en  1888,  1890  et  1899.  Deuxième  édition, 
revue  et  complétée  par  /.  Blondin  et  E.  Néculcéa.  Paris,  Georges  Carre 
et  G.  Naud,  éditeurs,  3,  rue  Racine,  1901. 

((  Ce  Livre  contient  le  résumé  des  leçons  que  j'ai  professées  à 
la  Sorbonne  en  1888,  en  1890  et  en  1899,  dit  M.  Poincaré  dans 
l'Avertissement.  Mes  cours  de  1888  et  de  1890  ont  déjà  été  pu- 
bliés, mais  l'édition  étant  épuisée,  je  ne  crois  pas  inutile  de  les 
faire  réimprimer  avec  quelques  remaniements  et  modifications. 
J^en  ai  seulement  supprimé  ce  qui  se  rapportait  aux  expériences 
de  Hertz;  car  j'ai  eu  l'occasion  de  revenir  avec  beaucoup  de 
détails  sur  ces  expériences  dans  une  série  de  leçons  reproduites 
dans  mon  Ouvrage  intitulé  :  Les  oscillations  électriques.  Le 
reste  de  mes  leçons  remplit  la  première  Partie  du  Volume,  où  se 
trouvent  exposées  les  théories  de  Maxv^^ell  et  de  Helmholtz,  et 
l'y  rappelle  en  outre  les  principes  essentiels  d'Ampère  et  de 
Weber.  Cette  première  Partie  contient  donc  tout  ce  qui  se  rap- 
porte à  l'électrodynamique  des  corps  en  repos. 

»  La  seconde  Partie  contient  mes  leçons  de  1899,  qui  n'avaient 
pas  encore  été  publiées  et  qui  ont  été  rédigées  par  M.  Néculcéa, 
à  qui  je  suis  très  heureux  d'adresser  ici  tous  mes  remerciements. 
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J'y  compare  les  dilTéreates  théories  relatives  à  l'éleclrodynaniique 
des  corps  en  mouvement  et  dont  les  principales  sont  celles  de 
Hertz,  de  Lorentz  et  de  Larmor. 

»  Bien  qu'aucune  de  ces  théories  ne  me  semble  entièrement 
satisfaisante,  chacune  d'elles  contient  sans  doute  une  part  de  vérité 
et  la  comparaison  peut  être  instructive. 

))  De  toutes,  celle  de  Lorentz  me  paraît  celle  qui  rend  le  mieux 
compte  des  faits. 

))  Depuis  que  l'impression  est  commencée,  sont  venues  les 
expériences  de  M.  Crémieu  qui,  peut-être,  modifieront  complè- 
tement nos  idées  sur  l'électrodjnamique  des  corps  en  mouvement. 
Mais  elles  sont  encore  trop  récentes  pour  qu'une  théorie  nou- 
velle en  ait  pu  sortir.  Elles  seront  d'ailleurs  probablement  très 
discutées,  et  toute  tentative  pour  en  tirer  une  conclusion  quel- 
conque serait  prématurée.   » 

L'Ouvrage  nouveau  de  M.  Poincaré  comprend  donc  deux  Par- 
lies  :  une  déjà  ancienne  (P^  et  IP  Partie)  représentée  par  ly  Cha- 
pitres (346  pages);  une  nouvelle  (IIP  et  IV''  Partie),  8  Chaj)itres 
et  un  Complément  (290  pages),  dans  laquelle  sont  discutées  d'une 
manière  originale  et  approfondie  les  théories  de  Hertz,  de  Lorentz 
et  de  Larmor.  C'est  seulement  de  cette  seconde  Partie  que  nous 
parlerons. 

La  théorie  de  Hertz  pour  l'électrodjnamique  des  corps  en 
repos,  exposée  conformément  au  Mémoire  original  de  l'auteur, 
dans  le  premier  Chapitre  (p.  345-363)  n'est  à  vrai  dire  qu'une 
forme  condensée  et  corrigée  de  la  théorie  de  Maxwell;  les  hvpo- 
thèses  essentielles  sont  les  niêmes;  la  seule  dilTérence  de  quelque 
importance  tient  à  ce  que  Hertz  laisse  systématiquement  de  coté 
toute  aimantation  permanente,  tandis  que  Maxwell  en  tenait 
compte  ou  la  négligeait,  suivant  les  Chapitres,  d'où  pouvait 
résulter  quelque  confusion. 

Pour  l'électrodynamique  des  corps  en  mouvement  (Chap.  Il, 
p.  363-423),  M.  Poincaré  suit  de  beaucouj)  moins  près  l'exposé 
de  Hertz  lui-même.  Dans  son  Mémoire,  très  bref,  Hertz  averlil 
soigneusement  son  lecteur  qu'il  développe  l'hypothèse  pliysi(juc, 
non  la  plus  probable,  ces  mots  n'ayant  guère  de  sens  pour  lui, 
mais  la  plus  simple,  et  à  la  fin  de  son  Mémoire  il  revient  sur  le 
caractère  arbitraire  et  provisoire  de  son  hypothèse;  s'il  convient 
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donc  de  lui  conserver  le  nom  de  flerlz,  il  ne  faut  pas  ouljjier  que 
lui-même  y  aurait  probablement  fait  bien  des  rclouciies  s'il  eut 
vécu.  Les  hypothèses  essentielles  sont  ; 

i''  Que  l'éther  électromagnélique  et  la  matière  sont  invariable- 
ment liés,  et  ont  même  vitesse,  mêmes  déformations,  rigoureu- 
sement; 

2"  Que  la  force  électrique  induite  dans  un  circuit  quelconque 
est  la  dérivée  du  flux  d'induction  magnétique  par  rapport  au  temps 
à  travers  ce  circuit;  et  que  le  travail  magnétique  le  long  d'un  cir- 
cuit fermé  est  égal  à  /^iz  fois  le  courant  de  conduction,  augmenté 
du  flux  d'induction  électrique  à  travers  le  circuit;  celte  dernière 
hvpothèse  est  à  peine  énoncée  par  Hertz,  qui  écrit  les  équations 
correspondantes  par  analogie  avec  celles  de  l'induction  électro- 
magnétique. 

Pour  un  corps  qui  se  déforme,  Hertz  a  développé  l'influence 
des  dilatations  et  des  glissements,  mais  il  a  supposé  que  les  rota- 
tions élémentaires  disparaissaient  d'elles-mêmes,  ce  qui  est  faux, 
comme  l'a  remarqué  M.  Heaviside.  Laissant  de  coté  toute  compli- 
cation de  ce  genre,  M.  Poincaré  suppose  explicitement  dès  le 
début  de  ce  Chapitre  que  les  corps  étudiés  se  meuvent  comme 
des  solides,  sans  dilatations  ni  déformations. 

Après  avoir  établi  les  équations  difl'érentielles  d'une  manière 
un  peu  difl'érente  de  celle  de  Hertz,  M.  Poincaré  en  poursuit  la 
discussion  approfondie.  D'après  ces  équations  le  courant  total 
producteur  de  champ  magnétique  se  compose  du  courant  de  con- 
duction, du  courant  de  déplacement  de  Maxwell_,  du  courant  de 
convection  de  Rowland  et  du  courant  de  polarisation  variable  de 
Rontgen.  Ce  dernier  courant  n'a  été  qu'entrevu  expérimenta- 
lement par  Rontgen;  et  le  courant  de  convection  qui  semble  plus 
facile  à  déceler,  après  avoir  été  regardé  comme  démontré  par  les 
expériences  de  Rowland,  paraît  maintenant  après  les  expériences 
de  M.  Crémieu  n'avoir  aucune  réalité.  Ce  n'est  d'ailleurs  pas  une 
particularité  de  la  théorie  de  Hertz  pour  les  corps  en  mouvement 
qui  donne  ce  courant  de  convection;  toute  théorie  qui  donne  la 
])ropaf^ation  des  ondes  hertziennes,  expérimentalement  certaine, 
donne  du  même  coup  le  courant  de  convection,  à  moins  d'hypo- 
thèses correctrices  bien  artificielles  et  peu  vraisemblables  par  elles- 
mêmes.  De  là  l'intérêt  ca|)ital  de  ces  expériences,  et  l'attente  où 
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nous  sommes  de  l'inLerprélation  que  M.  Poincaré  pourra  nous  en 
donner. 

D'après  l'énoncé  même  qu'elles  traduisent,  les  équations  de 
Hertz  gardent  la  même  forme  dans  le  mouvement  absolu  et  dans 
le  mouvement  relatif:  ((  De  là,  dit  M.  Poincaré  (p.  SSg),  deux 
conséquences  :  l'une  heureuse,  l'autre  fâcheuse.  La  conséquence 
heureuse  c'est  que  les  équations  de  Hertz  sont  conformes  au 
principe  de  l'égalité  de  l'action  et  de  la  réaction;  la  conséquence 
fâcheuse,  c'est  que  ces  équations  ne  peuvent  pas  rendre  compte 
de  certains  phénomènes  optiques.  ))...«  Les  ondes  seront  en- 
traînées totalement  dans  le  mouvement  de  la  matière.  ».  .  .  «  Les 
équations  de  Hertz  sont  impuissantes  à  expliquer  l'entraînement 
partiel  observé  par  Fizeau.  »  M.  Poincaré  donne  ensuite  un  aperçu 
du  sens  dans  lequel  il  faudrait  modifier  les  équations  de  Hertz 
pour  retrouver  le  phénomène  de  Fizeau. 

Quant  aux  actions  mécaniques  du  champ  électromagnétique, 
puisque,  dans  l'expression  de  l'énergie  de  l'unité  de  volume  dans 
les  équations  différentielles,  on  n'a  eu  à  introduire  que  la  force 
électrique  et  la  force  magnétique  en  un  point  de  l'espace,  c'est 
naturellement  de  la  force  électrique  tolaie,  et  de  la  force  magné- 
tique totale  (sans  distinction  d'origine  électrostatique,  ou  din- 
duction,  par  variation  d'intensité  ou  par  mouvement,  etc.)  que 
dépendent  les  actions  mécaniques.  La  force  électrique,  qui  produit 
un  courant  induit  dans  un  circuit,  doit  aussi  agir  mécaniquement 
sur  un  petit  corps  éleclrisé;  etc.  Ceci  encore  n'est  pas  particuliei- 
à  la  théorie  de  Hertz,  mais  résulte  de  l'identité  que  lous  les  pbj- 
siciens  s'accordaient  à  admettre,  comme  fait  d'expérience,  entre 
les  forces  magnétiques  d'origines  diverses,  ainsi  qu'entre  les  forces 
électriques  d'origines  diverses;  exactement,  comme  il  y  a  identité 
de  nature  de  la  vitesse  d'un  point  d'un  liquide,  qu'elle  provienne 
d'un  mouvement  tourbillonnaire  ou  non.  C'est  celte  identité  phy- 
sique qui  semble  contredite  par  tout  l'ensemble  des  expériences 
de  M.  Crémieu. 

Revenons  au  Livre  de  M.  Poincaré  et  aux  autres  conséquences 
de  la  symétrie  parfaite  des  équations  et  de  la  forme  de  réneri;i(^; 
un  champ  électrique  variable  se  comporte  comme  un  courant,  il 
exerce  les  mêmes  actions  électriques;  il  subit  les  nièincs  ar- 
tions    mécaniques;    un   diélectrique,    pendant    l'état    variable,    cl 
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réiher  lui-même  subissent  des  actions  mécaniques  suivant  les 
lois  d'Ampère.  Un  corps  magnétique,  dans  l'état  variable,  et 
l'éther  lui-même,  pendant  la  variation  du  champ  magnéti(|uc, 
subissent  de  la  part  d'un  champ  électrique  des  actions  corres- 
pondantes aux  forces  électromagnétiques  d'Ampère.  Toutes  ces 
actions  théoriques  dérivent  de  Vanité  de  la  force  électrique 
et  d(;  V unité  de  la  force  magnétique  de  toute  origine.  Extrê- 
mement petites,  inabordables  à  l'expérience,  ces  forces  sont  pré- 
cisément nécessaires  pour  l'égalité  de  l'action  et  de  la  réaction 
(matière  et  éther  compris). 

Ce  qui  distingue  essentiellement  la  théorie  de  r.orenlz  de  celle  de 
Hertz,  c'est  que  de  toutes  ces  forces  mécaniques  il  ne  conserve  que 
celle  due  au  courant  de  convection  ;  il  supprime  les  forces  dues  aux 
variations  de  champ  électrique  ou  magnétique.  Par  opposition  à 
l'éther  de  Hertz  qui  était  totalement  entraîné,  l'éther  de  Lorenlz 
est  absolument  immobile;  aucune  action  mécanique  ne  lui  est 
appliquée.  De  cette  différence  essentielle  résulte,  comme  l'a 
montré  M.  Lienard,  et  comme  M.  Poincaré  le  montre  avec  la  plus 
grande  précision,  que  dans  un  système  complet,  matière  et  éther, 
s'élendant  à  l'infini,  le  mouvement  du  centre  de  gravité  n'est  pas 
nécessairement  rectiligne  et  nniforme;  que  le  principe  de  l'égalité 
de  l'action  et  de  la  réaction  n'est  pas  rigoureusement  satisfait,  dès 
que  le  rayonnement  de  l'énergie  électrique  est  variable.  Si  inac- 
cessibles à  l'expérience  que  soient  les  différences,  c'est  là  un 
résultat  théorique  qui  mérite  la  plus  grande  attention,  d'autant 
plus  que  la  théorie  de  M.  Lorentz  semble  se  montrer  la  plus  féconde 
dans  le  domaine  optique.  On  lira  avec  le  plus  grand  intéiêt  la  dis- 
cussion étendue  et  précise  de  M.  Poincaré,  dans  son  Livre  (p.  44^ 
et  suiv.)  et  surtout  dans  l'article  qu'il  a  donné  au  jubilé  de 
Lorentz. 

L'absence  d'influence  du  mouvement  de  translation  de  la  Terre 
sur  les  phénomènes  optiques  en  première  approximation  est  une 
conséquence  rigoureuse  de  la  théorie  de  M.  Lorentz,  théorie  qu'il 
a  exposée  à  diverses  reprises,  en  français  (1892),  en  alle- 
mand (1895)  et  en  anglais  (1900)  sous  des  formes  de  plus  en  plus 
simples.  Dans  son  second  Mémoire  (1890),  M.  Lorentz  s'est 
occupé  aussi  de  rinfluence  de  ce  mouvement  de  translation  sur 
les  ))hén()inèiies  électricjues  et  a  fourni  les  éléments  de  la  discus- 
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sion  plutôt  que  la  discussion  elle-même;  car  il  a  conclu,  un  peu 
vite,  à  l'absence  d'influence  apparente,  tandis  que  les  recherches 
de  M.  Lienard  ont  montré  que  la  compensation,  parfaite  en  élec- 
trostatique, n'est  tliéoriquement  pas  complète  en  induction  (<); 
mais  d'ailleurs  la  différence  étant  hors  de  portée  de  l'expérience. 

Six  Chapitres  sont  consacrés  à  cette  théorie  et  à  sa  comparaison 
avec  les  autres,  celle  de  Hertz  en  particulier.  En  dehors  de  ceux 
relatifs  à  l'influence  du  mouvement  de  la  Terre,  il  faut  signaler 
particulièrement  le  Chapitre  V  sur  la  dispersion  optique  et  élec- 
trique et  surtout  le  Chapitre  VIII  sur  le  phénomène  de  Zeeman, 
dont  M.  Poincaré  a  discuté  tous  les  détails. 

La  partie  la  plus  importante  et  la  plus  originale  de  tout  l'Ou- 
vrage est  la  quatrième  :  A  propos  de  la  théorie  de  Larmor,  que 
M.  Poincaré  avait  déjà  publiée  dans  la  Lumière  électrique  (t.  LU). 
Nous  allons  Tanaljser  en  détail.  Au  début,  M.  Poincaré  rappelle 
les  deux  principales  théories  élastiques  de  la  lumière,  celle  de 
Fresnel,  et  celle  de  Neumann,  l'énergie  potentielle  de  l'une  étant 
l'énergie  cinétique  de  Tautre,  l'élasticité  de  tous  les  milieux  iso- 
tropes étant  la  même  dans  l'une,  tandis  que  c'est  la  densité  qui 
est  uniforme  dans  l'autre.  Pour  toutes  deux  on  peut  remplacer 
l'énergie  potentielle  par  une  énergie  cinétique  cachée,  celle  des 
gyrostats  de  lord  Kelvin,  qui  est  mise  enjeu  par  des  rotations  et 
non,  comme  l'élasticité  des  solides  ordinaires,  par  des  déforma- 
tions. Dans  un  milieu  continu  indéfini  comme  est  l'éther,  le 
caractère  un  peu  singulier  de  ce  genre  d'élasticité  disparaît,  car 
une  déformation  localisée  [)roduit  nécessairement  autour  d'elle 
des  rotations,  et  réciproquement. 

Pour  passer  des  équations  optiques  pour  les  milieux  isotropes 
transparents,  aux  équations  électriques  complètes,  on  doit  ajouter 
un  terme  correspondant  à  la  conductibilité  des  métaux,  ce  (pii 
fournira  un  premier  aperçu  de  leur  opacité  et  de  leurs  autres 
caractères  optiques,  comme  l'a  déjà  remarqué  Maxwell. 

Ce  qu'a  tenté  Larmor,  après  Maxwell,  c'est  de  rattacher  les 
deux  groupes  d'équations  à  un  pur  mécanisme;  c'est  aussi  ce  que 
M.  Poincaré  examine  avec  plus  de  généralité. 


(')   Bien    (|uc  rcxj)crience   l.vpr    proposer   par   M.    LitMiud  iloivo   ilonnrr   uiio 
roinponsalion  parfaite. 


\x\  PUIÙMIÈUE    PARTIE. 

Le  vecteur  de  Fresnel  esl  la  force  électrique,  voilà  ce  qui  résulte 
avec  certitude  de  l'ensemble  des  expériences. 

Si  donc  le  vecteur  de  Fresnel  est  la  vitesse  de  l'éther  (théorie 
de  Fresnel),  un  ])elit  corps  chargé  d'électricité  positive  est  une 
source  permanente  d'éther;  un  petit  corps  chargé  d'électricité 
négative  absorbe  constamment  de  l'éther.  Dans  l'un,  la  densité  de 
l'éther  diminue  constamment;  dans  l'aulre,  elle  augmente  constam- 
ment. A  la  vérité,  dans  la  théorie  de  Fresnel,  où  l'élasticité  est 
indépendante  de  la  densité,  où  la  compression  a  une  vitesse  de 
propagation  nulle,  la  même  hypothèse  était  déjà  comprise,  mais 
seulement  pour  des  mouvements  périodiques  d'amplitude  très 
petite.  Ce  qui  la  rend  singulière  en  électricité,  c'est  la  per- 
sistance des  mouvements  d'émission,  pendant  des  heures  au  moins, 
pour  des  corps  chargés  et  bien  isolés. 

Dans  la  théorie  optique  de  Lamé,  Neumann,  Mac  Cullagh,  la 
vitesse  de  l'éther  est  le  vecteur  de  Neumann,  qui  correspond  à  la 
force  magnétique.  Adoptant  l'hypothèse  d'Ampère  sur  les  aimants, 
nous  en  concluons  que  l'éther  est  incompressible;  au  voisinage 
d'un  courant,  tout  l'éther  est  en  circulation.  C'est  le  point  de  vue 
de  Larmor.  La  charge  électrique  d'un  conducteur  apparaît  ici 
comme  due  à  une  modification  profonde  dans  l'élasticité  du  milieu 
diélectrique,  pendant  l'échange  des  charges  :  modification  que 
M.  Poinearé  compare  à  celles  produites  par  la  trempe  dans  nos 
solides. 

La  résistance  électrique,  qui,  pour  la  théorie  de  Fresnel,  serait 
assimilable  à  celle  que  produit  un  corps  poreux,  pour  un  courant 
liquide,  a  pour  les  théories  de  Mac  Cullagh  le  caractère  d'une 
résistance  à  l'orientation,  qui  nous  est  moins  familière. 

Dans  l'un  et  l'autre  cas,  la  persistance  de  courants  de  sens 
déterminé  devrait  avoir  des  conséquences  mécaniques  im])or- 
tantes,  et  des  conséquences  optiques  :  l'entraînement  des  ondes 
lumineuses  par  un  champ  magnétique  constant.  Le  résultat  négatif 
d'expériences  faites  par  M.  Lodge,  à  la  demande  de  M.  Larmor, 
n'étonne  nullement  M.  Poinearé,  qui  ne  prend  guère  au  sérieux 
l'existence  d'un  étlicr  mécanique.  Pour  poursuivre  son  étude, 
M.  Poinearé  soumet  à  un  nouvel  examen  l'élecLrodynamique  des 
corps  en  mouvement,  et  passant  en  revue  (p.  :)iy:>-i)\o)  les  théo- 
ries de  Hertz,   de  von  Helmhollz.  de  Reif,   de  Lorentz,  de  J.-J. 
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Thomson,  il  montre  que  seule  la  ihéorie  de  Hertz  satisfait  aux 
deux  conditions  qui  semblent  nécessaires  :  être  compatible  avec 
le  principe  de  l'égalité  de  l'action  et  de  la  réaction,  et  conforme  au 
principe  de  la  conservation  de  l'électricité  et  du  magnétisme.  Les 
conditions  qui  s'imposent  aux  termes  complémentaires  qu'on 
pourrait  songer  à  y  introduire  conduisent  en  effet  à  des  valeurs 
nulles  de  ces  termes. 

Or,  la  théorie  de  Hertz  ne  donne  pas  l'entraînement  des  ondes 
lumineuses. 

Aucune  théorie  ne  peut  donc  satisfaire  aux  trois  conditions. 

En  présence  de  cette  difficulté  décourageante,  M,  Poincaré 
adopte  la  théorie  de  Lorenlz,  sans  dissimuler  les  difficultés  aux- 
quelles elle  donne  lieu  : 

«  Il  paraît  bien  difficile  d'admettre  que  le  principe  de  réaction 
soit  violé,  même  en  apparence,  et  qu'il  ne  soit  plus  vrai  si  l'on 
envisage  seulement  les  actions  subies  par  la  matière  pondérable 
et  si  on  laisse  de  côté  la  réaction  de  cette  matière  sur  Téther.  »... 

Il  me  semble  qu'il  y  a  là  une  répugnance  excessive  à  admettre 
la  réalité  de  l'éther;  car  le  dernier  membre  de  phrase  ne  se  ra])- 
porte  plus  seulement  à  la  théorie  de  Lorentz,  mais  à  toutes  les 
théories  électromagnétiques  qui  localisent  de  l'énergie  dans 
l'éther.  De  même  un  peu  plus  loin  : 

((  L'expérience  a  révélé  une  foule  de  faits  qui  peuvent  se 
résumer  dans  la  formule  suivante  :  il  est  impossible  de  rendre 
manifeste  le  mouvement  absolu  de  la  matière  ou  mieux  le  mouve- 
ment relatif  de  la  matière  pondérable  par  rapport  à  l'éther  :  tout 
ce  qu'on  peut  mettre  en  évidence  c'est  le  mouvement  de  la  matière 
pondérable  par  rapport  à  la  matière  pondérable. 

»  L'impossibilité  de  mettre  en  évidence  un  mouvement  relatif 
de  la  matière  par  rapport  à  l'éther,  et  l'égalité  qui  a  sans  douk; 
lieu  entre  l'action  et  la  réaction,  sans  tenir  compte  de  l'action  de 
la  matière  sur  l'éther,  sont  deux  faits  dont  la  connexilé  semble 
évidente. 

»  Peut-être  les  deux  lacunes  seront-elles  comblées  en  même 
temps.   » 

Après  celte  digression,  INT.  Poincaré  revient  à  IV'xanuMi  des 
hypothèses  mécaniques.  Deux  sphères  puisantes  de  même  phase 
de  Bjerknes,  dans  un  licpiide,  donnent  au  liipiidc  dos  viiosos  (jui 
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corresponclcnl  cxaclomenL  aux  forces  éleclriques  de  deux  corps 
chargés;  mais  elles  s'attirent.  Deux  anneaux  de  fumée  de  Lord 
Kelvin  donnent  au  milieu  environnant  des  vitesses  qui  corres- 
pondent exactement  aux  forces  électromagnétiques  de  deux  cou- 
rants, mais  leurs  actions  mutuelles  apparentes  sont  inverses.  D'où 
provient  cette  opposition  de  signe  entre  les  actions  apparenles 
alors  que  le  champ  est  exactement  représenté?  M.  Poincaré  montre 
qu'on  retrouve  les  signes  électriques  quand  on  suppose  pour  les 
sphères  puisantes  que  le  changement  de  distance  des  sphères  ne 
change  pas  l'amplitude  du  moment  vibraloire  des  sphères  pui- 
santes, tandis  que  Bjerknes  conservait  l'amplitude  des  vitesses. 
Inversement,  pour  les  anneaux,  Lord  Kelvin  supposait  constant 
le  momenl  de  rotation  de  chaque  anneau;  on  retrouve  les  signes 
en  supposant  que,  c'est  la  vitesse  qui  se  conserve. 

Les  moments  àowX,  il  est  question  ici  sont  ceux  des  équations  de 
Lagrange  (<y  les  coordonnées,  q'  les  vitesses,  T  la  force  vive;  le 
moment  /)  est  dT  \  dq'). 

C'est  donc  le  moment  de  vibration  qui  donne  une  image  de  la 
charge  électrique  (encore  imparfaite  à  cause  de  la  nécessité  du 
synchronisme);  c'est  la  vitesse  de  rotation  tourbillonnaire  qui 
donne  une  image  de  l'intensité  des  courants  électriques. 

Peu  après  que  M.  Poincaré  eut  publié  cette  discussion  dans  la 
Lumière  électrique,  M.  Larmor  a  donné  à  sa  théorie  une  forme 
définitive  qu'il  a  exposée  dans  son  h'wre  y^ther  and  Matter(i  go  \)^ 
qui  se  rapproche  beaucoup  de  celle  de  Lorentz  mais  dont  le  lan- 
gage reste  diHérent.  L'éther  gyrostatique  de  Lord  Kelvin  réagit 
contre  une  rotation  par  un  couple  proportionnel  à  cette  rotation; 
pour  pouvoir  séparer  des  charges  électriques,  M.  Larmor,  adop- 
tant l'hypothèse  des  ions  indépendants,  est  obligé  de  supposer 
qu^in  ion  en  mouvement  change  l'orientation  d'équilibre  de  l'éther 
qu'il  traverse. 

La  difficulté  relative  à  l'inégalité  de  l'action  et  de  la  réaction 
est  ici  considérablement  accrue,  parce  que  la  vitesse  de  Téllier, 
pour  Larmor,  est  proportionnelle  à  la  force  magnétique;  d'où  la 
conclusion  qu'un  simple  morceau  de  verre  en  mouvement  à  travers 
l'éther  devrait  montrer  la  polarisation  rotatoire  magnétique,  comme 
auprès  d'un  aimant. 

D'une  njanière  générale,  l'adoption  d'une  représentation  méca- 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  127 

nique  déterminée  est  une  cause  grave  de  trouble,  qui  |)cut  se 
résumer  en  deux  mots;  les  trois  groupes  de  variables  indépen- 
dantes :  force  magnétique,  force  électrique,  vitesse  de  J'éther, 
sont  réduits  à  deux,  par  l'assimilation  de  la  force  magnétique  à  la 
vitesse  de  l'éllier.  A  vrai  dire,  l^orentz,  en  immobilisant  l'éther, 
Hertz,  en  le  liant  aux  corps  matériels,  réduisent  aussi  à  deux  les 
groupes  de  variables  indépendantes;  mais  ils  nous  laissent  libres 
de  faire  des  essais  un  peu  différents  sans  abandonner  complètement 
leur  point  de  vue. 

C'est  par  l'exposé  de  ces  difficultés  de  la  forme  définitive  de  la 
théorie  de  Larmor  que  se  termine  le  Livre  de  M.  Poincaré. 

Il  n'en  est  aucun  où  soient  exposées  plus  de  théories  intéres- 
santes, où  elles  soient  comparées  et  scrutées  avec  plus  de  péné- 
tration ;  aucun,  en  somme,  qui  donne  plus  à  réfléchir  au  physicien- 
géomètre  désireux  d'embrasser  dans  une  même  théorie  cohérente 
un  vaste  ensemble  de  phénomènes.  Marcel  Brillouin. 


ESTANAVE  (Eugène).  —  Coxtrujutiox  a  l'iîtude  de  i/ÉQLiLnmE  élastique 
d'une  plaque  rkctangulairk  jhnce  dont  deux  bords  opposes  au  moins 
SONT  APPUYÉS  SUR  UN  CADRE.  (Tlicse  de  Ducloral).  In-4°  de  72  pages.  Paris, 
(îaulhier-Viliars,  1900. 

Dans  ce  Travail,  l'xKuteur  examine  avec  les  ressources  de  l'Ana- 
lyse le  déplacement  d'un  point  quelconque  du  feuillet  moven  d'une 
|)laque  rectangulaire  mince  dont  deux  bords  opposés  au  moins  sont 
appuyés  simplement  sur  un  cadie  fixe,  les  deux  autres  pouvant 
être  individuellement  ou  simidtanément  libres,  appuyés  ou  encas- 
Irés. 

Le  problème  d'élasticité  d'une  placpie  rectangulaire  mince  de 
contexture  homogène  et  isotrope,  qui  est  sollicitée  par  des  forces 
normales  au  feuillet  moyen,  a  élé  traité  par  Navier  on  nSo.o  dans 
riiypothèsc  où  les  (|uatre  bords  de  la  pla(jue  sont  a[>puyés  sur  un 
cadre  i\\e.  Navier  a  exprimé  dans  ce  cas  le  dé[)lacement  d'un  point 
(juelconcjuc  du  feuillet  moyen  à  l'aide  d'un  développement  en 
série  double. 
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M.  Maurice  Lévy  a  montré  récemment  que  l'on  pouvait  adopter, 
pour  l'expression  de  ce  développement,  un  développement  en 
série  simple  et  ceci  dans  le  cas  où  la  plaque  n'a  plus  nécessairement 
ses  quatre  bords,  mais  seulement  deux  bords  opposés  appuyés,  les 
deux  autres  étant  libres,  appuyés  ou  encastrés. 

Le  premier  Chapitre  du  travail  de  M.  Estanave  est  consacré  à  la 
démonstration  de  l'identité  du  développement  en  série  double  de 
Navier,  et  du  développement  en  série  simple  dans  le  cas  où  Ton 
tient  compte  des  conditions  d'appui  des  quatre  bords. 

Dans  les  Chapitres  suivants,  l'Auteur  traite,  par  le  dévelop- 
pement en  série  simple,  les  six  problèmes  d'équilibre  d'élasticité 
auxquels  donnent  lieu  les  diverses  combinaisons  des  conditions  au 
contour.  Ces  six  problèmes  sontrelatifs  aux  cas  où  la  plaque  a  : 

i''  4  bords  appuyés  (problème  de  Navier); 

2"   3  bords  appuyés,  le  quatrième  libre  (cas  de  Vannes); 

3°   3  bords  appuyés,  le  quatrième  encastré; 

4"  2  bords  appuyés,  2  bords  opposés  libres; 

5°   2  bords  appuyés,  2  bords  opposés  encastrés; 

6'*  2  bords  appuyés,  i  bord  libre,  1  bord  encastré. 

En  particulier  dans  le  cas  examiné  par  Navier,  qui  est  un  de  ces 
six  problèmes,  le  seul  qui  avait  déjà  été  étudié,  M.  Estanave  a  com- 
paré les  résultats  donnés  par  les  deux  développements  en  séries,  et  a 
montré  que  le  développement  en  série  simple  donne  un  résultat  plus 
rapidement  approché. 

Dans  les  questions  de  Mécanique,  il  arrive  fréquemment  que, 
pour  pouvoir  pousser  le  calcul  jusqu'au  bout,  il  est  nécessaire  de 
faire  des  hypothèses.  La  vérification  expérimentale  des  formules 
est  intéressante  dans  ces  cas,  car  elle  montre  du  même  coup  l'exac- 
titude du  calcul  et  la  légitimité  des  hypothèses.  L'auteur  a  fait  cette 
vérification  expérimentale  dans  le  cas  d'une  plaque  appuyée  sur 
ses  quatre  bords  et  celui  où  elle  a  un  bord  libre.  Il  prend  pour 
cela  une  plaque  de  verre  carrée  et  mesure  le  déplacement  du  centre, 
en  supposant  la  charge  uniformément  répartie  sur  la  plaque.  11 
montre  que  ce  dispositif  expérimental  pourrait  servir,  à  défaut  de 
moyens  plus  sim])les,  à  déterminer  le  coefficient  d'élasticité  de  la 
plaque. 

Dans  le  cas  où  la  plaque  a  trois  bords  appuyés  et  un  bord  libre, 
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la  vérification  expérimentale  a  une  importance  toute  particulière, 
car  elle  montre  rexactitucle  des  conditions  au  contour  déduites 
par  KirchhofFdu  calcul  des  variations. 

Après  avoir  examiné  ces  six  problèmes,  dont  un  seul,  le  problème 
de  Navier,  avait  été  traité,  M.  Estanave  résume  dans  un  Tableau 
les  résultats  relatifs  à  une  plaque  carrée. 

Déplacement 

du  centre  du  milieu 

Conditions  au  contour.  de  la  plaque.  du  bord  libre. 

11  '11  '  '  i5r)a^         „, 

2  bords  appuyés,  2  bords  opposes  encastres — pf- —  o,  10I  » 

n     J       ^  fl  4El7l5      '       ^ 

3  boids  appuyés,   1   bord  encastre — -— — 0,212  » 

4  E  J  TT^ 

1 5  /?  ci^ 

4  bords  appuyés J     „o,3io  » 

4  iii  1  t:^ 

1 5  7?  et'*  1 5  D  cv* 

2  bords  appuyés,  i   bord  encastre,  i  bord  libre..      -— — o,43o  —rk — -0,825 

4El7r5     '^  4EI7t:5     ' 

011  '  lin  i5pa'*  i5pa^ 

3  bords  appuyés,  I  bord  libre -— î- — -0,002  —rfi — ^0,010 

'^•^  4EIti5'  4EI'r:5'-' 

11  '         1        1     ri  i5pa'*  lôpa'* 

2  bords  appuyés,  2  bords  libres -—h — 0,004  —^ — 1,110 

^  ^   "^  4E1tt^     '^^  4El7:5     ' 

Dans  ces  formules,  p  désigne  la  charge  que  supporte  la  plaque 
par  unité  d'aire,  a  la  longueur  du  côté  de  la  plaque  et  E  le  coeffi- 
cient d'élasticité  de  traction  de  la  matière  constitutive.  Enfin  I  est 

égal  à  — j  £  désignant  l'épaisseur  de  la  plaque. 

Ce  Tableau  permet  de  comparer  les  valeurs  des  déplacements 
du  centre  et  des  milieux  des  bords  libres  d'une  plaque  carrée  sou- 
mise à  une  charge  uniforme  dont  les  conditions  au  contour  sont 
diderentes,  etmontrequc,  pour  une  même  plaque  carrée,  la  valeur 
des  déplacements  du  centre  va  en  croissant  avec  le  degré  de  liberté 
de  la  plaque. 

Dans  une  deuxième  Partie,  l'auteur  donne  quelques  aperçus  sur 
certaines  séries  trigonométri([ues  et  indique  les  services  que  pour- 
rait rendre,  au  point  de  vue  de  la  sommation  de  ces  séries,  l'iden- 
tité qu'il  a  démoutrée  dans  le  premier  Chapitre  de  son  Mé- 
moire. 

Ces  séries  oflVcnt  une  certaine  variété,  car  les  coefficients  ren- 
ferment une  fonction  arbitraire  (|ui  est  la  charge  supportée  par  la 
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plaque.  Il  examine  le  cas  où  celle  charge  est  constanlc  ou  ropré- 
senlée  par  une  fouclion  entière  des  coordonnées  du  point  et  indique 
les  séries  obtenues.  11  j)arvient  à  vérifier  l'exactitude  des  résultats 
en  sommant  directement  ces  séries.  E.   E. 


DAVIDOGLOU  (AntoiniO,  Élève  étranger  de  rÉcolc  Normale  supérieure.  — 
Sur  l'équation  des  vibrations  transversales  des  verges  élastiques. 
Paris,  Gauthier-Villars,  1900;  iii-4,  de  86  pages. 

Ce  Travail  est  consacré  à  l'étude  de  l'équation  des  vibrations 
transversales  des  verges  élastiques  non  homogènes.  Il  contient 
l'étude  d'une  équation  du  quatrième  ordre,  étude  faite  à  l'aide  de 
la  méthode  des  approximations  successives.  Cette  méthode  se 
présente  d'ailleurs  assez  naturellement  quand  on  envisage  les 
intégrales  comme  fonctions  d'un  certain  paramètre.  C'est  en 
appliquant  cette  méthode  aux  équations  du  second  ordre  que 
M.  Picard  a  obtenu  des  résultats  très  importants  et  d'une  grande 
simplicité. 

M.  Davidoglou  considère  l'équation  linéaire 

où  o[x)  est  une  fonction  positive  dans  un  intervalle  (a,  b).  Il 
s'agit  d'étudier  les  valeurs  de  k  pour  lesquelles  il  existe  une  inlé- 
grale  de  l'équation  précédente  (continue  ainsi  que  ses  dérivées 
des  quatre  premiers  ordres),  s'annulant  ainsi  que  sa  première 
dérivée  en  a  et  b.  L'auteur  montre  qu'il  existe  une  infinité  de 
valeurs  positives  de  k  jouissant  de  cette  propriété,  et  indique  le 
moyen  de  les  trouver  de  proche  en  proche. 

Dans  un  antre  Cha|)itre,  M.  Davidoglou  résout  le  problème  de 
la  verge  encastrée  en  a  clb]  il  faut  pour  cela  intégrer  l'équation 

ô'*  w  .     ^  d-  w 

par  la  condition  que  la  fonction  (vct  la  dérivée  —  s'annulent  en  a 
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el  b  quel  que  soit  t  et  que  l'on  ait  de  plus  w{x^  o) -- /(^).  La 
difficulté  de  la  question  revient  à  établir  la  possibilité  du  déve- 
loppement (le  f(^x)  sous  la  forme 

/(t)  =  2a,Y,(^), 

i  =  \ 

les  fonctions  Y/(^)  étant  les  intégrales  particulières  correspon- 
dant aux  diverses  valeurs  de  k. 

M.  Davidoglou  examine  aussi  le  cas  où  la  verge  élastique  est 
appuyée  en  a  et  encastrée  en  6.  Ces  nouvelles  conditions  limites 
entraînent  des  différences  assez  sensibles  au  point  de  vue  ana- 
lytique. 

Enfin,  dans  une  seconde  Partie  de  son  Mémoire,  l'auteur  étudie 
un  développement  asymptotique  des  intégrales  de  l'équation  (i) 
qu'il  écrit 

C5(.r)  étant  une  fonction  qui  par  hypothèse  admet  des  dérivées 

de  tout  ordre. 

E.  E. 


GODEFROY  (Maurice),  Bibliothécaire  do  la  Faculté  des  Sciences  do  Mar- 
seille. —  La  fonction  gamma.  Théorie,  histoire,  bibliographie.  (Thèse  do 
Doctoral  de  l'Université  de  l^aris.)  Un  volume  grand  in-S",  y  î  pages.  Paris, 
Gauthier-Villars,  1901. 

Ce  travail,  comme  son  titre  l'indique,  a  pour  objet  une  mono- 
graphie à  la  fois  théorique,  historique  et  bibliographique  de  la 
fonction  gamma.  On  sait  quel  intérêt  s'attacbe  à  cette  transcen- 
dante; les  plus  grands  géomètres  depuis  Euler  et  Legendre  jusqu'à 
Weierstrass  et  Hcrmite  s'en  sont  occupés,  et  l'on  peut  dire  que  son 
histoire  est  intimement  liée  à  celle  de  l'Analyse  mathémati([ue,  car 
chaque  progrès  réalisé  dans  la  théorie  des  intégrales  définies  et 
dans  la  théorie  générale  des  fonctions  a  eu  ses  applications  à  la 
fonction  gamma. 


i39.  imiemieul:  partie. 

L'auleur  donne  d'abord  l'historique  détaillé  des  rcclierclics  rela- 
tives à  la  fonction  gamma  dont  il  fait  remonter  l'origine  à  Wallis 
et  à  Stirling,  puis  il  expose  la  théorie  d'une  manière  élémentaire 
grâce  à  l'emploi  exclusif  de  la  méthode  des  séries.  11  prend,  en  effet, 
pour  définition  de  r(^)  celle  adoptée  par  Gauss  et  en  déduit 
toutes  les  propriétés  de  cette  transcendante.  Les  fonctions  P  (x) 
et  Q(^)  de  Pr^m,  la  fonction  de  Binet  w{x),  puis  les  deux  pre-, 
mières  dérivées  de  logr(jr)  qui  sont  désignées  par  <I>(x)  et  W(x) 
sont  successivement  étudiées  d'une  façon  très  complète.  Un  cha- 
pitre est  consacré  aux  développements  en  séries  entières  et  là 
encore  des  simplifications  sont  apportées  aux  procédés  ordinaires. 
L'Ouvrage  se  termine  par  un  exposé  substantiel  des  applications 
de  la  fonction  gamma  au  calcul  de  la  limite  de  produits  infinis  ou 
de  séries  dont  le  terme  général  est  une  fonction  rationnelle  de 
l'indice  et  à  la  résolution  de  certaines  équations  fonctionnelles 
dans  lesquelles  entre  une  fonction  rationnelle  de  la  variable  ;  à  cette 
dernière  question,  M.  Godefroj  rattache  la  résolution  de  l'équa- 
tion de  Lindhagen  et  celle  des  équations  de  Grelle,  point  de  départ 
de  la  théorie  des  facultés  analytiques.  E.  E. 


PASCAL  (E.).  —  Repertorium  der  hoiieren  Mathematik  (Definitionen, 
FoRMEN,  Théorème,  Literatur).  Autorisuîrte  deutsciie  Ausgare  nach 
einer  neuen  Bearbeitung  des  Originals  von  a.  Sciiepp.  I.  TiuiiL  :  die 
Analysis.  Un  vol.  in-i6;  xii,  636  p.  Leipzig,  Teubner,  1900. 

Nous  avons  eu  l'occasion  de  dire  la  grande  utilité,  et  la  grande 
commodité  du  Répertoire  des  hautes  MatJiématiques,  publié  par 
M.  Pascal;  le  succès  qu'il  obtient  est  fort  naturel;  nous  sommes 
heureux  de  signaler  la  traduction  qui  vient  d'être  faite,  et  qui 
paraît  à  la  librairie  Teubner;  le  livre  a  été  amélioré  et  complété 
sur  plusieurs  points.  Il  est  d'ailleurs  à  souhaiter  que  des  ouvrages 
de  cette  nature  aient  de  nombreuses  éditions,  afin  qu'ils  puissent 
être  mis  à  jour,  et  que,  dans  le  cas  où  il  s'y  serait  glissé  quelques 
incorrections,  celles-ci  puissent  être  corrigées. 

J.  T. 
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GUSTAVE  ROBIM.  —  Œuvres  scientifiques  réunies  et  publiées  sous  les 
AUSPICES  DU  Ministère  de  l'Instruction  publique,  par  Louis  RatlV 
{Fliysique  mathématique).  GauLhier-Villars;  1899. 

Ce  fut  une  nature  singulièrement  originale  que  celle  de 
Gustave  Robin.  M.  Raffj  a  dit,  sur  la  tombe  de  son  ami,  quelle 
était  la  hauteur  de  son  caractère,  et  avec  quel  désintéressement 
il  aimait  et  cultivait  la  science.  La  mémoire  de  Robin  restera 
toujours  chère  à  ceux  qui  l'ont  approché  et  auxquels  il  a  bien 
voulu  se  livrer  un  peu.  Ce  sera,  pour  ma  part,  un  des  meilleurs 
souvenirs  de  ma  carrière,  que  de  l'avoir  eu  pour  auditeur  pendant 
bien  des  années.  Quoique  la  Physique  générale  et  la  Chimie 
générale  fissent  surtout  depuis  dix  ans  l'objet  de  ses  méditations, 
Robin  ne  voulait  pas  rester  étranger  au  mouvement  mathéma- 
tique contemporain,  et  ce  n'est  pas  sans  émotion  que  je  me 
rappelle  aujourd'hui  nos  longues  conversations  mathématiques; 
sur  les  sujets  qui  lui  étaient  le  moins  familiers,  il  voyait  rapide- 
ment les  points  essentiels,  et  sa  critique  toujours  pénétrante  se 
plaisait  à  mettre  chaque  chose  à  sa  place.  Doué  comme  il  l'était, 
et  avec  son  énorme  puissance  de  travail,  Robin  aurait  pu  acquérir 
rapidement  une  grande  notoriété  scientifique,  mais  il  n'en  avait 
aucun  souci,  et,  comme  l'a  dit  M.  Raffj,  «  il  s'attacha  toujours  à 
faire  l'ombre  sur  ses  découvertes  avec  le  même  zèle  que  d'autres 
mettent  à  faire  valoir  les  leurs  ». 

Les  Mémoires  publiés  par  Robin  sont  peu  nombreux,  mais  il  a 
laissé  des  manuscrits  étendus,  et  il  faut  aussi  comprendre  dans 
son  Œuvre  une  partie  des  cours  qu'il  a  professés  à  la  Sorbonnc 
sur  la  Thermodynamique  et  la  Chimie  physique.  INl.  RalTy  s'est 
donné  la  pieuse  tache  de  rassembler  les  travaux  de  son  ami. 
Les  OEuçres  scientifiques  de  Robin  comprendront  Irois  volumes, 

Le  prcmiei  fascicule  du  premier  volume  est  consacré  aux 
recherches  de  Physique  mathématique.  Il  s'ouvre  |)ar  le  INIémoiic 
sur  la  distribution  de  l'électricité  à  la  surface  dos  conducteurs 
fermés  et  des  conducteurs  ouverts,  cpii,  en  iS8(),  a  servi  de  ihèso 
à  Robin.  Dans  cet  important  travail,  (pii  apporlail  des  vues  nou- 
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velles  dans  une  question  restée  longtemps  stationnalre,  l'Auteur 
se  sert  sjstématiquement,  au  lieu  de  l'équation  de  Laplace,  d'une 
équation  fonctionnelle  à  deux  variables  indépendantes  seulement, 
qui  est  aujourd'hui  désignée  sous  le  nom  à'éqiialion  de  Robin. 
Celle-ci  est  tout  d'abord  employée  dans  l'étude  de  la  distribution 
de  l'électricité  à  la  surface  d'un  sphéroïde  conducleur.  C'est  sur- 
tout dans  le  cas  des  conducteurs  ouverts  que  Robin  obtient  des 
résultats  remarquables.  Après  avoir  montré  comment  la  recherche 
delà  répartition  de  la  charge  entre  les  deux  faces  revient  à  une 
quadrature,  il  indique  une  réduction  importante  qui  ramène 
l'équilibre  électrique  des  surfaces  conductrices  avec  un  contour 
multiple  à  celui  des  surfaces  à  contour  simple.  Il  emploie  là  un 
de  ces  procédés  d'exhaustion,  qui  jouent  aujourd'hui  nn  rôle  si 
important  dans  plusieurs  questions  d'Analj'se,  et  dont  le  premier 
exemple  avait  jadis  été  donné  par  Murplij  précisément  dans  une 
question  d'électricité.  Cette  réduction  permet  à  Robin  de  traiter 
le  problème  de  la  distribution  électrique  d'une  sphère  percée  d'ou- 
vertures circulaires  en  nombre  quelconque,  et  en  particulier  sur 
nne  zone,  en  prenant  pour  point  de  départ  la  solution  donnée  par 
Thomson  pour  l'équilibre  électrique  de  la  calotte  sphérique.  Le 
beau  résultat  de  Robin  restera  à  côté  de  celui  de  l'illustre  physi- 
cien anglais. 

Robin  a  fait  usage  de  son  équation  fonctionnelle  pour  obtenir 
la  distribution  de  l'électricité  sur  une  surface  fermée  convexe,  la 
couche  électrique  étant  en  équilibre,  soit  d'elle-même,  soit  sous 
l'action  de  charges  extérieures  fixes;  il  suppose  d'ailleurs  établie 
la  possibilité  de  l'équilibre.  Plusieurs  géomètres  sont  depuis 
revenus  sur  ce  problème,  tant  au  point  de  vue  de  l'existence 
même  de  la  solution  qu'au  point  de  vue  de  la  forme  de  la  surface 
conductrice;  celle-ci  peut  n'être  pas  convexe,  et  la  méthode  est 
encore  applicable  moyennant  seulement  quelques  hypothèses  très 
générales.  Dans  cet  ordre  d'idées,  Robin  fut  naturellement  con- 
duit à  traiter  le  problème  de  Diriclilet  pour  l'équation  de  Laplace, 
quand  on  se  donne  à  la  surface  la  valeur  de  la  fonction  ou  la 
dérivée  normale.  La  mélliode  de  Robin  dans  ce  problème  est 
aujourd'hui  classique,  comme  celle  de  Neumann^  et  a  été  l'ori- 
gine de  nombreuses  recherches. 

En    1887,    Robin  axait   j)ublié  dans    les   Comptes  rendus  une 
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Noie  sur  V Explosion  au  sein  des  liquides.  Le  Mémoire  déve- 
loppé a  été  retrouvé  dans  ses  papiers;  il  débute  par  un  principe 
général  de  la  tliéorie  des  percussions,  corrélatif  de  celui  de 
Hamilton  dans  la  dynamique  des  forces  ordinaires,  et  comprenant 
comme  cas  particulier  un  théorème  jadis  énoncé  par  Thomson  et 
Tait.  Ce  principe  est  extrêmement  fécond,  et  Robin  en  fait  de 
très  intéressantes  applications,  en  particulier  aux  explosions  dans 
un  liquide,  en  supposant  qu'une  sphère  très  petite  éclate  au  sein 
de  celui-ci  :  le  cas  de  l'explosion  sous  un  corps  flottant  est 
longuement  développé. 

On  trouvera  encore  dans  ce  volume  quelques  fragments  de 
moindre  étendue,  notamment  sur  la  théorie  du  replenisker  de 
Thomson,  et  sur  une  expérience  de  Hertz.  Les  travaux  que  nous 
venons  de  parcourir  rapidement  témoignent  d'un  réel  esprit  d'in- 
vention et  d'une  grande  fécondité  de  ressources  analytiques;  ils 
montrent  à  quelles  hauteurs  Robin  aurait  pu  atteindre  en  Mathé- 
matiques pures,  si  son  activité  ne  s'était  surtout  portée  sur  d'autres 
éludes. 

Au  moment  où  j'écris  ces  lignes,  je  reçois  le  second  fascicule 
du  Tome  I,  consacré  à  la  Thermodynamique  générale.  Il  deman- 
dera une  étude  très  approfondie,  et  c'est  surtout  aux  physiciens 
qu'il  appartiendra  de  discuter  ce  qu'il  renferme  de  nouveau  et 
d'original.  Je  veux  seulement  ici  faire  une  remarque  cjui  m'est 
suggérée  par  la  lecture  de  l'Introduction  et  de  la  Leçon  inaugurale 
du  cours  de  Robin  en  1896,  publiée  en  1898  dans  la  Revue  géné- 
rale des  Sciences.  Robin,  frappé,  comme  beaucoup  d'autres,  des 
difficultés  que  l'on  rencontre  quand  on  veut  préciser  la  notion 
d'explication  inécanique  des  phénomènes  naturels,  et  des  bizarre- 
ries que  présentent  maintes  théories  mécaniques,  insiste  vigoureu- 
sement sur  l'étrangeté  qu'il  y  a  à  expliquer  le  connu  par  rincomiu, 
le  visible  par  l'invisible,  et  à  imaginer,  par  exemple,  comme  il  le 
dit,  un  éther  que  nul  œil  humain  ne  verra  jamais.  La  Science,  jiDur 
lui,  doit  résolument  abandonner  toutes  ces  hypothèses  et  toutes 
ces  entités,  pour  s'orienter  dans  la  voie  que  lui  trace  la  Tlienno- 
dynamicpie  générale  convenablement  organisée.  Je  ne  puis  a  C(^t 
égard  être  d'un  avis  aussi  exclusif.  Toutes  les  accusalions  contre 
le  mécanisme  sont  certes  justifiées,  si  l'on  |>rend  le  mot  d  explica- 
tion dans  le  sens  où  il  a  été  longtemps  entendu,  mais  elles  pcrdenl 
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de  leurs  forces  si  l'on  ne  cherche  dans  uneexplicalion  qu'une  image, 
plus  ou  moins  grossière,  mais  utile  et  féconde,  sans  avoir  la  pré- 
tention d'atteindre  la  réalité.  La  Science  peut  suivre  à  la  fois  des 
voies  diverses,  et  la  multiplicité  des  points  de  vue  est  non  seule- 
ment légitime,  mais  indispensable.  Le  désir  impérieux  de  chercher, 
des  explications  mécaniques  a  été  nn  stimulant  d'une  très  grande 
fécondité;,  et  rien  ne  prouve  que  celle-ci  soit  épuisée.  Bien  au 
contraire:  nous  voyons  en  Chimie  physique  naître  des  théories 
audacieuses  extrêmement  fécondes,  dont  la  discussion  quelquefois 
passionnée  donne  à  cerlaines  parties  de  la  Chimie  et  de  la  Physique 
une  vie  intense,  et,  récemment  encore,  les  hypothèses  de  Lorentz 
sur  les  électrons  ne  le  conduisaient-elles  pas  à  prévoir  dans  un 
cas  simple  le  phénomène  découvert  ensuite  par  Zeemann?  Ce  n'est 
qu'en  suivant  à  leur  heure  des  tendances  difTérentes,  quelquefois 
opposées,  que  les  Sciences  progressent;  il  ne  i'aut  pas  mutiler 
l'esprit  humain  dans  la  tâche  immense  qui  s'ouvre  devant  lui.  C'est 
dans  les  parties,  déjà  bien  constituées,  comme  la  Statique  géné- 
rale des  équilibres  physiques  et  chimiques,  qu'une  exposition  peut 
être  faite  d'une  manière  systématique,  et,  sans  aucun  doute, 
l'effort  vigoureusement  poursuivi  par  Robin  marquera  dans  l'his- 
toire de  la  Science  ;  dans  les  parties  encore  inexplorées,  l'esprit 
souffle  où  il  peut.  Emile  Picard. 


-=a=?©<; 


AUPETIT  (A.).  —  Essvi  sur  lv  Théorie  générale  de  la  monnaie,   i  vol. 
in-S";  297  p.  Paris,  Guillaumin  et  C'*^;  1901. 

L'Auteur,  dans  Flntroduction  de  son  Ouvrage,  caractérise 
comme  il  suit  le  but  qu'il  a  eu  en  vue  : 

((  L'étude  rationnelle  des  phénomènes  monétaires  —  limitée  en 
l'état  actuel  aux  questions  d'équilibre  —  trouvera  sa  base  logique 
dans  la  statique  générale  des  systèmes  économiques  telle  qu'elle 
résulte  des  remar(|uables  travaux  de  MM.  Léon  Walras  et  Vilfredo 
Pareto.  Elle  comprendra  trois  parties  consacrées  aux  trois  fonc- 
tions essentielles  de  la  monnaie,  la  fonction  de  numéraire,  la  fonc- 
tion   de    circulation,    la    fonction    d'épargne.    Sur   la   plupart   des 
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points  la  théorie  rationnelle  était  faite;  il  n'j  avait  qu'à  reprendre 
des  éléments  dès  maintenant  acquis.  ISotre  effort  personnel  a 
surtout  porté  sur  la  difficulté  essentielle  que  recèle  toute  inter- 
prétation mathématique  des  sensations  ou  des  besoins  humains  : 
la  définition  d'une  unité.  L'obstacle  était  sérieux.  Dans  ses  plus 
récents  travaux,  M.  V.  Pareto  n'a  cru  pouvoir  mieux  faire  que  de 
la  tourner.  Nous  avons  tenté  de  l'aborder  de  front. 

»  L'étude  expérimentale  de  la  monnaie  —  encore  qu'aucune 
loi  n'ait  été,  peut-être,  consacrée  par  une  adhésion  unanime  — 
est  depuis  longtemps  constituée  dans  ses  parties  essentielles.  Pour 
remonter  des  phénomènes  à  leurs  connexions  générales  et  néces- 
saires, nous  n'avons  eu  qu'à  résumer  d'excellentes  études  des- 
criptives, à  accorder  aux  procédés  statistiques  de  mesure  la  place 
qui  leur  revient,  à  tenter  enfin  d'obtenir,  par  l'emploi  des  pro- 
cédés graphiques,  une  expression  plus  saisissante  des  mouvements 
naturels  de  la  circulation  monétaire.  ...   » 


HANCOCK  (Harris),  Professeur  à  l'Université  de  Cincinnati  (Étals-Unis).  — 

MÉMOIRE  SUR  LES  SYSTEMES  MODULAIRES  DE  KrONECKER.  In-4"  de  1  l5  pagCS. 

Paris,  Gauthier-Villars,  1901.  (Thèse  de  Doctorat  de  l'Université  de  Paris.) 

Le  Mémoire  de  M.  Hancock  comprend  deux  parties  :  la  première, 
qui  occupe  cinquante-cinq  pages,  est  consacrée  à  la  partie  purement 
historique.  L'auteur  signale  les  points  communs  à  la  théorie  de 
Dedekind  et  à  celle  de  Kronecker,  qui  sont  dus  à  ce  qu'il  y  a  de 
commun  aux  domaines  de  rationalité  d'où  ces  théories  tirent  leur 
origine.  C'est  pour  cela  que,  après  avoir  donné  un  historique  de  la 
théorie  des  nombres  algébriques,  il  examine  brièvement  quekjues- 
uns  des  points  essentiels  des  domaines  algébriques  de  rationalité 
en  cherchant  surtout  à  mettre  en  évidence  les  propriétés  caracté- 
ristiques qui  sont  communes  à  la  fois  aux  modules  et  aux  idéaux 
de  Dedekind,  d'une  part,  et  aux  systèmes  modulaires  de  Kronecker, 
de  l'autre.  11  peut  ainsi  étendre  beaucoup  de  théorèmes  sur  les 
modules  et   les   idéaux  à  la  théorie  des  systèmes  modulaires. 

La    seconde    partie  est    personnelle  à    M.   Hancock.    Dans  ses 
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recliercbes,  il  considère  des  polynômes  dont  les  coefficients  sont 
des  entiers  d'un  corps  algébrique.  Il  traite  de  la  réduction  des  sys- 
tèmes de  modules  à  des  (ormes  simples.  Dans  celte  réduction  les 
idéaux  de  Dedeklnd  jouent,  comme  on  pouvait  le  prévoir,  un  rôle 
important. 

L'auteur  insiste  sur  Fi  m  portai»  te  notion  des  systèmes  modulaires 
premiers  qui,  dans  cette  Arithmétique  généralisée,  sont  les  ana- 
logues des  nombres  premiers  de  l'Arithmétique  élémentaire  et 
indique  des  congruences  intéressantes  rappelant  les  théorèmes  de 
Fermât  et  de  Wilson. 

Les  principaux  Chapitres  de  cette  deuxième  Partie  traitent 
des  systèmes  modulaires  de  première  espèce. 

Réduction  du  système  modulaire  de  seconde  espèce  lorsque  la 
seconde  puissance  ou  des  puissances  plus  hautes  de  l'idéal  pre- 
mier p  entrent  comme  éléments. 

Réduction  des  systèmes  modulaires  de  troisième  espèce  dans 
lesquels  la  seconde  puissance  ou  une  puissance  plus  élevée  de  la 
fonction  irréductible  ^•(^)(mod/?)  entre  comme  élément. 

E.  E. 


MICHEL  (Gh.),  Professeur  de  Mathématiques  spéciales  au   Lycée  de  Douai 
(Thèse  de  Doctorat,   Faculté  des  Sciences  de  Paris,   1901).  —  Sur  les 

APPLICATIONS  GÉOMÉTRIQUES  DU  THEOREME  d'AbEL.  Ill-'i"  de  54   pagCS.  Pai'is, 

Gauthier-Villai's,  1901. 

Le  théorème  d'Abel  n'a  pas  été  moins  fécond  pour  la  Géométrie 
que  pour  l'Anal vse.  Il  suffit  en  effet  de  prendre  des  intégrales  abé- 
liennes  ayant  une  signification  géométrique  simple^,  pour  parvenir 
à  des  énoncés  où  tous  les  éléments  ont  eux-mêmes  une  interpréta- 
tion géométrique.  Le  nombre  des  relations  que  l'on  peut  ainsi  ob- 
tenir est  évidemment  illimité,  et  l'effort  principal  de  ceux  qui  se 
sont  occupés  de  ce  sujet  a  eu  pour  but  de  choisir  des  éléments  géo- 
métriques et  des  conditions  particulières,  de  façon  à  parvenir  à 
des  énoncés  aussi  simples  que  possil)le. 

Les  méthodes  qu'a  suivies  M.  Michel  sont  particulièrement 
appropriées  au  but  (pi'il  se  ])ropose  ;  son  point  de  départ  repose 
uniquement  sur   une  propriété   élémentaire  des   équations    aigé- 
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bi'iques.  Le  théorème  d'Abel  est  obtenu  par  cette  voie  sous  une 
forme  un  peu  plus  générale  que  celle  qu'on  lui  donne  ordinaire- 
ment, en  considérant,  non  plus  une  seule  courbe  fixe,  mais  un 
s^'stème  de  deux  courbes  fixes  coupées  par  une  courbe  variable. 
Avec  deux  intégrales  abéliennes  de  même  espèce  attachées  respec- 
tivement à  chacune  de  ces  courbes.  En  particularisant  ensuite 
l'une  des  courbes  fixes  on  obtient  immédiatement  le  théorème  re- 
latif aux  intégrales  de  troisième  et  de  seconde  espèce,  sous  une 
forme  qui  met  en  évidence  la  signification  géométrique  des  divers 
éléments  figurant  dans  les  formules. 

La  démonstration  générale  suppose  essentiellement  que  la 
courbe  sécante  variable  ne  passe  pas  constamment  par  un  point 
singulier  commun  aux  deux  intégrales.  L'auteur  montre  ensuite 
comment  on  peut,  dans  certains  cas,  lever  l'indétermination  en  res- 
treignant la  variation  de  la  courbe  sécante  autour  du  point  singu- 
lier. Ceci  permet  d'étendre  les  énoncés  qui  traduisent  géométri- 
quement le  théorème  d'Abel,  à  certains  cas  spéciaux  où  ces 
énoncés  paraissent  au  premier  abord  devenir  illusoires.  Ce  point 
conduit  à  des  discussions  assez  délicates. 

Dans  une  autre  partie,  M.  Michel  fait  des  applications  aux  arcs 
des  courbes  de  direction,  aux  angles,  aux  distances,  aux  courbes 
unicursales  et  aux  courbes  gauches. 

Il  signale,  une  suite  de  théorèmes  relatifs  à  l'orientation  de  cer- 
tains systèmes  de  droites,  dont  quelques-uns  avaient  déjà  été 
énoncés  par  Laguerre  et  par  M.  Humbcrt.  E.  E. 


■ — arfifS"-— 
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Kncyklop\F)Iiî  fier  niatheinatisclien  WisscnscJutflrn  mit  Ein$chlus$ 
ihrer  Aiuvcndungcii.  ilcrausi^cii^.  von  H.  l>urIvh;ir(lL  u.  N\  .  F.  Movcr. 
1.  TliL  :  Heine  Matliematik,  !2  IkL  :  Analysis.  Hedij;.  von  H.  I3urkliartlt. 
12.  u.  ;{.  Hofl.  Gr.  in-8".  Lcip/ij;,  Touhnei'.  7  m.  âo  pi". 

LrusiilN  (IL-I).;.  —  I\i/ileilung  in  <lic  fn/inih.'sinuil-lirchnuni;   (  I>i(1V- 
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rential-  u.   liUcgral-Rcclnning).    Zum    Sclbslunterricht.  8"  cdil.   gr.  in-S", 
lv-383  p.  avec  54  fig-  Leipzig,  nrandsleltcr.  8  m. 

RouciiÉ  (E.)  et  DE  GoMBEROUSSiî  (G.).  —  Traité  de  Géométrie,  7*^  édit. 
In-8",  L\-i'2i9,  p.  avec  fig.  Paris,  Gauthier-Villars.  17  fr. 

Seiiret(  J.-A.)-  —  Cours  de  calcul  différentiel  et  intégral,  5^  édit.  2  vol. 
in-8',  xiii-617  j).  et  xin-Qoi  [).  Paris,  Gaiithici-\  illars.  '25  fr. 

Drude(P.).  —  Lehrhuch  der  Optik.  gr.  in-8",  xiv-498  p.  avec  iio  fig. 
Leipzig,  Hirzel.   10  ni.;  relié.  11  m.  .10  pf. 

GoLSON  (R.).  —  Traité  élémentaire  d'électricité  avec  les  principales 
applications.  3''  édit.  In-18"  jésus,  vi-27'2  p.  avec  fig.  Paris,  Gauthier-Vil- 
lars. 3  fr.  75  c. 

Bertrand  (J.)  et  Garcet  (H.).  —  Traité  cV Algèbre.  2."  Partie.  Nouv. 
édit.  Jn-8",  392  p.  Paris,  Hachette.  5  fr. 

Bibliotiieca  matiiematica.  Zeitschrift  f.  Geschichte  d.  matliemat. 
WissenscJiaften.  Herausgeg,  von  G.  Enestrom.  3.  Folge.  i.  Bd.  4  Hefte, 
gr.  in-8"  (i.  u.  2.  Ileft),  296  p.  avec  1  Heliograv.,  3  portraits  et  28  fig. 
Leipzig,  Teubner.  20  m. 

Bruckner  (M.).  —  Vielecke  luid  Vieljlaclie.  Théorie  u.  Geschichte, 
gr.  in-8°,  viii-227  p.  avec  12  ])lanches  et  de  nombreuses  figures,  Leipzig, 
Teubner.  Gart.  iG  m. 

Fedorow  (E.-V.).  —  Reguldre  Plan-  u.  Raumtheilung.  (Sonderdr.). 
Gr.  in-4",  124  p.  avec  i3  planches.  Miinchen,  Franz.  6  m. 

Hagen  (J.-G.).  —  Synopsis  der  hôheren  Mathematik.  3.  Bd.  Differen- 
tial-  u.  Integralrechnung.  (fn  6  Lfgn.)  i.  Lfgn.  Gr.  in-4",  P-  1-^4'  Berlin, 
Dames.  5  m. 

Jaiiresbericht  der  deiitschen Mathematiker-  Vereinigung.  Herausgeg. 
im  Auftrage  des  Vorstandes  von  G.  Hauck  u.  A.  Gutzmer.  8.  Bd.  \,  Heft. 
gr.  in-8",  234  P-  avec  Fig.  Leipzig,  Teubner.  8  m. 

Laurent  (H.).  —  L'élimination.  fn-iC)",  75  p,  Paris,  Garré  et  Naud. 

Pietsch  (G.).  —  Katechismus  der  Nivellirkunst.  5*  édition.  In-12. 
viii-io3  p.  avec  Gi    fig.  Leipzig,  Weber.  2  m. 
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PEANO  (G.),  professeur  à  l'Université  de  Turin.  —  Formulaire  de  mathé- 
matiques. Introduction  (1894);  t.  I  (1895);  t.  H,  n"  l  (1897);  ""2  (1898); 
n"  3  (1899);  t.  m  (1901).  Turin,  Bocca  et  Glausen. 

Il  est  bien  tard  pour  rendre  compte  d'un  Ouvrage  dont  la  pre- 
mière édition  a  paru  en  iSgS;  et  pourtant,  il  n'est  pas  trop  tard, 
puisque  la  troisième  édition  vient  de  paraître  cette  année,  et 
qu'elle  nous  permet  d'apprécier  plus  complètement  cette  œuvre 
originale,  monument  de  patience  et  d'érudition,  qui  est  d'ailleurs 
<c  toujours  en  construction  ».  On  sait  qu'elle  consiste  à  réunir  toutes 
les  vérités  mathématiques  connues,  en  les  classant  d'abord  dans 
l'ordre  des  matières  (c'est-à-dire  des  notions  qui  y  figurent),  puis 
dans  l'ordre  où  elles  se  déduisent  les  unes  des  autres,  accompa- 
gnées (au  moins  les  principales)  de  leur  démonstration.  Pour  j 
parvenir,  les  auteurs  emploient  un  système  de  pasigrapJiie  ou 
mieux  (T idéographie  inventé  par  M.  G.  Peano  en  1888  (*),  ap- 
pliqué d'abord  par  lui  à  l'Arithmétique  et  à  la  Géométrie  (-),  puis 
développé  et  perfectionné  par  lui  et  ses  collaborateurs  (^). 

Avant  d'analyser  le  Formulaire  lui-même,  nous  devons  étudier 
la  langue  dans  laquelle  il  est  écrit,  et  dont  les  principes  forment 
d'ailleurs  la  première  Partie  de  ce  Formulaire  ('•). 

1. 

Les  idées  fondamentales  du  Calcul  logique  sont  celles  d'indi- 
vidu et  de  classe  {'•*).  La  première  relation  à  considérer  est  donc 


(')  Calcolo  geotnetrico  secondo  /'Ausdehniingslehre  di  H.  Grassmann,  pre- 
ceduLo  dalle  operazioni  délia  Logica  deduttiva.  Torino,  Bocca,  1888. 

(  -  )  AritJimetices  principia,  nova  mctiiodo  exposita;  I  Principii  di  Gconictria, 
logicnmente  esposti.  Torino,  Bocca,  1889. 

(3)  Dans  la  Revue  de  Mathématiques  {Hivista  di  Mateinatica),  publiée  de- 
puis 1891.  Le  Tome  VII  a  commencé  en  1900. 

(^)  Nous  avons  éludié  la  Logique  mathématique  de  M.  Peano  à  un  jK^int  de 
vue  exclusivement  logiciue  dans  la  Revue  de  MétapJiysique  et  de  Moi-ale  de  >cp- 
tembre  1899(1,  VII,  p.  Gifi-^/jG).  Ici,  au  contraire,  nous  nous  attaclieroris  surtout 
aux  applications  malhémati([ucs  de  cette  Loginu(\  et  aii\  p.irtics  mathcinat i(iucs 
du  Forniuldire. 

{'•')  L'idée  logi(iue  de  classe  (dont    le  symbole  est  Iv   ou  (lis)  coïncide  exactt*- 
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celle  de  l'individu  à  la  classe  à  laquelle  il  appartient  :  elle  se  re- 
présente par  le  symbole  e  ('  ),  qui  se  lit  :  est  un. 
Ainsi,  soit  a  le  symbole  d'une  classe,  on  écrira  : 


X  t  a 


pour  dire  que  x  est  un  «,  et 

X,  y,  zza 

pour  dire  que  ^,  j',  z  sont  des  «  (-). 

La  Logique  étudie  deux  relations  fondamentales  entre  les  classes: 
la  contenance  ou  inclusion^  et  V égalité.  Une  classe  a,  est  con- 
tenue dans   une  classe  6,  si   tout  a  est  un  ^,  et  l'on  écrira  alors 

«0^       (3). 

Une  classe  a  est  égale  à  une  classe  b^  si  tout  a  est  un  ^,  et  si  in- 
v^ersement  tout  b  est  un  a\  et  l'on  éciit  alors  : 

On  voit  immédiatement  que  V égalité 

a  z=z  h 

équivaut  aux  deux  inclusions  inverses  réunies 

Les  mêmes  relations  sont  applicables  aux  proposilious.  Nous 
allons  d'abord  définir  leur  sens;  nous  l'expliquerons  et  le  justifie- 
rons ensuite. 

Si  /?  et^  désignent  des  propositions  contenant  une  même  lettre 
variable  ^,  l'inclusion 


ment  avec  l'idée  matlK-matique  iVenseinble;  aussi  le  Calcul  logique  n'esL-il  pas 
autre  chose  qu'une  théorie  des  cnsennbles  au  point  de  vue  de  leur  inclusion  et  de 
leur  exclusion  mutuelles. 

(')  Initiale  du  mot  èo-TU 

(^)  Par  suite,  une  formule  telle  que  xza  implique  ipso  fado  que  a  est  une 
classe,  selon  M.  Padoa. 

(■'')  3  est  l'initiale  renversée  du  mot  conlinct  :  OC  a. 
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siiinifie  : 


'o' 


Quel  que  soit  x,  de  p  on  déduit  q,  ou  la  vérité  de p  entraîne 
celle  de  q; 

ou  enfin  : 

Si  p  est  vraie,  q  est  vraie. 

L'égalité 

p-=x'q 

équivaut  aux  deux  inclusions  inverses  réunies 

P'Dx-q,        Ç'OxP- 

Elle  signifie  que,  quel  que  soit  x,  les  deux  propositions  p  et  q 
se  déduisent  réciproquement  V une  de  Vautre  ('). 

Voici  maintenant  comment  on  passe  de  l'un  à  l'autre  sens  de 
ces  notations.  La  proposition  catégorique  (entre  classes)  : 

Tout  a  est  b  : 

équivaut  à  la  proposition  hypothétique  (entre  propositions)  : 

X  î  a.'j.x  £  6, 
c'est-à-dire  : 

Si  X  est  un  a,  x  est  un  b  ; 

et  cette  équivalence  peut  s'écrire  : 

a'j  b.  =  :x  z  a.'j.x  z  b     {-). 

Inversement,  si  l'on  désigne  par  (x  3 p)  la  classe  des  x  qui  véii- 


(')  On  les  appelle  alors  équivalentes;  mais  cela  11c  veut,  pas  dire  (|ii'cllcs  soienl 
synonymes;  car  une  telle  équivalence  a  lieu  enli'e  une  proposition  iiucloon(ine 
et  ce  qu'on  appelle  sa  condition  nécessaire  et  suffisante. 

(-)  Notons  à  ce  propos  que  M.  l'eano  reni[)lare  fort  avantagenscnioni  les  partMi- 
thèsos  par  des  points  (suivant  un  usaj;e  inspire  de  r.eibni/.).  On  doit  i;r»)U|HM- 
d'abord  les  formules  séparées  par  un  point,  puis  celles  séparées  par  deux  points, 
et  ainsi  de  suite.  I^a  copule  principales  d'une  lonnulc  est  le  sii;ne  qui  est  encadre  du 
plus  grantl  nombre  de  points  (par  c\cm|)lc,  le  signe  =  dans  la  formule  ci-dessus). 
Il  va  sans  dire  que  le  point  n'est  |)his  employé  comme  signe  de  multi|dieation. 
ni   les  deux  points  coïiinic  signe  de  division. 
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fient  la    proposillon   /^  ('),   la   proposition    hypothétique    (entre 
propositions) 

équivaut  à  la  proposition  catégorique  (entre  classes) 

c*est-à-dire  : 

Les  X  qui  vérifient  p  font  partie  des  x  qui  vérifient  q^ 

et  celte  équivalence  s'écrira 

pr^q.=  -.x-.p.r^.X-.q. 

Nous  connaissons  les  trois  relations  ou  copules  fondamentales 
du  Calcnl  logique  (s,  3,  =).  11  reste  à  définir  les  trois  opérations 
de  ce  Calcul. 

Les  deux  premières  sont  Vaddition  et  la  multiplication 
logiques. 

La  somme  logique  de  deux  classes  a  et  b  (a  ^  b)  est  l'en- 
semble des  individus  contenus  dans  chacune  de  ces  classes  (dans 
l'une  ou  dans  l'autre)  (-).  Le  produit  logicjue  de  deux  classes  a 
tl  b  [a  rs  b)  est  l'ensemble  des  individus  contenus  à  la  fois  dans 
les  deux  (dans  l'une  et  dans  l'autre)  (•^). 

La  somme  logique  de  deux  propositions  est  leur  alternative, 
c'est-à-dire  l'affirmation  que  l'une  ou  l'autre  (au  moins)  est  vraie. 
Le  produit  logique  de  deux  propositions  est  leur  position  simul- 
tanée ('*),  c'est-à-dire  Taffirmation  que  l'une  et  l'autre  sont  vraies 
(à  la  fois). 

(  ')  Cette  notation  (qui  exprime  la  relation  inverse  de  la  relation  s)  traduit  ce 
qu'on  appelle  en  Grammaire  les  pronoms  relatifs,  et  par  suite  les  propositions 
relatives  (  les  x  qui   . . .,  les  a;  tels  que  . . .  )• 
Si  l'on  a 

p  —  X  za, 
on  a,  inversement, 

a  =  X  3/>. 

(-)  De  là  vient  que  le  signe  ^  traduit  souvent  (mais  pas  toujours)  la  con- 
jonction ou. 

(3)  De  là  vient  que  le  signe  r\  Uaduit  souvent  (  mais  pas  toujours)  la  conjonc- 
tion et. 

{'')  Dans  le  sens  où  l'on  parle  d'un  système  d'équations  simultanées. 


COMPTES  HENDUS  ET  ANALYSES.  i45 

Quel  est  le  rapport  entre  ces  deux  sens  des  opérations  logiques? 
Il  est  très  simple,  et  s'exprime  par  les  équivalences  suivantes 

X  z  a  \y  b  .=^  .X  z  a,^  .X  z  b. 

Dire  que  x  est  un  «  a  ou  h  y),  c' est  dire  que,  ou  bien  x  est  un  «, 
ou  bien  x  est  un  h. 

xzar\b.-=.xza.r\,xzb. 

Dire  que  x  est  un  «  a  et  b  ))^  c'est  dire  que  x  est  un  a  et  (^en 
même  temps)  x  est  un  b  (*). 

Ces  deux  équivalences  peuvent  servir  à  définir  le  sens  de  cha- 
cune de  ces  opérations  pour  les  classes,  quand  on  l'a  défini  pour 
les  propositions,  ou  vice  versa,  par  exemple  au  moyen  des  for- 
mules suivantes 

a  \^  b.=.X3(xza.\~'.xib)^ 

a  r\  b.^=.x2{xza.r\.xzb), 

que  nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  traduire  verbalement. 

La  troisième  opération  logique  est  la  négation.  Si  a  est  une 
classe,  ~a  désigne  la  classe  des  non-a.  Si  p  est  une  proposition, 
- p  désigne  la  négation  de  /?  (la  proposition  contradictoire). 

La  liaison  entre  les  deux  sens  de  la  négation  s'établit  par  l'équi- 
valence suivante 

07  £  -  a.  =  .-  (a?  £  a). 

Dire  que  x  est  un  non-a,  c'est  dire  que  x  n'est  pas  un  a. 

Cette  équivalence  peut  servir  à  définir  l'un  des  deux  sens  de  la 
négation  en  fonction  de  l'autre  :  par  exemple,  la  négation  d'une 
classe  au  mojen  de  la  négation  d'une  proposition 

-  (7,  3=  X  2  ~{^x  z  a) . 

La  classe  non-a  est  r ensemble  des  individus  x  qui  ne  sont 
pas  des  a  (-). 


(')  Dans  la  pratique,  le  signe  de  la  miilliplicalioii  logique  se  sous-enlcnd, 
comme  celui  de  la  mulliplicatiou  aiilliinélitjuc  ou  algébrique,  et  loii  écrit  sim- 
plement 

xzab.rrz.xta.xz  b. 

(-)   Dans   la   prali(iuc,   la   négation  d'une   pnq)osilion   s'exprime  en    ineK.uit   le 
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On  dc'finit  encore  une  classe  particulière,  la  classe  nulle  ou 
zéro  logique  {\)  par  la  (oniiiihî  suivante 

^  =  37  3(rt  £  Gis.  3^^.37  ta). 

Zéro  est  la  classe  x  telle  que,  si  a  est  une  classe,  x  est  con- 
tenue dans  a; 

ou  plus  simplement  : 

Zéro  est  la  classe  contenue  dans  une  classe  quelconque  {^dan s 
toutes  les  classes). 

De  cette  définition  formelle  on  déduit,  par  des  considérations 
trop  longues  à  exposer  ici,  que  zéro  est  la  classe  qui  ne  contient 
aucun  individu,  la  classe  vide  ou  nulle  (M. 

L'idée  et  le  synibole  du  zéro  sont  indispensables  en  Logique 
pure,  mais  à  peu  près  inutiles  en  Logique  mathématique.  Ils  y 
sont  remplacés  par  le  symbole  ■■^,  qui  se  définit  formellement 
comme  suit 

7[  a  s'énonce  :  il  y  a  des  a. 
On  a  par  suite 

ce  qui  s'énonce  :  il  n'y  a  pas  de  a. 

Enfin,  il  est  souvent  utile,  en  Mathématiques,  de  considérer  un 
individu  comme  formant  à  lui  seul  une  classe;  c'est  à  cela  que  sert 
le  signe  i  (-),  qu'on  peut  lire  égal  à.  La  notation  ix  désigne  la 
classe  qui  comprend  le  seul  individu  x.  On  a  par  définition 

signe  -  devant  sa  copule.   Les  formules  précédentes  s'écrivent  alors: 

-  a.  =  .x  3  {ce  -  e  a). 

11  faut  bien  remarquer  que  ces  formules  ne  sont  valables  que  si  x  est  un  indi 
vidu  ;  en  d'autres  termes,  pour  le  signe  e,  et  non  pour  le  signe  3. 

(')  On  définit  une  autre  classe  particulière,  V,  qui  est  la  négation  de  y\; 
comme  concepts,  V  signifie  tout  et  ,\  rien;  comme  propositions,  V  signifie  vrai 
et  _\  faux . 

{'•)  Initiale  du  mot  I'to;. 
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\x  est  V ensemble  des  y  qui  sont  égaux  à  x.  En  renversant  celle 
relation,  on  trouve 

Ainsi   le    signe   d'égalité   logique   =    se   trouve  décomposé  en 
deux  :  s  {^est  un)  et  t.  [égal  à). 

Le  symbole  "î,  inverse  du  précédent,  se  définit  comme  suit  : 

ce  =  '1  a.^  .a  =  i  X. 

La  classe  a  est  «  égal  à  x  -»,  c^ est-à-dire  comprend  le  seul 
individu  x.  Inversement,  x  est  le  seul  individu  de  la  classe  a; 

plus  brièvement, 
X  est  le  a. 

Tel  est  le  sens  du  nouveau  symbole;  11  transforme,  au  rebours, 
une  classe  en  un  individu  (M. 

Ce    sont  là   les   définitions    fondamentales   du   Calcul   logique. 
Voici  maintenant  les  principes   ou  propositions  premières  sur 

(*)  Voici  un  exemple  qui  expliquera  ces  nolalious  : 

Tout  nombre  premier  non  égal  à  2  est  un  nombre  impair  et  s'écrit 

Np  -  •- 23  2N  -h  I. 
Celte  formule  devient,  par  ties  transformations  de  Calcul  loiiique, 

a;  e  Np .a;  -  =  i.'j.xz  2  N  -h  i . 

Si  X  est  un  nombre  premier  non  égal  à  2,  x  est  un  nombre  imj)air. 
X  s  Np.'j.^  £  2  N  H-  I  .  w  .^  :-  2. 

Si  X  est  un  nombre  premier,  il  est  impair  ou  égal  à  2, 

I\p-(2N -i-i)o -.2, 

Tout  nombre  premier  pair  est  égal  à  2, 

2:=,Np-(2N-f-l); 

2  est  le  seul  nombre  premier  pair. 


lesquels  il  repose  et  qui  en  conslluic.nl  les  règles  (^)  : 

Principe  cV identité  : 

a'^  a. 

Principe  du  syllogisme  : 

Principe  de  simplification  : 

ab  3  a. 

Principe  de  composition  : 

a^  h  .a  3  c.;3.rt[j  hc . 

Principe  de  contraposition  : 

d'où  l'on  déduit  immédiatement  cette  autre  (orme 

«3/^.=  . -63- a. 

Principe  de  transposition  : 

Principe  de  contradiction  : 

a-  a  =^  \. 

Principe  du  milieu  exclu  : 

a  w  -  a  =  V. 

Piincipe  de  la  double  négation  : 

-(-«)  =  a. 

A-  ces  principes  (-)  il  faut  joindre  les  lois  commutatives   et 
associatives  de  la  multiplication  et  de  l'addition;  les  lois  distri- 


(')  Le  lecteur  pourra  s'exeicer  à  trouver  pour  cliacune  de  ces  formules  son 
interprétiil  ion  en  concepts  (classes)  et  son  inter{)rétation  en  propositions. 

(-)  Nous  n'examinerons  pas  ici  si  certains  de  ces  principes  ne  sont  pas  superflus, 
et  ne  pourraient  pas  se  déduire  des  autres.  {Cf.  notre  Article  précité.) 
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butines  de  ces  deux  opérations  Tune  par  rapport  à  l'autre  ('  )  : 
a{b  \y  c)  =  ab  '■^  ac,         a  ^  bc  ={a  w  c)(b  \y  c), 

enfin  la  loi  de  tautologie  : 

aa  =^  a,         a  \j  a  =^  a^ 

et  la  loi  d^ absorption  : 

a{a\^b)  =  a^         a^ab=^a. 

Il  jaun  dernier  principe  qui  ne  s'applique  qu'aux  propositions. 
Soient  «,  b^  c  des  propositions;  on  a  Téquivalence  (-) 

a  3  .6  3  c.  =  .ab  3  c. 

Quand  on  passe  du  premier  membre  au  second^  on  importe 
riijpolhèse  a  dans  l'inlerence  {b'^c)  dont  elle  est  la  condition; 
quand  on  passe  du  second  membre  au  premier,  on  exporte  l'by- 
pothèse  a  de  l'inférence  complexe  (ab'jc).  C'est  ce  qu'on  peut 
appeler  le  principe  d'exportation  et  d'importation. 

ISous  n'insisterons  pas  davantage  sur  le  Calcul  logique  de 
M.  Peano,  qui  occupe  d'ailleurs  relativement  peu  de  place  dans 
son  Formulaire  ('^),  et  nous  allons  en  étudier  l'application  aux 
IMathématiques.  Il  convient  toutefois  de  remarcjuer  que  certaines 
théories  mathématiques  modernes  (notamment  la  théorie  des 
ensembles)  ne  sont  que  des  branches  du  Calcul  logique,  et  gagne- 
raient à  être  exprimées  par  le  symbolisme  correspondant. 

II. 

Le  Formulaire  comprend,  outre  la  Logique  :  l'Arithmétique  et 
la  Théorie  des  nombres  (deuxième  Partie),  la  Théorie  des  fonc- 
tions analytiques  (troisième  Partie),  la  Théorie  des  nombres  com- 
plexes (quatrième  Partie)  et  la  Théorie  des  vecteurs  (cinquième 
Partie). 


(')  Cela  inlrodiiit  dans  le  Calcul  logiqiu^  une  syniélrie  cl  une  rcciprocilc  inii 
ne  se  trouvent  pas  dans  le  Calcul   ali;cbnqur. 

(^)  Cette  équivalence  n'est  valable  que  pour  des  propositions  à  sens  constant, 
et  par  suite  toujours  vraies  ou  toujours  fausses. 

(')  11  serait  intéressant  de  le  comparer  l'i  VA/i;cb/e  de  la  Loi^Kjac.  de 
M.  Schroder,  dont  nous  avons  rendu  compte  ici  (mars  1900). 
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Ces  théories  sont  rangées  suivant  l'ordre  dans  lequel  on  intro- 
duit des  concepts  et  par  suite  des  symboles  nouveaux,  de  sorte 
que  chaque  paragraphe  est  désigné  par  le  symbole  qui  s'y  trouve 
introduit.  Par  là,  il  est  manifeste  que  les  propositions  antérieures 
sont  indépendantes  des  suivantes,  et  que  les  propositions  où 
figure  un  symbole  dépendent  uniquement  de  celles  qui  définissent 
ce  symbole. 

M.  Peano  distingue  plusieurs  espèces  de  définitions  mathéma- 
tiques :  1°  les  définitions  nominales ,  qui  consistent  à  égaler  le 
nouveau  symbole  à  définir  à  une  formule  composée  de  symboles 
déjà  connus  ou  définis;  2°  les  définitions  par  postulats,  qui  con- 
sistent à  définir  un  système  de  symboles  nouveaux  par  un  système 
de  postulats  qui  établissent  entre  eux  des  relations  formelles; 
3**  les  définitions  par  abstraction,  qui  consistent  à  dire  dans 
quels  cas  telle  idée  abstraite  sera  considérée  comme  égale  ou  plu- 
tôt identique  à  elle-même.  Cette  dernière  forme  de  définitions  est 
fréquente  en  Mathématiques  pures  ou  appliquées  :  souvent  on  ne 
définit  pas  telle  espèce  de  grandeurs,  mais  simplement  l'égalité 
de  deux  grandeurs  de  cette  espèce  (')  [exemples  :  direction  de, 
longueur  de,  aire  de,  masse  de,  température  de,  etc.). 

Le  fait  que  telle  idée  est  ou  n'est  pas  définissable  nominale- 
ment dépend  essentiellement  de  l'ordre  dans  lequel  on  range  les 
idées  pourries  introduire  successivement  (-).  Quand  une  idée 
n'est  pas  définissable  nominalement,  on  l'appelle  idée  primi- 
tive, et  on  la  définit  par  postulats  ou  par  abstraction. 

Une  théorie  déductive  quelconque  repose  donc  sur  un  sys- 
tème d'idées  primitives  et  sur  un  système  de  propositions  pre- 
mières (postulats).  Et  comme  ces  idées  primitives  ne  sont  définies 
que  par  ces  propositions  premières,  c'est-à-dire  par  des  relaliojis 
formelles,  leur  sens  est  indifférent;  on  peut  donc  les  considérer 
comme  des  symboles  non  définis,  et  regarder  les  propositions 
])remières  comme  des  conventions  arbitraires.  Seulement,  lors- 
qu'on voudra   appliquer  une   telle  théorie  à   des  objets  réels^  il 


(')  Voir  BuRALi-FoiiTi,  Sur  l'égalité  et  sur  l'introduction  des  éléments  dé- 
rivés dans  la  Science,  dans  L'Enseignement  mathémalique,  1"  année. 

(-)  Voir  les  Mémoires  de  MM.  Peano  et  Burali-Forti  dans  la  Bibliothèque  du 
Congrès  international  de  Philosophie,  t.  III,  cl  Burali-Fokti,  Logica  matcnia- 
tica.  -Milan,  Ilocpli,  189^. 
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faudra  donner  aux  symboles  non  définis  un  sens  tel  qu'ils  véri- 
fient les  propositions  premières.  Une  même  théorie  déductive 
formelle  peut  d'ailleurs  recevoir  plusieurs  interprétations  diffé- 
rentes; on  en  a  des  exemples  en  Géométrie  (principe  de  dualité j 
et  en  Physique. 

M.  Padoa  a  formulé  avec  rigueur  les  conditions  auxquelles  un 
système  de  propositions  premières  est  irréductible,  et  auxquelles 
un  système  de  symboles  non  définis  est  irréductible  par  rapport 
à  un  système  de  propositions  premières  donné  : 

Pour  qu'' un  système  de  propositions  premières  soit  irréduc- 
tible, il  faut  et  il  suffit  qu^on  puisse  trouver,  pour  chcicune 
d^ elles,  une  interprétation  des  symboles  non  définis  qui  ne  la 
vérifie  pas,  tout  en  vérifiant  toutes  les  autres.  Pour  cju'un 
système  de  symboles  non  définis  soit  irréductible  par  rapport 
au  système  des  propositions  premières,  il  faut  et  il  suffit  quon 
puisse  trouver,  pour  chacun  de  ces  symboles,  une  interpréta- 
tion du  système  des  symboles  non  définis  qui  vérifie  le  sys^ 
tème  des  propositions  premières,  et  qui  continue  à  le  vérifier 
si  Von  change  convenablement  le  sens  du  seul  symbole  consi- 
déré (  '  ) . 

Toute  l'Arithmétique  repose  sur  trois  idées  primitives  :  nombre 
entier  (positif  ou  nul),  zéro  et  le  suivant  d'un  nombre  entier, 
représentées  respectivement  par  les  symboles  non  définis 

No,     o,     a-f-, 
et  sur  cinq  propositions  primitives  qui  ^ont  : 

i"  Zéro  est  un  nombre  : 

osNo; 

2"  Le  suivant  cV un  nombre  est  un  nombre  : 

at  No. 3. .7  +  sNo; 

3'*  Si,  s  étant  une  classe,  o  appartient  à  cette  classe,  et  si. 


(')   J'oir  le  INIônioire  de  M.  I'adoa  dans  la  /ii/iliot/icf/uc  clii  Congres  intcrna- 
lional  de  I*lulosophk\  L.  III.   l'aris,  \.  Colin;   i«)Oi. 
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toutes  les  fois  qu' un  nombre  appartient  à  celte  classe,  son 
suivant  lui  appartient  aussi,  tous  les  nombres  appartiennent 
à  cette  classe.  C'est  le  principe  de  V induction  complète  : 

s  £  Gls.o  z  s'.x  zs.'^x-^  -^  £  5- 0-No 95; 

4"  Deux  nombres  suivis  du  même  nombre  sont  égaux  : 

a  -+- 1  =  b  -{-  i  .'j .  a  =  b  ; 

5°  Le  suivant  d'un  nombre  quelconque  n'est  jamais  o  : 

<x£No.3.a-t-i-=o. 

On  peut  prouver  l'indépendance  absolue  de  ces  cinq  proposi- 
tions primitives,  et  l'irréductibilité  du  système  des  idées  primi- 
tives par  rapport  à  ce  système  de  propositions.  Celui-ci  suffît 
pour  démontrer  toutes  les  propriétés  des  nombres  entiers  (c'est- 
à-dire  de  l'ensemble  Nq);  mais  il  y  a  une  infinité  d'ensembles 
difTérents  qui  vérifient  ce  système  de  propositions  :  par  exemple, 
elles  sont  encore  vérifiées,  ainsi  que  toutes  leurs  conséquences,  si 
l'on  remplace  o  par  i  et  Nq  par  N,  (ensemble  des  nombres  entiers 
positifs  non  nuls). 

L'idée  de  nombre  entier  se  trouve  ainsi  définie  p£iv  postulats. 
M.  Burali-Forti  en  a  donné  une  définition  nominale  fondée  sur 
l'idée  de  grandeur  homogène  (').  Enfin  il  y  a  aussi  une  défini- 
tion de  l'idée  de  nombre  par  absticiction,  qui  se  formule  comme 
suit  : 

a,  b  z  Gis. 3  :  Numa  =  Num6.  =  .^(/^fa)  rcp, 

c'est-à-dire 

a  et  b  étant  des  classes  [ensembles),  on  dit  que  leurs  nombres 
(^cardinaux)  sont  égaux,  s'il  existe  entre  elles  une  correspon- 
dance univoque  et  réciproque. 

Cette  définition  est,  comme  on  sait,  la  seule  applicable  auv 
nombres  infinis  (ou  puissances).  Comme  le  remarque  M.  Peano, 
elle   pourrait  servir  de   base  à   toute  l'Aritlimélique.    Elle   nous 


(')   Voir  son   Mémoire  déjà   cilc,  cL  son  Opuscule  :  Les  propriétés  formates 
des  opérations  algébriques  {Revue  de  Mathématiques,  l.  VI,  p.  141-177)- 
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paraît  préférable  à  l'autre,  non  seulement  en  raison  de  sa  géné- 
ralité, mais  aussi  parce  qu'elle  répond  mieux  à  l'idée  habituelle 
du  nombre  cardinal,  et  surtout  parce  qu'elle  est  indépendante 
de  l'idée  d'ordre,  qui  intervient  sans  raison  dans  l'autre  (par  la 
notion  du  suivant  d'un  nombre).  Il  nous  semble,  notamment,  que 
dans  l'idée  de  somme  (-1-)  il  y  a  celle  de  V addition  de  deux 
nombres  cardinaux,  de  deux  collections  d'unités  réunies  en  une 
seule,  et  non  pas  celle  d'une  énumération  successive  des  nombres 
eux-mêmes  rangés  dans  la  série  naturelle. 

Les  nombres  entiers  négatifs  sont  déQnis  à  propos  de  la  sous- 
traction, et  les  nombres  rationnels  à  propos  de  la  division,  comme 
symboles  opératoires.  —  a  est  un  symbole  d'opération  qui,  appli- 
qué à  un  nombre  supérieur  à  a,  donne  un  nombre.  La  fraction  bja 
est  le  symbole  de  l'opération  complexe  (xb/a)  (*).  Bien  que 
cette  marche  soit  logiquement  irréprochable,  nous  continuons  à 
préférer  la  méthode  indiquée  par  M.  J.  Tannery,  surtout  pour  les 
nombres  négatifs;  car  il  y  a  un  intérêt  (même  pédagogique)  à 
prévenir  toute  confusion  entre  le  signe  d'opération  —  qui  unit 
deux  nombres  pour  en  former  un  troisième,  et  le  signe  qualifi- 
catif— ,  qui  caractérise  le  nombre  négatif  isolé,  ou  qui,  appliqué 
à  un  nombre,  le  transforme  en  son  symétrique  (-). 

Les  nombres  irrationnels  sont  définis  au  moyen  de  la  notion  de 
limite  supérieure,  qui  est  elle-même  définie  par  abstraction  : 
c'est-à-dire  que,  étant  donnés  deux  ensembles  de  nombres  u  et  r, 
on  définit  les  trois  relations 

entre  leurs  limites  supérieures.  Gela  posé,  on  définit  les  nombres 
réels  comme  limites  supérieui'es  (ou  inférieures)  d'ensembles  de 
nombres  rationnels  (^). 

La  théorie  des  limites  est  traitée  avec  beaucoup  de  soin,  ci  les 
divers   sens   du    mot    limite    sont    définis   avec   précision.    Étant 


(')  Conformément  aux  idées  bien  connues  de  M.   Méray. 

(•^)  Cf.  l^Aui':,  Premières  Leçons  d'Algèbre  élémentaire,  oL  I'adoa,  Mémoire 
cité,  (in. 

(^)  Cf.  liCK'ue  de  Mathé/nati(/ues,  t.  VI,  p.  r.>()-i'io,  où  sont  ("xpost-es  et  dis- 
cutées les  diverses  méthodes  employées  pour  délinir  les  nombres  inalituinels. 
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donnée  une  classe  //  de  nombres  réels,  la  classe-limite  \u  est 
l'ensemble  des  nombres  x  tels  que  la  limite  inférieure  des  modules 
des  dilî'érences  entre  x  et  les  nombres  de  la  classe  u  soit  nulle. 

\Jensemble  dérive  8w  est  l'ensemble  des  nombres  tels  que  la 
limite  inférieure  des  modules  des  différences  entre  x  et  les 
nombres  u  non  égaux  à  x  soit  nulle. 

La  limite  généralisée  Au  est  la  classe-limite  ^ai  augmentée 
de  4- cxD  ou  de  —  œ^  lorsqu'ils  sont  la  limite  supérieure  ou  infé- 
rieure des  u. 

Etant  donnée  une  suite  Infinie  x  (fonction  du  nombre  entier  /i), 
considérons  l'ensemble  des  valeurs  de  ^  à  partir  d'un  certain 
indice  /?î,  et  formons  sa  limite  généralisée  A;;^.  Si  un  nombre  a 
appartient  toujours  à  cette  classe,  quel  que  soit  le  nombre  m^  il 
fait  partie  de  la  classe-limite  Lmx. 

Cette    notion    est    empruntée  à   Gauchj,  qui   considérait,   par 

exemple,   lim(sin-)   comme   susceptible    de    toutes    les   valeurs 

réelles  comprises  entre  —  i  et  4-  i  (*). 

Enfin  l'on  définit  la  valeur-limite  comme  suit 

lima?  =  1  Lm^, 
c'est-à-dire 

Si  la  CLASSE-LIMITE  d'une  suite  se  réduit  à  un  seul  nombre^ 
ce  nombre  est  la  valeur- limite  de  x  (lim  j:*). 

D'après  cette  définition,  lim^  peut  être,  ou  un  nombre  réel, 
ou  -{-  cr:)^  ou  —  oo. 

Sur  ces  définitions  reposent,  comme  on  sait,  toute  la  théorie 
des  suites,  séries  et  produits  infinis,  celle  des  fonctions  exponen- 
tielle et  logarithmique,  avec  la  définition  des  nombres  e  et  G; 
enfin  celle  des  fonctions  continues^,  des  dérivées  et  des  intégrales 
indéfinies  et  définies. 

Vient  ensuite  la  théorie  des  nombres  complexes  à  n  unités.  On 
définit  le  nombre  complexe  (ensemble  ordonné  de  n  nombres 
réels),    la   somme    de   deux  nombres   complexes,    le   zéro   com- 


(')  Cf.  Peaxo,  Sur  la  définition  de  la  limite  d\ine  fonction  {American 
Journal  of  Mathematics,  i'Sf)'i). 
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plexe  (o,  o,  ,..,  o),  le  symétrique  ( — x)  d'un  nombre  com- 
plexe (^),  enfin  le  produit  d'un  nombre  complexe  par  un  nombre 
réel. 

A  cette  théorie  sont  rattachées  celle  des  déterminants  (')  et 
celle  des  substitutions  linéaires.  (Les  uns  et  les  autres  sont  repré- 
sentés par  leurs  matrices,  c'est-à-dire  par  l'ensemble  de  ii- 
nombres  réels.)  Une  substitution  est  un  complexe  d'ordre  n  fonc- 
tion linéaire  d'un  complexe  d'ordre  n  ;  et  une  fonction  est  linéaire, 
si  la  fonction  d'une  somme  est  la  somme  des  fonctions  des  élé- 
ments, ou  si 


La    théorie    des    substitutions   sert   de    base    à    la    théorie  des 
)mbres  imaginaires.  L'unité  imaginais 
substitution  représentée  par  la  matrice 


nombres  imaginaires.  L'unité  imaginaire  i  est  définie  comme  la 


Les  nombres  imaginaires  [x  -\-  i  y)  se  présentent  alors  comme 
des  subslitiitions  des  nombres  complexes  d'ordre  2  ;  ils  ne  doivent 
pas  être  confondus  avec  ceux-ci  :  on  multiplie  les  substitutions, 
et  non  les  nombres  complexes.  Un  nombre  imaginaire  correspond 
à  un  couple  de  nombres  réels,  mais  ne  coïncide  pas  avec  lui. 
M.  Peano  évite  par  là  d'introduire  les  imaginaires  par  des  conven- 
tions arbitraires,  ou,  cpii  pis  est,  de  les  présenter  comme  solutions 
impossibles  des  équations  algébriques,  méthode  logiquement 
vicieuse  contre  laquelle  Gauss  protestait  déjà(-).  Cette  concep- 
tion des  imaginaires  est  surtout  commode  pour  leur  interprétation 
et  leur  application  géométriques  (^). 

On  sait  comment  l'introduction  des  imaginaires  permet  d'achever 
et  de  généraliser  l'Algèbre  et  l'Analyse,  de  définir  analytiquement 
les  fonctions  trigonométriques,  le  nombre  t.  et  les  nombres  de 
Bernoulli. 


(')  Que  iM.  Peano  fait  avec  raison  renionlcr  à  Leibniz  (i(>78).  Voir  Li;ibmz, 
Matlieniatiscke  Sc/iri/ien,  t.  VII,  p.  j. 

(*)  Œuvres,  t.  III,  p.  G;  i-yfj;). 

(■')  (iéoinélri(|U(Mncnl,  un  nombre  iiiuiginairc  est  une  sinuiitinlc  :  mulliplicr 
une  liiiure  par  un  nombre  imaginaire,  c'est  la  transformer  en  uii(>  li^'ure  >eni- 
blable. 
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Toutes  les  ihcories  qui  précèdent  a])partlenûent  à  l'Analyse 
pure.  [Mais  le  Formulaire  va  plus  loin,  et  entreprend  de  réduire 
la  Géométrie  en  formules.  Des  travaux  récents  ont  montré  qu'on 
peut  réduire  les  idées  primitives  de  la  Géométrie  à  trois  :  le  point, 
le  segment  et  la  congruence  (ou  le  mouvement^  et  même  à  deux 
(en  définissant  le  segment)  (^).  On  obtient  ainsi  divers  systèmes 
hypothético-dédiictifs  qui  correspondent  à  la  Géométrie  pro- 
jective  et  à  la  Géométrie  métrique.  Dans  le  Formulaire,  on  a 
adopté  l'Analyse  des  vecteurs,  qui  conduit  à  un  Calcul  géomé- 
trique analogue  à  celui  de  Grassmann  (^). 

Les  idées  primitives  de  ce  Calcul  sont  celles  de  point  et  de  vec- 
teur. Celle-ci  est  définie  formellement  comme  différence  de  deux 
points  (rt  —  b)^  mais  elle  n'est  définie  réellement  que  par  abstrac- 
tion, au  moyen  de  la  relation  primitive 

a  —  b  =^  c  —  cl, 

qui  constitue  l'égalité  de  deux  vecteurs. 

Elle  est  caractérisée  par  les  propositions  primitives  suivantes 

a  —  b  r=z  a  —  6, 

a  —  b  =^  c  —  d.'^.c  —  d  ^=  a  —  b, 

a  —  b  =^  c  —  d.c  —  d  =  e  —  /.^.^  —  6  =  e  —  /, 

a  —  b  =^  c  —  d.'^.a  —  c  =^  b  —  d, 

a  —  c  =^  b  —  cj.a  =  b^ 

auxquelles  il  faut  encore  joindre  celle-ci 

'^pntr\X2(x  —  a  =  b  —  c). 

//  existe  un  point  x  tel  que  x  —  a  ^=^b  —  c. 

Ce  sont  là  autant  de  règles  de  calcul  qui  rendent  les  éguidiffé- 


(')  Voir  les  Mémoires  de  M.  Pieiu  sur  la  Géométrie  de  position  {Bévue  de 
Mathématiques^  1H97),  s^'^"  '^  Géométrie  ordinaire  {Mémoires  de  V Académie 
des  Sciences  de  Turin,  1897  ^^  ^^99)  ^^  s"''  ^^  Géométrie  envisagée  comme  un 
système  purement  logique  {Bibliothèque  du  Congrès  de  Philosophie,  t.  III). 

(-)  Sur  l'avanlage  de  l'Analyse  des  vecteurs,  comparée  au  Calcul  des  quatei- 
nions.  voir  le  Mémoire  de  M.  Magkaulane  sur  les  Idées  et  principes  du  Calcul 
géométrique  {Bibliothèque  du  Congrès  de  Philosophie,  t.  III).  On  sait  que 
M.  Macfarlane  est  le  Secrétaire  général  de  V International  Association  for  pro- 
movin<^  thc  Study  of  Quaternions  and  cdlicd  Systems. 
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rences  ^éomélr'iques  analogues  aux  éqaidifférences  numériques 
(algébriques). 

On   définit  le  vecteur  o  comme   la  valeur  constante   du  vec- 
teur (^  —  a),  quel  que  soit  le  point  a.  On  en  déduit  que 

a  =  b  .  =  .a  —  b  =  o. 

On  définit  ensuite  le  symétrique  ( —  u)  d'un  vecteur  (u);  puis 
le  produit  d'un  vecteur  par  un  nombre  réel,  qui  est  un  autre 
vecteur;  enfin  le  produit  intérieur  de  deux  vecteurs,  qui  est  un 
nombre  réel.  Interprété  mécaniquement,  ce  produit  (f/  X  <^)  est 
égal  au  travail  d'une  force  représentée  par  le  vecteur  u  quand 
son  point  d'application  se  déplace  suivant  le  vecteur  r.  Cette  mul- 
tiplication est  commutative  et  distributive.  Elle  donne  lieu,  par 
exemple,  à  des  identités  comme  les  suivantes,  qui  expriment  des 
théorèmes  de  Géométrie  : 

Dans  un  parallélogramme,  la  somme  des  carrés  des  diago- 
nales est  égale  à  la  somme  des  carrés  des  quatre  côtés; 

Dans  un  parallélépipède ,  la  somme  des  carrés  des  quatre 
diagonales  est  égale  à  la  somme  des  carrés  des  douze  arêtes. 

Comme  on  le  voit  par  ces  exemples,  la  multiplication  des  vec- 
teurs introduit  en  Géométrie  l'élément  métrique.  Il  suffit  de 
joindre  aux  principes  généraux  l'axiome  ou  postulat  des  trois 
dimensions  pour  retrouver  toute  la  Géométrie  ordinaire.  On  pcul 
définir  la  droite,  le  plan  et  les  autres  figures  élémentaires;  |)uis 
les  procédés  de  transformation  appelés  translation,  symétrie, 
homothétie  et  rotation.  Une  rotation  (un  ve/seu/-)  est  une  sub- 
stitution qui,  à  deux  vecteurs-unités  perpendiculaires  a  cl  b,  fait 
correspondre  les  vecteurs  b  et  —  a.  On  voit  aussitôt  l'analogie 
d'un  verseur  avec  l'unité  imaginaire  /,  et  le  lien  entre  ce  Calcul 
géométrique  et  le  Calcul  des  quaternions. 

On  peut  encore  définir  dans  ce  Calcul  la  tangente  à  une  courbe 
en  un  point,  puis  le  point  osculateur,  la  normale  principale  et  la 

Jiu/i.  lies  Sciences  nuithcni.,   »•■  série,  l.   \W.  (C>oliiltir   i()(.i.)  i3 
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courbure,  enfin  la  longueur  d'un  arc  de  courbe.  En  général,  un 
point  mobile,  fonction  du  temps,  a  des  dérivées  successives  qui 
sont  des  vecteurs  :  sa  dérivée  première  est  sa  vitesse^  sa  dérivée  se- 
conde est  son  accélération.  Dès  lors  on  peut  définir  tous  les  con- 
cepts de  la  Mécanique  par  des  formules  du  Calcul  géométrique. 
On  voit  par  là  quel  vaste  champ  d'applications  s'ouvre  au  Calcul 
géométrique  et  plus  généralement  à  la  Logique  mathématique  (/). 

Tel  est,  en  raccourci,  le  contenu  de  cet  Ouvrage.  Ce  contenu 
suffirait,  à  lui  seul,  à  le  rendre  utile  et  précieux  :  car  il  résume 
en  deux  cents  pages  des  théories  qui  remplissent  des  Traités  en- 
tiers et  de  gros  Manuels.  Grâce  à  la  notation  symbolique,  chaque 
théorème  est  écrit  en  une  ligne,  deux  au  plus,  et  il  est  formulé 
en  entier,  avec  toutes  les  conditions  qui  limitent  son  domaine  de 
validité,  ce  qui,  comme  on  sait,  est  extrêmement  important,  et  ce 
qu'on  est  souvent  tenté  d'oublier.  Cela  tient  à  ce  que  les  formules 
algébriques  des  théorèmes  ne  constituent  presque  toujours  qu'une 
partie  de  la  proposition  (la  thèse),  dont  le  reste  (les  hypothèses) 
est  énoncé  plus  ou  moins  explicitement  en  langage  ordinaire  (-). 
Au  contraire,  les  formules  de  M.  Peano  sont  complètes,  et  cha- 
cune d'elles  détermine  exactement  le  sens  et  la  portée  du  théorème 
correspondant.  Le  Formulaire  peut  donc  servir  de  manuel  ou  de 
répertoire.  Il  est  en  outre  extrêmement  instructif  par  les  rensei- 
gnements historiques  et  bibliographiques,  souvent  rares  et  curieux, 
contenus  dans  les  notes  :  par  exemple,  sur  la  numération  (§  33), 
sur  les  nombres  e  (§  76)  et  tt  (§  84),  etc.  Pour  chaque  proposition, 
on  a  indiqué  l'inventeur  ou  le  premier  auteur,  avec  la  référence  et 
souvent  même  la  citation  du  texte  original;  de  sorte  que  c'est 
aussi  un  mémento  d'histoire  des  Mathématiques. 

Mais  ce  n'est  là  que  le  moindre  intérêt  de  cet  Ouvrage,  et  l'on 
restreindrait  injustement  la  valeur  du  symbolisme  de  M.  Peano 
si  l'on  n'y  voyait  qu'une  sorte  de  sténographie.  C'est  aussi  et  sur- 


(')  Voir  G.  BuiiALi-FoHTi,  Introduction  à  la  Géométrie  différentielle  suivant 
la  méthode  de  Grassmann.  Gauthier-Villars,  1897.  —  H-  ï'ehr,  Application  de 
la  méthode  vectorielle  de  Grassmann  à  la  Géométrie  infinitésimale.  Carré  et 
IS'autl,  1899. 

(-)  En  parliculicr,  le  sens  des  lellrcs  qui  figurent  clans  la  formule. 
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tout  un  instrument  d'analj^se  logique,  de  déduction  et  de  vérifi- 
cation. D'abord,  en  n'employant  que  des  symboles  d'un  sens  fixe 
et  bien  défini,  on  évite  toutes  les  équivoques  du  langage,  ainsi  que 
les  implications  tacites  ou  fausses  auxquelles  donnent  lieu  les 
associations  habituelles  d'idées  et  de  mots.  De  plus,  et  par  suite, 
on  assure  la  rigueur  des  raisonnements  en  les  réduisant  à  des 
opérations  et  transformations  algébriques,  quasi  mécaniques, 
effectuées  suivant  certaines  règles  invariables  et  purement  for- 
melles. Par  là,  on  est  certain  de  n'introduire  dans  les  concepts 
aucun  élément  étranger  à  leur  définition,  et  dans  les  déductions 
aucune  pétition  de  principe,  aucun  postulat  subreptice.  Enfin,  on 
sait  exactement  de  quelles  propositions  dépend  la  démonstration 
(et  partant  la  vérité  formelle)  de  tel  théorème,  et,  en  dernière 
analyse,  de  quelles  propositions  premières  assumées  à  titre  d'hy- 
pothèses. On  aboutit  ainsi  à  faire  le  dénombrement  exact  et 
complet,  d'une  part,  des  concepts  primitifs  et  indéfinissables; 
d'autre  part,  des  propositions  premières,  indémontrables.  Ainsi 
s'accomplit,  grâce  à  ce  symbolisme  formel,  la  reconstruction  et  la 
refonte  logique  du  système  des  vérités  mathématiques. 

On  voit  quelle  est  l'importance  philosophique  d'un  tel  Travail. 
On  ne  peut  mieux  l'apprécier  qu'en  constatant  qu'il  réalise,  dans  le 
domaine  spécial  des  Mathématiques,  le  double  projet  que  Leibniz 
a  rêvé  toute  sa  vie  d'exécuter,  à  savoir  :  la  constitution  d'une  Ca- 
ractéristique universelle,  d'une  sorte  d'Algèbre  logique,  qui  eût 
permis  de  remplacer  tous  les  raisonnements  par  des  calculs;  et 
l'élaboration  d'une  Encyclopédie  démonstrative,  où  toutes  les 
vérités  connues  eussent  été  rangées  dans  l'ordre  de  leur  enchaîne- 
ment déductif,  précisément  grâce  à  l'instrument  logique  fourni 
par  la  Caractéristique.  C'est  d'ailleurs  la  meilleure,  sinon  la  seule 
forme  à  donner  à  une  Encyclopédie,  si  l'on  veut  qu'elle  ail  une 
autre  valeur  que  celle  d'un  mémento  de  baccalauréat.  Il  lant 
donc  souhaiter  que  M.  Peano  et  ses  dévoués  collaborateurs  puissent 
continuer  et  achever  leur  œuvre  gigantesque,  et  qu'ils  trouvent 
chez  leurs  collègues  de  tous  pays  le  concours  nécessaire  pour  la 
perfectionner  encore  et  la  mener  à  bonne  fin. 

L.    CoL'TlIlAT. 
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BURILÉANU  (N.),  Lieutenant  dans  l'Artillerie  royale  roumaine.  —  Méthode 
DE  Balistique  extérieure.  (Thèse  de  Doctorat.)  In-8°  de  5i  pages.  Paris, 
Gauthier-Villars,  1901. 

M.  Buriléanu  s'est  proposé  dans  ce  Travail  de  donner,  aux  for- 
mules des  problèmes  de  Balistique,  une  forme  nouvelle,  en  suivant 
une  marche  différente  de  celle  qui  a  été  suivie  jusqu'ici  par  divers 
auteurs,  notamment  par  le  colonel  italien  Siacci.  Il  a  tout  d'abord 
cherché  à  résoudre  par  les  mêmes  moyens  les  deux  problèmes  du 
mouvement  des  projectiles  sphériques  et  des  projectiles  ogivaux. 
Pour  cela  il  détermine  analytiquement  les  valeurs  de  la  résistance 
de  l'air  et  ramène  son  expression  assez  compliquée  à  un  polynôme 
composé  de  deux  termes  pour  le  cas  des  vitesses  inférieures  à  Soo"^ 
et  de  trois  termes  pour  les  vitesses  supérieures  allant  jusqu'à  i  ooo"'; 
l'auteur  arrive  dans  ces  conditions,  par  de  simples  quadratures, 
à  une  expression  analytique  de  la  résistance.  Les  valeurs  corres- 
pondantes des  autres  fonctions  balistiques  s'en  déduisent,  et  l'on 
peut  dresser  des  Tables  à  l'aide  desquelles  le  problème  du  mouve- 
ment des  projectiles  sphériques  se  résoudra  par  les  mêmes  for- 
mules que  celui  du  mouvement  des  projectiles  ogivaux. 

En  ce  qui  concerne  la  loi  de  la  vitesse,  il  a  essayé  de  la  déduire 
de  la  formule  connue  relativement  à  l'écoulement  adiabatique  des 
gaz.  Le  résultat,  grâce  à  une  approximation,  ne  diffère  pas,  du  reste, 
de  celui  qui  est  habituellement  pris  comme  point  de  départ. 
D'ailleurs  dans  ces  questions  de  Balistique,  les  approximations 
sont  incessantes.  Elles  ne  se  trouvent  justifiées  qu'après  coup  par 
l'expérience. 

Gomme  application  numérique,  M.  Buriléanu  calcule  les  élé- 
ments des  points  de  chute  correspondant  à  deux  trajectoires 
différentes  décrites  par  l'obus  roumain  de  87'"™  de  campagne. 

E.  E. 
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ANDRÉ  (Ch.).  —  Traité  d'Astronomie  stellaire.  Tome  I  :  Étoiles  simples, 
1899;  Tome  II  :  Étoiles  doubles  et  multiples.  Amas  stellaires,  1900. 
Paris,  Gauthier-Villars. 

Ce  livre  vient  combler  une  véritable  lacune  :  c'est  le  premier 
exposé  systématique  des  travaux  effectués,  depuis  William  Her- 
schel,  sur  le  nombre,  la  distribution,  les  dislances,  les  dimensions, 
les  masses  et  les  mouvements  réels  de  ces  soleils  si  désespérément 
éloignés  que  nous  appelons  les  étoiles.  Une  telle  coordination, 
que  nul  ne  pouvait  faire  avec  plus  d'autorité  que  M.  Gh.  André, 
était  d'autant  plus  nécessaire  qu'on  s'habitue  un  peu  trop  à  re- 
garder les  étoiles  comme  appartenant  désormais  exclusivement  aux 
astrophjsiciens,  photographes  et  specLroscopistes.  M.  André  nous 
exposera  les  méthodes  et  les  résultats  de  la  Physique  stellaire  dans 
son  troisième  Volume,  mais  les  deux  premiers,  seuls  parus,  sont 
consacrés  aux  méthodes  purement  astronomiques  d'observation  et 
de  calcul. 

La  simple  statistique  fournit  des  renseignements  précieux  :  ce 
sont  les  célèbres  jaugeages  de  W.  Herschel  qui  l'ont  conduit  à 
créer  ce  qn^ on  pourrdi[ldippe\erV Astronomie  galacùocentriq ne,  à 
démontrer  en  particulier  que  notre  Soleil  et  toutes  les  étoiles  vi- 
sibles à  l'œil  nu  sont  profondément  plongés  à  l'intérieur  de  la  Voie 
lactée,  dont  ils  forment  vraisemblablement  un  petit  amas  local. 
Les  calculs  de  moyennes,  par  exemple  la  détermination  de  la  paral- 
laxe moyenne  ou  du  mouvement  propre  moyen  des  étoiles  d'uue 
certaine  classe  de  grandeur,  la  comparaison  des  relations  qu'on  peut 
établir  entre  ces  moyennes  expérimentales  et  de  celles  qui  résul- 
teraient de  diverses  hypothèses  simples,  peuvent  seuls,  dans  l'état 
actuel  de  nos  connaissances,  nous  donner  une  idée  approchée  de 
la  distribution  des  vingt  ou  trente  millions  d'étoiles  composant 
cet  immense  amas.  La  Dynamique  interstellaire,  qui  permettra  de 
coordonner  leurs  mouvements  propres,  est  encore  à  peu  près 
inal)ordal)le.  En  revanche,  l'étude  des  mouvements  des  systèmes 
stellaires  newtoniens  doubles  et  multiples,  découverts  par  W.  Her- 
schel, a  déjà  olfert  aux  mathématiciens  une  très  grande  Nari<'tédc 
problèmes  intéressants,  exigeant  des  méthodes  nouvelles  :  tout  le 
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deuxième  Volume,  qui  leur  est  consacré,  conslitue  une  des  parties 
les  plus  originales  de  la  Mécanique  céleste. 

Les  premiers  Chapitres,  que  nous  nous  bornerons  à  mentionner 
KM,  traitent  de  la  théorie  de  la  diffraction  dans  les  lunettes,  de 
l'historique  des  catalogues  stellaires;  les  suivants  sont  consacrés  à 
l'évaluation  directe  des  grandeurs  stellaires  :  les  mesures  d'éclats 
par  la  Photométrie  et  la  Photographie  ne  seront  décrites  que  dans 
le  troisième  Volume.  Il  est  vrai  que  la  méthode  d'estime  directe, 
dontW.  Herschel  a,  le  premier,  indiqué  les  principes,  peut  atteindre 
une  précision  tout  à  fait  remarquable,  supérieure  même  à  celle  des 
photomètres  (').  Cependant,  il  J  a  peut-être  un  inconvénient  à 
suivre  l'ordre  historique,  en  ce  qui  concerne  l'échelle  normale  des 
grandeurs  :  les  écarts  entre  les  échelles  de  Lalande,  de  Bessel,  de 
W.  Struve  et  d'Argelander  sont  tels  qu'il  faut  des  Tables  de  con- 
cordance entre  les  divers  catalogues.  Bien  que  la  concordance  ac- 
tuelle soit  presque  parfaite,  en  particulier  entre  les  plus  importants 
catalogues  modernes,  ceux  d'Argelander  et  Schonfeld,  d'une  part, 
ceux  de  ïhome  d'autre  part,  pour  lesquels  les  écarts  sjstématiques 
ne  dépassent  pas  o^'",!,  il  j  aurait  intérêt  à  regarder  la  grandeur 
comme  définie  théoriquement  par  la  formule  de  Pogson  :  la  classe 
de  grandeur  g  varie  comme  le  logarithme  de  l'éclat  photomé- 
trique E, 

Pratiquement,  l'échelle  arbitraire  d'Argelander,  universellement 
adoptée  par  les  astronomes,  coïncide  avec  l'échelle  logarithmique 
photométrique;  on  est  bien  obligé  d'ailleurs,  pour  les  étoiles  des 
premières  grandeurs,  d'employer  exclusivement  la  définition  pho- 
tométrique :  pourquoi  ne  pas  généraliser?  L'échelle  des  grandeurs 
est  basée  sur  la  loi  physiologique  de  Fechner  :  la  sensation  lumi- 
neuse a  sa  différentielle  proportionnelle  au  rapport  de  la  différen- 


(')  On  peut  ciler  comme  un  véritable  chef-d'œuvre,  dans  cet  ordre  d'idées,  la 
statistique  du  ciel  austral  (1879)  effectuée  à  Cordoba  par  B.-A.  Gould,  avec  l'aide 
de  quatre  jeunes  Américains,  dont  l'un,  J. -M.  Thome,  est  maintenant  directeur  du 
même  observatoire  de  Cordoba.  La  concordance  parfaite  montre  qu'un  très  court 
apprentissage  permet  d'évaluer  avec  certitude  le  dixième  de  grandeur. 
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tielle  de  l'éclat  à  l'éclat  lui-même.  Mais,  en  fait,  on  a  surtout  voulu 
conserver,  à  tout  prix,  pour  les  étoiles  visibles  à  l'œil  nu,  les 
six  classes  vénérables  de  VAbnageste  de  Ptolémée,  si  bien  qu'on 
arrive,  dans  l'échelle  normale  actuelle,  à  cette  notation  incommode 
d'attribuer  la  grandeur  — i,5o  à  Sirius,  la  grandeur  o  à  Wega. 
Une  échelle  d'éclats  photométriques  semblerait  préférable,  car  elle 
n'exigerait  qu'une  seule  constante  arbitraire  :  l'unité  d'éclat.  Il 
semble  d'ailleurs  difficile  d'augmenter  la  précision  des  mesures 
photographiques,  par  suite  des  difficultés  que  présente  la  compa- 
raison des  étoiles  diversement  colorées  :  la  définition  des  inten- 
sités photométriques  en  soulève  encore  davantage. 

Les  idées  de  W.  Herschel,  en  ce  qui  concerne  la  distribution 
réelle  des  étoiles_,  l'étendue  et  la  forme  de  notre  nébuleuse  galac- 
tique, ont  été  précisées  et  confirmées  surtout  par  W.  Struve(i827- 
1847).  ^^  ^^^  célèbre  de  condensation  stellaire  décroissante  à  me- 
sure que  la  distance  au  plan  galactique  moyen  va  en  croissant,  rend 
suffisamment  compte  de  la  distribution  apparente  déduite  des  jau- 
geages de  Herschel  :  la  densité  stellaire  apparente,  par  unité 
d'angle  solide,  décroît  régulièrement  quand  la  latitude  galactique  va 
en  croissant.  Celte  hypothèse  de  Slruve  l'a  conduit  à  une  échelle 
des  distances  moyennes  des  étoiles  des  diverses  classes  de  gran- 
deur, où  la  distance  croît  sensiblement  dans  le  rapport  de  y/2,  en 
passant  d'une  classe  à  la  suivante. 

L'hypothèse  d'une  densité  stellaire  uniforme  dans  toutes  les  ré- 
gions de  la  nébuleuse  galactique  et  de  l'éclat  moyen  uniforme  de 
toutes  les  étoiles  a  conduit  G.  von  Littrow  (1869)  à  une  notion 
approchée  des  dimensions  de  l'univers  stellaire  probablement  moins 
exacte  que  celle  de  Struve.  Cependant  la  statistique  des  étoiles  de 
diverses  grandeurs,  jusqu'à  la  10®  grandeur  tout  au  moins,  montre 
que  le  nombre  des  étoiles  croît  sensiblement  en  progression 
géométrique,  quand  la  classe  croît  en  progression  arithmé- 
tique (  '  ). 

A    signaler    une    certaine    bizarrerie   dans    Tordre    adopte   par 


(  '  )  La  raison  est  lies  voisine  de /|.  l*ar  exemple,  la  limite  de  visibilité  de  \\v\\ 
nu  variant  de  la  grandeur  6,5  à  la  grandeur  7,0,  le  nombre  total  d'étoiles  visibles 
à  l'œil  nu  passe  de  7000  à  i4ooo,  en  chilVres  ronds,  suivant  la  limite  adoptée; 
il  est  doublé  par  ehaque  demi-elassc  de  grandeur  ajoutée. 
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M.  André  :  l'hjpo thèse  de  Littrow  (1869)  est  développée  la  pre- 
mière, puis  celle  de  W.  Struve  (1847);  enfin  vient  l'exposé  des 
IravauK  de  W.  Herschel  (1802-17)  et  de  ses  conclusions  relatives 
à  la  Voie  lactée.  Un  tel  ordre  est  assurément  le  plus  bel  hommage 
qu'on  puisse  rendre  au  fondateur  de  l'Astronomie  stellalre,  mais 
peut-être  l'ordre  historique  eût-il  présenté  quelques  avantages  : 
les  successeurs  de  Herschel  disposaient  nécessairement  de  plus  de 
données  expérimentales  que  lui. 

Les  Chapitres  suivants  nous  font  entrer  dans  le  domaine  de 
l'Astronomie  de  position  la  plus  minutieuse  ;  ils  traitent  de  la  déter- 
mination du  mouvement  propre  du  Soleil,  des  mouvements  propres 
et  des  parallaxes  stellaires.  La  mesure  de  ces  déplacements  angu- 
laires si  faibles  (toutes  les  parallaxes  annuelles  et  presque  tous  les 
mouvements  propres  annuels  sont  inférieurs  à  une  seconde)  n'a 
été  rendue  possible  que  par  l'extrême  perfectionnement  des  instru- 
ments modernes  de  position  et  des  méthodes  chronographiques. 
Les  meilleurs  observateurs  du  xvii^  et  du  xviii^  siècle  avaient  été 
impuissants  à  trouver  la  moindre  parallaxe  :  nous  en  connaissons 
avec  certitude  une  cinquantaine  à  quelques  centièmes  de  seconde 
près.  Les  méthodes  différentielles  micrométriques,  indiquées  pour 
la  première  fois  par  W.  Herschel,  ont  seules  pu  triompher  des 
difficultés  accumulées  ;  les  grandeurs  à  mesurer  sont  du  même  ordre 
que  les  nombreuses  corrections  de  réfraction,  de  nutation,  de  pré- 
cession et  d'aberration  que  doivent  d'abord  subir  les  observations, 
et  ne  se  dégagent  que  comme  des  erreurs  résiduelles  (').  On  peut 
citer  par  exemple  les  déterminations  méridiennes  absolues  de 
parallaxes  dues  à  G. -F.  Peters  (1848)  comme  une  des  plus  belles 
applications  du  calcul  des  erreurs  résiduelles.  Les  méthodes  pho- 
tographiques, dont  M.  André  ne  parle  pas  ici,  conformément  au 
plan  qu'il  a  adopté,  semblent  maintenant  les  plus  précises  :  les 


(';  Lnc  rédiicLion  à  récliclle  lo""'-  inonlrora  bien  ce  que  sont  ces  mesures  an- 
gulaires pour  Tastrouonie  :  la  dislance  de  l'étoile  !a  plus  voisine  (a  Centaure) 
devient  45'"">  la  distance  moyenne  des  étoiles  de  r*  grandeur,  lôo""";  nous 
devons,  en  nous  bornant  aux  étoiles  les  plus  voisines,  imaginer  qu'un  géodésien, 
disposant  seulement  d'une  base  de  3o'='",  est  chargé  de  dresser  la  Carte  d'Europe, 
sans  pouvoir  quitter  sa  base.  D'autre  part,  une  vitesse  absolue  de  oo*""  par  seconde, 
moyenne  des  vitesses  réelles  des  étoiles  de  i"  grandeur,  devient,  à  cette 
échelle,  une  vitesse  de  0%  26  par  jour;  comme  l'observateur  est  placé  à  i5o''"', 
ow  ronroit  (|uc  Tasiicct  des  constellations  n'ait  guère  changé  depuis  Ilipparquc. 
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mesures  de  parallaxes  de  M.  Pritchard  à  Oxford  en  sont  un  bel 
exemple.  De  même  la  Carte  photographique  inlernationale  du 
Ciel  rendra  d'inappréciables  services  dans  les  recherches  ulté- 
rieures sur  les  mouvements  propres. 

Nos  connaissances  actuelles  sur  les  mouvements  propres  sont 
dues  surtout  à  W.  Struve  (i852),  H.  Mâdler  (iSS^)  et  Arge- 
lander  (1869).  Il  semble  résulter  de  leur  statistique  que  le  mou- 
vement propre  moyen  des  étoiles  de  chaque  classe  de  grandeur 
varie  en  raison  inverse  de  leur  distance  moyenne,  ce  qui  indique- 
rait une  vitesse  absolue  identique  en  moyenne  dans  toutes  les 
régions  de  notre  amas  stellaire.  Et  même,  comme  les  éclats  intrin- 
sèques individuels  des  étoiles  sont  en  réalité  extrêmement  diffé- 
rents, la  grandeur  du  mouvement  propre  d'une  étoile  particulière 
serait,  pour  l'évaluation  de  sa  distance  probable,  une  indication 
beaucoup  plus  sûre  que  sa  grandeur  stellaire. 

Dans  l'hypothèse  de  la  distribution  moyenne  isotrope  des 
vitesses,  la  vitesse  radiale  moyenne  de  toutes  les  étoiles  d'une 
même  classe,  déduite  des  mesures  spectroscopiques  par  la  méthode 
Doppler-Fizeau,  devrait  être  égale  à  la  moyenne  des  vitesses  trans- 
versales absolues  des  mêmes  étoiles,  calculée  d'après  les  valeurs  de 
leurs  mouvements  propres  apparents  et  de  leurs  parallaxes.  On 
constate  qu'il  en  est  ainsi  sensiblement,  et  J.  Kleiber  a  déduit  de 
cette  relation  une  méthode  indirecte  |)our  calculer  la  parallaxe 
moyenne  probable  d'une  classe  déterminée  d'étoiles.  Nous  avons 
cité  cet  exemple  pour  montrer  le  genre  de  renseignements  que  le 
calcul  des  moyennes  permet  de  déduire  des  données  de  la  statis- 
tique. 

Quant  au  mouvement  propre  du  Soleil,  si  sa  direction  est  à  peu 
près  bien  déterminée,  il  n'en  est  pas  de  même  de  sa  vitesse,  malgré 
d'innombrables  travaux.  Toutes  les  méthodes  de  détermination  des 
coordonnées  de  Vapex^  dont  les  plus  célèbres  sont  dues  à  W.  Her- 
schel  (1806),  Bessel  (1818),  Argclander  (i838)  et  Airy  (1860), 
reposent  sur  l'hypothèse  de  la  distribution  isotrope  des  vitesses 
réelles  et  donnent  la  vitesse  solaire  comme  résidu  de  leur  distribu- 
tion apparente  anisotrope.  On  a  d'ailleurs  discuté  longuement 
l'hy|)othèse  contraire,  où  les  longitudes  galactocentriques  varie- 
raient systématiquement  du  l'ait  du  mouvement  orbital  des  étoiles. 
Celte  question  est  loin  d'être  résolue. 
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On  s'attendrait  à  trouver  exposée  à  la  suite  la  seule  tenlative  de 
Dynamique  slellaire  qui  ait  été  faite  pour  coordonner  les  mouve- 
ments propres  des  étoiles  :  celle  de  Màdler  (i  846-1 858).  M.  André 
l'a  rejetée  à  la  fin  du  deuxième  Volume  et  en  adopte  les  conclu- 
sions. En  partant  d'hvpotlièses  simples,  malheureusement  trop 
simples,  telles  que  Tuniformité  de  densité  stellaire  et  l'identilé  des 
masses  individuelles,  Madler  détermine  le  centre  dynamique  de 
l'amas  central  de  notre  Voie  lactée,  amas  qu'il  suppose  spliérique 
entouré  d'anneaux  ayant  même  centre  de  gravité;  une  suite  de 
raisonnements  un  peu  aventureux  le  conduit  à  placer  ce  centre 
dans  les  Pléiades  et  spécialement  près  d^Alcyone^  ce  qui  semble 
d'une  précision  au  moins  exagérée.  Cependant  il  est  intéressant 
de  constater  que  la  distribution  apparente  des  mouvements  propres, 
dans  des  zones  successives  ayant  Alcyone  comme  pôle,  semble 
confirmer  cette  hypothèse. 

M.  André,  évaluant  par  un  procédé  ingénieux,  mais  bien  indi- 
rect, la  distance  des  Pléiades  à  192  années  de  lumière  et  adoptant 
pour  la  vitesse  du  Soleil  la  valeur  de  ifi*^'"  par  seconde,  déduite 
par  Kempf  de  la  répartition  apparente  anisotrope  des  vitesses 
radiales  stellaires,  calcule  la  période  du  mouvement  orbital  du 
Soleil,  autour  à^ Alcyone  :  il  trouve  22  000000  d'années.  Enfin,  la 
troisième  loi  de  Kepler  donnerait,  pour  la  masse  totale  intérieure 
à  la  sphère  avant  Alcyone  pour  centre  et  passant  par  le  Soleil, 
une  valeur  égale  à  3  000000  de  fois  la  masse  solaire,  nombre  bien 
supérieur  à  celui  des  étoiles  que  nous  pouvons  y  admettre  ;  comme 
nous  savons,  d'autre  part,  que  les  masses  individuelles  stellaires 
diffèrent  peu  de  celle  du  Soleil,  on  en  conclurait  qu'il  existe  un 
nombre  considérable  d'étoiles  massives  éteintes.  Ce  résultat  est  inté- 
ressant, mais  il  repose  sur  des  données  numériques  bien  incer- 
taines. 

Les  derniers  Chapitres  du  |)remier  Volume  contiennent  les 
données  les  plus  complètes  sur  les  variations  d'éclat  des  étoiles. 
On  y  trouvera  les  courbes  de  lumière  des  variables  périodiques  ou 
irrégulières,  et  aussi  l'histoire  détaillée  des  temporaires  (au  point 
de  vue  photométrique  seulement,  car  l'histoire  spectroscopique 
des  temporaires,  si  intéressante,  est  encore  réservée  pour  le  troi- 
sième Volume).  Les  variables  à  périodicité  régulière,  au  moins 
celles  à   courte  [)ériodc,  sont  en  réalité  des  systèmes  binaires  à 
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éclipses  partielles,  que  nous  allons  retrouver  dans  le  deuxième 
Volume,  entièrement  consacré  aux  systèmes  doubles  et  mul- 
tiples. 

Le  nombre  des  systèmes  binaires  télescopiques  aujourd'hui 
catalogués  est  considérable  :  il  atteignait  près  de  i4ooo  en  1898, 
en  prenant  Z'i"  comme  limite  supérieure  de  l'écart  angulaire.  La 
découverte  du  mouvement  relatif  orbilal  des  systèmes  binaires  est 
encore  l'œuvre  de  W.  Herscliel.  Pour  la  première  fois,  la  loi  de 
Newton  a  pu  être  étendue  à  tout  l'univers  stellaire.  Celte  décou- 
verte géniale  a  livré  à  la  Mécanique  céleste  un  nombre  considé- 
rable de  systèmes  pratiquement  isolés  au  point  de  vue  de  la 
gravitation,  caries  distances  qui  séparent  leurs  composantes  sont 
rarement  supérieures  aux  dimensions  des  orbites  des  planètes  les 
plus  éloignées  de  notre  système  solaire;  elles  sontdonc  d'un  ordre  de 
grandeur  10^  fois  moindre  que  les  distances  séparant  les  mondes 
stellaires  les  uns  des  autres. 

La  petitesse  de  l'écart  angulaire  des  deux  composantes,  qui 
n'est,  le  plus  souvent,  que  de  quelques  secondes,  rend  particuliè- 
rement minutieuses  les  mesures  différentielles  servant  à  déter- 
miner les  orbites  apparentes.  De  plus,  les  périodes  sont  très 
longues  :  parmi  les  orbites  dont  les  éléments  ont  été  calculés  avec 
précision,  beaucoup  ne  sont  pas  encore  fermées  depuis  les  pre- 
mières observations  de  W.  Herscliel  (1782)  :  on  est  donc  obligé 
d'utiliser  des  mesures  effectuées  à  de  très  longs  intervalles,  et  les 
corrections  d'aberration,  et  surtout  de  précession  et  de  nutation, 
prennent,  ici  encore,  une  importance  énorme.  On  commence  par 
substituer  aux  positions  observées,  la  meilleure  ellipse  possible 
passant  dans  leur  voisinage.  Cette  interpolation  s'elfectue  par  des 
procédés  bien  connus,  soit  graphiques  (J.  Herscliel),  soit  analy- 
tiques (Glasenapp).  Un  grand  nombre  de  méthodes  permettent 
de  passer  <le  cette  orbite  apparente  interpolée  à  l'orbite  réelle  : 
on  connaît,  en  effet,  la  projection  de  son  foyer.  Les  ciu((  éh'menis 
géométriques  à  déterminer  sont  l'inclinaison  du  plan  de  Torbile 
sur  le  plan  tangent  à  la  sphère  céleste,  l'angle  de  position  de  la 
droite  d'intersection  des  deux  plans,  l'angle  de  position  de  la 
ligne  des  nœuds  dans  le  plan  de  l'orbite,  l'excentricité  et  la  lon- 
gueur du  grand  axe.  M.  André  expose  tout  au  long  les  méthodes 
graphiques  de  J.  llcrschel  et  de  Zwiers  (iScjT))  (|ui  sont  du  (loindiiif 
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de  la  Géométrie  descriptive  élémentaire,  et  la  solution  analytique 
de  Kovvalsky  (i8^3),  l'une  des  plus  employées.  Quant  aux  élé- 
ments cinématiques,  moyen  mouvement  angulaire  annuel  (ou 
période)  et  époque  du  passage  au  périastre,  les  solutions  les  plus 
usitées  de  l'équation  de  Kepler,  basées  sur  des  développements  en 
séries  rapidement  convergentes,  sont  ici  inapplicables,  par  suite 
de  la  grande  excentricité  de  la  plupart  des  orbites  :  les  méthodes 
graphiques,  telles  celles  de  M.  Radau,  sont  les  plus  commodes. 

Il  est  bon  de  remarquer  qu'on  suppose  a  priori  l'orbite  relative 
apparente  représentable  par  une  ellipse  décrite  suivant  la  loi  des 
aires.  C'est  effectivement  le  cas  général,  au  moins  en  première 
approximation.  Dans  le  cas  contraire,  on  attribuera  les  perturba- 
tions à  la  présence  d'un  troisième  astre  de  masse  notable,  invisible 
à  nos  yeux. 

Quand  on  connaît  à  la  fois  la  parallaxe  et  les  éléments  de  l'or- 
bite d'un  système  double,  la  troisième  loi  de  Kepler  donne  immé- 
diatement la  somme  des  masses,  celle  du  Soleil  étant  prise  pour 
unité;  le  rapport  des  masses  est  donné  par  le  rapport  inverse  des 
dimensions  homologues  des  ellipses  semblables  décrites  par  les 
deux  astres  autour  de  leur  centre  de  gravité  commun.  11  est  très 
remarquable  que,  dans  tous  les  cas,  on  trouve  pour  les  masses 
individuelles  des  étoiles  des  valeurs  du  même  ordre  de  grandeur 
que  celle  du  Soleil.  Les  deux  masses  d'un  même  système  sont 
d'ailleurs,  en  général,  tout  à  fait  du  même  ordre,  même  lorsque 
les  éclats  sont  extrêmement  différents  :  c'est  le  cas  de  l'éclatant 
Sirius  de  masse  2,20,  dont  le  compagnon  presque  obscur,  de 
dixième  grandeur  seulement,  a  pour  masse  i  ,04. 

Un  problème  intéressant,  dont  la  solution  complète  est  due  aux 
travaux  de  C.  Niven  (1874)5  de  C.  Pickering  (1880)  et  de  T.  See, 
consiste  à  calculer  les  dimensions  absolues  de  l'orbite  d'un  sys- 
tème double,  en  utilisant  les  mesures  de  vitesses  radiales  orbitales 
obtenues  par  la  méthode  spectrographique.  Belopolsky  a  récem- 
ment appliqué  cette  méthode  au  calcul  de  quelques  parallaxes. 

Un  Chapitre  spécial  est  réservé  aux  systèmes  doubles  dont  une 
seule  composante  est  visible  :  dans  ce  cas,  ce  sont  les  perturbations 
périodiques  du  mouvement  propre  de  l'astre  visible  qui  ont  révélé 
tout  d'abord  l'existence  du  compagnon  obscur;  c'est  l'Astronomie 
de   l'invisible,  due  au  génie  de  Bessel  (i844)-   Toutefois  Bessel 
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s'était  borné  à  discuter  l'expression  générale  de  la  vitesse  aréo- 
laire  apparente  résultant  de  l'attraction  d'une  étoile  perturbatrice 
invisible.  C'est  C.  Peters  (i85i)  qui  a  le  premier  donné  une 
méthode  de  calcul  de  l'orbite  du  compagnon  obscur,  et  qui  l'a 
appliquée  à  ASirius,  en  utilisant  uniquement  les  variations  d'as- 
•cension  droite,  Auwers  (1862)  a  repris  le  calcul  en  utilisant  aussi 
les  variations  de  déclinaison;  la  même  année,  les  frères  Clark,  de 
Boston,  découvraient  le  compagnon  de  Sûias.  L'orbite  réelle, 
maintenant  déterminée  par  quarante  années  d'observations,  diffère 
très  peu  de  celle  calculée  par  Auwers.  L'histoire  de  Procyon  est 
identique  :  son  compagnon,  dont  l'orbite  avait  été  calculée  par 
Auwers  (1862)  et  par  L.  Struve  (1892),  a  été  découvert  en  i8g6 
par  Schœberle  à  l'observatoire  Lick. 

Un  grand  nombre  de  systèmes  optiquement  doubles  sont  main- 
tenant regardés  comme  triples,  l'une  des  composantes  visibles 
ayant  un  compagnon  obscur,  et_,  dans  quelques  cas,  les  éléments 
de  l'orbite  du  satellite  ont  pu  être  calculés.  Le  cas  de/>  Ophiuchiis 
a  soulevé  un  débat  d'un  grand  intérêt.  T.  See  (1898)  a  découvert 
le  premier  une  inégalité  périodique  par  rapport  à  l'orbite  moyenne 
calculée  par  Schur  (1894)  et  par  Doolittle  (1897),  et,  d'après  lui, 
le  satellite  obscur  aurait  une  période  égale  à  peu  près  à  la  moitié 
de  celle  du  système  double  visible.  Or,  l'emploi  des  méthodes  de 
Hill  et  de  H,  Poincaré  a  permis  à  Moulton  (1899)  de  démontrer 
qu'un  tel  système  triple  serait  instable.  Les  conclusions  de  See 
doivent  donc  n'être  acceptées  que  sous  toutes  réserves. 

Depuis  1890,  le  spectroscope  a  enrichi  l'Astronomie  d'une  nou- 
velle catégorie  d'étoiles  doubles,  trop  serrées  pour  être  séparées  au 
télescope.  Les  premières  observations  de  cette  espèce,  efléctuées  à 
Harvard  sur  les  spectres  de  Ç  Grande  Ourse  et  P  Cocher,  sont  dues 
à  miss  Maury  et  à  C.  Pickering  (1890).  En  général,  le  mouvement 
relatif  orbital  sépare  périodiquement  deux  spectres  d'inégale  in- 
tensité :  les  mesures  spectrographiques  fournissent  alors  la  vitesse 
radiale  relative.  Pour  d'autres  étoiles,  une  seule  composante  est 
lumineuse;  dans  ce  cas,  on  mesure  le  déplacement  périodique  des 
raies  par  comparaison  avec  une  source  fixe,  comme  l'a  fait  C. 
Vogcl  pour  Aigol  (1889).  Les  méthodes  de  calcul  de  l'orbite,  à 
l'aide  des  seules  données  spectroscopiqucs,  sont  ducs  à  A.  Ram- 
baut,  J.  Wilsing   et  Lchmanu-Filhès.    Il   est   évident,  a  priori, 
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qu'elles  ne  peuvcnl  donner  tous  les  éléments  géométriques  :  elles 
donnent  l'excentricité,  l'angle  de  position  de  la  ligne  des  nœuds 
et  la  projection  du  grand  axe  sur  la  ligne  de  visée,  mais  non  le 
grand  axe  lui-même.  L'époque  du  passage  au  périastre  s'obtient 
encore  par  une  solution  graphi(jue  de  l'équation  de  Kepler.  Enfin, 
la  somme  des  masses,  M  +  M'^,  n'est  pas  non  plus  calculable  :  de 
la  valeur  de  la  période,  on  déduit  seulement  la  valeur  de 
(M  +  M')  sin-^i,  i  étant  l'inclinaison  inconnue  du  plan  de  l'orbite 
par  rapport  au  plan  tangent  à  la  splière  céleste. 

Dans  le  cas  précédent,  la  seule  donnée  expérimentale  est  la 
courbe  des  variations  de  la  vitesse  radiale  orbitale  avec  le  temps. 
Nous  arrivons  maintenant  à  d'autres  étoiles  doubles  pour  les- 
quelles la  seule  donnée  est  la  courbe  des  variations  périodiques 
de  l'éclat  photométrique.  Ces  Chapitres,  qui  forment  une  grosse 
partie  du  deuxième  Volume,  constituent  un  très  remarquable  en- 
semble auquel  M.  André  a  apporté  une  contribution  personnelle 
des  plus  importantes.  On  divise  ces  étoiles  en  deux  groupes, 
suivant  que  la  variation  de  lumière  est  discontinue  ou  con- 
tinue. 

Pour  les  premières,  dont  le  type  est  Algol  (^  Persée),  la 
période  est  divisible  en  quatre  phases,  une  première  d'éclat 
maximum  constant,  une  deuxième  d'éclat  variable  décroissant, 
une  autre,  très  courte,  d'éclat  minimum  constant,  et  une  dernière 
d'éclat  variable  croissant.  La  théorie  qui  attribue  ces  variations  si 
parfaitement  régulières  à  l'occultation  partielle  de  l'une  des  com- 
posantes d'un  système  double  dont  le  plan  de  l'orbite  se  trouve 
très  peu  incliné  sur  notre  ligne  de  visée,  est  unanimement  adoptée 
aujourd'hui.  Elle  a  été  développée  pour  yi/^'o/ par  C.  Pickering 
en  1880,  et  la  duplicité  a  été  confirmée  en  1889  par  la  découverte, 
due  à  C.  Vogel,  du  déplacement  j)ériodic|uc  du  spectre  de  l'étoile 
occultée.  La  concordance  parfaite  des  données  photométriques  et 
spectroscopiques  est  telle  que  ce  système  double,  extrêmement 
serré  et  si  éloigné  de  nous  (62  années  de  lumière),  est  un  de 
ceux  dont  nous  connaissons  le  mieux  les  éléments.  C.  Pickering 
a  d'abord  donné  une  solution  approchée  du  problème  de  déter- 
mination de  l'orbite,  supposée  circulaire,  à  l'aide  d'hypothèses 
simples.  Puis,  C.  Pickering,  Harting  et  enfin  Tisserand  ont  donné 
des  méthodes  de  calcul  de  Forbite  elliptique  permettant  d'utiliser 
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an  mieux  toutes  les  observations.  La  méthode  de  Tisserand  permet 
le  calcul  direct  de  l'excentricité  et  du  périastre. 

Il  est  impossible  de  donner  ici  une  idée  de  la  variété  des  pro- 
blèmes qui  se  présentent  suivant  les  différentes  formes  des  courbes 
de  lumière  :  la  discussion  montre  cpie  les  apparences  les  plus 
compliquées  peuvent  s'expliquer  par  l'occultation  réciproque  et 
mutuelle  de  deux  étoiles  inégalement  brillantes.  A  signaler  une 
question  bien  inléressante,  l'explication  des  inégalités  périodiques 
que  présentent  les  périodes  d'un  grand  nombre  de  variables,  et 
Algol  en  particulier.  Deux  hypothèses,  tout  à  fait  différentes,  en 
rendent  compte  de  façon  également  satisfaisante  :  suivant  Chandier 
le  système  double  d^ Algol  parcourt  une  orbite  de  grandes  dimen- 
sions autour  d'une  étoile  obscure,  ce  qui  fait  avancer  ou  retarder 
alternativement  les  éclipses.  D'autre  part.  Tisserand  a  montré 
qu'un  très  faible  aplatissement  de  l'étoile  principale  (^  pour 
Algol)  imprime  au  grand  axe  de  l'orbite  un  mouvement  angu- 
laire direct  et  uniforme  qui  produit  les  inégalités  périodiques 
observées. 

Cette  théorie  de  Tisserand  a  été  reprise  par  C.  Myers  dans  le 
cas  des  étoiles  du  type  de  [3  t^J'i'C-i  à  variations  continues  de 
lumière,  qu'une  forte  ellipticité  peut  seule  expliquer.  Pour 
P  Lyre  (1896),  G.  Myers  a  fait  la  théorie  complète  de  l'occul- 
tation mutuelle  de  deux  ellipsoïdes  de  révolution  semblables, 
ayant  leur  équateur  dans  le  plan  de  l'orbite.  Belopolsky  (1897)  '^ 
calculé  l'orbite  relative  de  [^  Lyre  d'après  les  mesures  de  vitesses 
radiales  orbitales  :  ici  encore  les  deux  méthodes  speclroscopique 
et  photométrique  se  confirment  et  se  complètent  admirablement 
l'une  l'autre.  Le  calcul  des  masses  conduit  à  attribuer  à  ces 
étoiles  doubles,  d'ailleurs  extrêmement  serrées,  des  densités 
extrêmement  faibles.  M.  André  admet  que  ce  sont  des  couples 
stellaires  en  formation,  plus  ou  moins  avancés  dans  la  segmenta- 
tion, suivant  la  forme  de  leur  courbe  de  lumière.  La  discussion  de 
leurs  différents  types  nous  entraînerait  trop  loin. 

IjCS  derniers  Chapitres,  relatifs  aux  beaux  groupes  serrés 
triples,  quadruples,  etc.,  aux  amas  irréguliers  tels  que  les  Pléiades, 
aux  amas  télescopiques  et  globulaires,  sont  uni(|uemcnt  des- 
criptifs. Rappelons  seulement  le  résultat  de  la  stalislicpio  de 
W.  Struve  (18  ij),  confirmé  par  celles  plus  récentes  de  Cleveland 
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Ahhe  (i86^)  et  de  S.  Walers  (1894)  •  la  distribulion  des  amas 
télescopiques  résolubles,  en  relation  directe  avec  la  latitude  galac- 
tique, montre  que  ces  amas  font  partie  intégrante  de  la  Voie  lactée, 
comme  les  étoiles  elles-mêmes.  Au  contraire,  la  distribution  des 
nébuleuses  non  résolubles  est  difTérente  :  elles  doivent  être  regar- 
dées, en  général,  comme  étrangères  à  notre  Voie  lactée. 

Au  sujet  des  splendides  objets  télescopiques  désignés  sous  le 
nom  âî'amas  globulaires^  il  suffira  d'indiquer  la  découverte 
récente  de  Baile}'  (1894)  à  Ariquipa,  qui  jetle  un  jour  tout  nou- 
veau sur  leur  constitution  :  certains  de  ces  amas  contiennent  une 
proportion  considérable  de  variables  périodiques;  les  périodes 
sont  très  courtes,  de  quelques  heures  parfois;  les  courbes  de 
lumière,  à  variations  continues,  sont  en  général  d'allure  iden- 
tique pour  toutes  les  variables  d'un  même  amas.  Cette  découverte 
révèle  une  solidarité  très  remarquable  dans  l'orientation  des  plans 
des  orbites  de  ces  systèmes  binaires,  car  il  est  impossible  de  ne  pas 
attribuer  à  des  éclipses  la  parfaite  régularité  des  périodicités.  De 
tels  résultats,  encore  inexpliqués,  montrent  l'intérêt  que  peuvent 
présenter  les  méthodes  d'observation  purement  physiques,  au  seul 
point  de  vue  de  la  Dynamique  des  systèmes  stellaires. 

Nous  attendons  maintenant  le  troisième  Volume,  dont  la  Spec- 
troscopie  stellaire  occupera  sans  doute  une  grande  partie.  M.  André 
aura  droit  à  toute  la  reconnaissance  du  public  scientifique,  s'il 
nous  donne  le  Traité  d'Astrophysique  qui  nous  manque  encore. 
Mais,  il  l'a  déjà  méritée  par  son  magistral  exposé  de  nos  connais- 
sances actuelles  en  Astronomie  herschélienne. 

Henri   Béjvard. 
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BOURGET  (Henrv),  agrégé  de  l'Université,  aide  astronome  à  l'observatoire 
de  Toulouse.  —  Sur  une  classe  particulière  de  groupes  hvperabéliens. 
Thèse  de  doctorat  présentée  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris.  Paris, 
Gauthier-Viilars,  1898.  In-4°  de  92  pages. 

On  a  c|uelqiie  difficullé  à  suivre,  sur  des  exemples  particuliers, 
le  développement  de  certaines  théories  mathématiques  cjui  sont 
cependant  bien  fixées  dans  leurs  traits  généraux.  Toutefois  ces 
exemples  sont  indispensables  pour  les  progrès  ultérieurs  de  ces 
théories  elles-mêmes. 

En  particulier  pour  les  fonctions  hjperfuchsiennes,  les  séries 
hjpergéoniétriques  de  deux  variables  permettent  d'illustrer  la 
théorie  générale  dans  des  cas  particuliers  remarquables.  Il  n'en 
est  plus  de  même  pour  les  fonctions  hyperabéliennes  et  l'étude 
approfondie  d'un  exemple  du  groupe  hvperabélien  se  présente 
moins  aisément. 

C'est  dans  la  théorie  de  fonctions  abéliennes  spéciales  que  l'on 
pouvait  espérer  trouver  un  exemple  dont  l'étude  fut  susceptible 
d'être  poussée  assez  loin.  Si  l'on  considère  le  tableau  des  périodes 
normales 

0  I     II      G 

1  o     G'    11 

correspondant  à  une  fonction  abélienne  de  deux  variables,  un  cas 
j)arliculier  remarquable  est  celui  oii  l'on  a 

112_GG'==D, 

où  D  désigne  un  entier  positif. 

A  cette  classe  de  fonctions  abéliennes  correspond  une  classe  de 
groupes  hyperabéliens.  Le  travail  de  M.  Rourget  est  consacrt'  à 
l'étude  de  cette  classe. 

On  peut  donner  à  un  tel  groupe  une  double  origine^  :  il  se 
rattache  d'une  part  à  la  transformation  du  premier  ordr(>  (l(>s  tone- 
tions  abéliennes  et  d'autre  part  son  étude  est  liée  étroiloment  à 

Bull,  des  Sciences  niathcni.^  2"  série,  l.  \\\'.  (  Novenil>tc  i()oi.)  i| 


174  PREMIÈUI-:   l'AiniE. 

rétiidc  arilluncllquc  de  la  forme  (jualernaire 

Dans  les  deux  premiers  Chapitres  de  son  JMémoire,  l'Aiileur 
étudie  le  groupe  au  poiut  de  vue  arilliuuUique.  11  montre  d'abord 
sa  discontinuité;  et  réussit  ensuite,  ce  qui  est  capilal,  à  trouver  ses 
substitutions  fondamentales  qui  sont  au  nombre  de  cinq. 

L'Auteur  examine  ensuite  la  position  du  domaine  fondamental 
particulièrement  au  voisinage  de  la  limite  du  domaine  de  discon- 
tinuité. Les  calculs  sont  complètement  développés   pour  D  =.  5. 

Le  troisième  Chapitre  est  consacré  aux  fonctions  dn  groupe. 
On  peut  les  définir  à  l'aide  de  séries  comme  pour  tous  les  groupes 
lijperabéliens,  mais  on  a  ici  des  exem|)les  beaucoup  plus  avanta- 
geux en  considérant  la  fonction  0  à  arguments  nuls. 

M.  Bourget  termine  son  travail  en  faisant  ime  étude  complète 
des  modifications  opérées  dans  ces  dernières  fonctions  par  les 
substitutions  fondamentales  du  grou[)e. 

E.  E. 


GUSTAVE  ROBIN,  charité  de  cours  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris.  —  Œuvres 
sciENTiFiQUKS,  réunles  et  publiées  sous  les  auspices  du  Ministère  de  l'In- 
slruclion  publique^  par  Loin.s-  Knlfj,  })rofesseur  adjoint  à  la  Faculté  des 
Sciences  de  Paris.  Thermodynamique  i^énvpidc.  i  vol.  in-8",  xvi-'27i  pages. 
Paris,  Gaulhier-Villars;  1901. 

L 

Celui  qui  entreprendrait  la  tâche  audacieuse  de  retracer  l'his- 
toire des  Sciences  physiques  au  xix®  siècle  devrait  arrêter  longue- 
ment son  altention  sur  l'évolution  qui  a  produit  la  Thermodyna- 
mique générale  ou  Energétique.  La  Théorie  mécanique  de  la 
chaleur^  née  de  l'hypothèse  cartésienne  que  la  chaleur  est  un 
mode  de  mouvement,  a  donné  toutd'abord  naissance  à  une  science 
positive,  la  Thermodynamique  y  qui  s'est  alTranchie  de  toute 
lutelle,  aussi  bien  de  la  JMétaphjsique  que  de  la  Mécanique;  puis, 
par  un  développement  rapide,  la  Thermodynamique  s'est  étendue 
au  poini  d'absorix-r  à  son  (ourla  Mécanique:  sous  le  nom  à'Ener- 
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gélique,  elle  est  devenue  le  code  des  lois  qui  régissent  tous  les 
changements  des  corps  inertes,  aussi  bien  les  changements  de 
lieu  dans  l'espace  que  les  changements  de  qualité  ou  d'état. 

Gustave  Robin  était  de  ceux  qui  suivent  avec  passion  ce  grand 
mouvement  intellectuel  et  qui,  par  leurs  clToits,  le  veulent  accé- 
lérer et  diriger;  son  sens  critique,  très  aiguisé,  disséquait  impi- 
toyablement les  systèmes  j)roposés  et  ne  négligeait  aucun  des 
défauts  qu'il  y  pouvait  découvrir;  en  même  temps,  son  origina- 
lité de  penseur  tentait  de  rassembler  et  d'agencer  en  un  système 
plus  solide  les  fragments  qu'il  avait  disjoints. 

Des  fruits  de  ce  labeur,  poursuivi  avec  acharnement  pendant 
près  de  vingt  années,  Robin  faisait  profiter  ses  auditeurs  de  la 
Sorbonne  ^  la  mort  est  venue  le  frapper  sans  qu'il  ait  eu  le  temps 
d'en  rien  livrera  la  publicité. 

Un  ami  de  Gustave  Robin,  M.  L.  Raflfy,  n'a  pas  voulu  que  ces 
pensées,  longuement  mûries,  fussent  à  jamais  perdues;  avec  un 
dévouement  bien  rare,  il  a  voulu  oublier  que  ses  propres  travau\ 
l'avaient  tenu  éloigné,  jusque-là,  de  la  Physique  et  de  la  Chimie;  il 
s'est  pénétré  pendant  de  longs  mois  de  la  pensée  de  l'ami  disparu,  au 
point  que  cette  idée  devînt  sienne,  et  c'est  cette  reconstitution, 
monument  patiemment  élevé  à  la  mémoire  de  Robin,  qu'il  présente 
aujourd'hui  au  public. 

Est-ce  à  dire  (jue  l'œuvre  que  nous  avons  sous  les  yeux  soit  celle 
que  nous  eût  donnée  Gustave  Robin  s'il  avait  vécu?  De  divers  faits, 
cités  par  M.  RafFy  dans  V Avertissement  qu'il  a  mis  en  tète  du  Vo- 
lume, on  peut  conclur(;  (pie  Robin  n'était  pas  encore  arrivé  à  se 
satisfaire  pleinement;  son  système  ne  lui  semblait  pas  encore  mùr 
pour  la  publication.  N'eussions-nous  pas  le  témoignage  de  M.  Rafly 
que  bien  des  indices  nous  révéleraient  cet  état  d'évolution  où  se 
trouvait  encore  la  pensée  de  Robin;  entre  les  parties  du  livre  qui 
reproduisent  ses  dernières  leçons  (1897)  et  les  p^i'liesqui  nous  rap- 
portent les  enseignements  de  1892  ou  de  189(3,  il  est  aisé  d'aper- 
cevoir non  j)as  certes  des  contradictions,  mais  des  variations  de 
])oint  de  vue,  variations  dont  parfois  on  retrou veiait  la  cause  dans 
certaines  publications  contemporaines.  Ainsi,  la  température 
n'est  plus  celle  de  la  source  dans  lacpiclle  le  sysi/ine  est  plongé 
(p.  iG),  mais  la  tenq)érature  méuu'  du  svsième  (p.  li^io^;  la  défi- 
nition des  variables  nornutlvs  est  modifiée  (p.    179  et  p.  -.^itiV 
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Une  foule  de  nuances  de  ce  genre  marquent  que  nous  n'avons  pas 
sous  les  jeux  une  œuvre  parvenue  à  son  complet  achèvement. 

Faut-il  en  conclure  que  M.  Raliy  ait  eu  tort  de  nous  livrer  la 
pensée  non  enclore  (ixée,  le  système  encore  en  voie  de  développe- 
ment, objet  des  dernières  veilles  de  son  ami?  Assurément  non;  car 
il  a  sauvé  de  l'oubli  le  fruit  de  longues  médilations;  partant  du 
point  que  Robin  avait  atteint,  d'autres  pourront,  avec  bien  moins 
de  peine,  parvenir  au  but  qu'il  a  entrevu. 

Le  volume  sur  la  Thermodynamique  générale  ne  contient 
guère  d'historique;  peu  d'auteurs  y  sont  cités,  ils  le  sont  comme 
en  passant,  et  la  bibliographie  est  absente.  13e  ce  qui  pourrait 
sembler  un  grave  défaut  en  un  livre  auquel  son  auteur  aurait  mis  la 
dernière  main,  j'aperçois  ici  une  explication.  L'ouvrage  est  rédigé 
à  l'aide  de  notes  prises  au  cours  d'un  enseignement  oral.  Or,  dans 
un  tel  enseignement,  le  professeur,  soucieux  avant  tout  de  dérouler 
devant  ses  auditeurs  la  suite  logique  des  vérités  scientifiques,  dé- 
sireux de  n'interrompre  en  rien  cet  enchaînement,  néglige  souvent 
de  nommer  l'auteur  de  chaque  vérité. 

Celte  réflexion  (pourquoi  chercherais-je  à  le  dissimuler?) 
m'est  inspirée  parla  remarque  suivante  :  Le  lecteur  le  plus  attentif 
pourrait  feuilleter  ce  livre  de  la  première  ])age  à  la  dernière  sans 
y  trouver  une  seule  fois  mon  nom;  et  cependant,  s'il  a  quelque 
érudition  touchant  la  Thermodynamique,  il  reconnaîtrait  bientôt 
que  la  pensée  de  Robin  s'est  développée  dans  un  continuel  contact 
avec  mes  propres  recherches,  soit  qu'elle  s'en  assimilât  les  résul- 
tats, soit  qu'elle  en  critiquât  la  méthode. 

Des  sujets  traités  dans  ce  livre  sur  la  Tliermodynimnique  géné- 
rale^ il  n'en  est  pas  un  auquel  je  n'aie  consacré  quelque  éciit  et 
plusieurs  sont  de  ceux  que  j'avais  pris  vierges.  La  théorie  de  la 
stabilité  adiabaliqiie  de  l'équilibre  (p.  i45  à  148)  ne  diffère  que 
par  des  détails  de  forme  de  celle  que  j'ai  donnée  en  1 894  (  '  ).  La  \i- 
tesse  de  propagation  de  l'onde  explosive  donne  lieu  à  des  considé- 
rations qui  tentent  de   généraliser  ce  que  j'avais  dit  en  1896    (-) 


(  •  )  Commentaire  aux  principes  de  la  Thermodynamique,  3*  partie,  Chap.  IV, 
n°  5    [Journal  de    Mathématiques  pures  et  appliquées,  4"  série,  t.  X,  p.  2-;i  ; 

189'*  )• 

(■-)   Théorie  Ihcrniodjiunniquc   de  la   viscosité^  du    frottement  et   des  faux 
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louchant  cette  onde.  L'Idée  fondamentale  de  Técrit  que  j'ai  publié 
à  cette  époque  sur  la  viscosité,  le  frottement  et  les  faux  équi- 
libres chimiques,  fait  l'objet  du  chapitre  consacré  au  Problème 
général  de  la  Dynamique  (p.  282  à  200).  Enfin,  le  Chapitre 
consacré  à  la  Statique  des  déformations  permanentes  (p.  2i5 
à  281)  n'est  qu'une  brève  exposition  géométrique  de  la  théorie  dont, 
en  1895  ('),  j'ai  communiqué  les  principes  essentiels  à  l'Académie 
de  Belgique  et  que  je  n'ai  cessé,  dej)uis  lors,  de  développer  en  de 
nombreux  Mémoires. 

Hors  des  Chapitres  que  je  viens  de  mentionner,  les  infiltraïions 
de  mes  recherches  dans  les  écrits  de  Robin  se  reconnaissent  maintes 
fois  à  la  conservation  de  certains  aperçus,  de  certains  exemples,  à 
la  similitude  presque  complète  des  dénominations  et  des  notations. 

Il  y  a  plus,  et,  bien  souvent,  Robin  semble  n'avoir  connu  les 
travaux  de  nos  communs  prédécesseurs  que  j)ar  les  citations 
contenues  dans  mes  écrits.  Le  nom  de  l'illustre  J.  \\  illard  Gibbs, 
qui  a  tant  fait  pour  les  progrès  de  la  Thermodynamique  générale, 
ne  se  rencontre  (jue  deux  fois  sous  sa  plume,  et,  les  deux  fois,  il 
est  cité  d'une  mar-ière  indirecte;  la  première  fois  (|).  xi),  il  est 
question  «  d'une  manière  de  procéder  qui  tend  à  s'implanter  en 
France  et  en  Allemagne,  à  la  suite  des  travaux  assurément  remar- 
([uables  de  Willard  Gibbs  »;  la  seconde  fois  (p.  203),  on  j)arle  des 
((  auteurs  qui  se  rattachent  à  l'école  de  Gibbs  ».  Or,  dans  les  deux 
cas,  des  questions  traitées,  des  méthodes  incriminées,  il  n'existe 
aucune  tiace  dans  les  œuvres  du  génial  professeur  de  New-Hawen; 
mais,  dans  le  premier  cas,  la  pensée  de  l'auteur  est  précisée  par 
une  citation  textuellement  empruntée  à  mon  Commentaire  aux 
principes  de  la  Thermodynamique  (-);  dans  le  second  cas,  le 
raisonnement  incriminé  ne  se  trouve  nulle  part,  si  ce  n'est  dans 
mon  Ouvrage  sur  le  Potentiel  thermodynamique.  J'ai  donc,  je 
pense,   le  droit  de  m'écner  : 

Me,  jne  adsum  quifeci;  in  me  conwitite  fcrrum. 


équilibres  chimiques,  1"  parlic,  Cluip.  V,  !^  3  {Mémoires  de  la  Société  des  Sciences 
pliysiques  et  naturelles  de  Bordeaux,  5"  série,  t.  il;  1896). 

(')  Sur  les  déformations  permanentes  et  l'hystérésis.  Mémoire  présenté  à  la 
classe  des  Sciences  de  l'Aeiidéinie  de  Iîeli;iiiue  le  i3  octobre  \S<^\{  Mémoires  in-]' 
de  l'Académie  de  Belgique,  t.  I.IN' ;   1S95). 

(')  Journal  de  Matliémati(iues  pûtes  et  appliquées.  \'  séri<\  I.  \  111.  p.  •.•7<i. 
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El  que  l'on  m'cnlende  bien  ;  mon  intention  n'est  point  ici  de  re- 
procher à  Robin  Tabsencc  ou  l'inexactitude  de  ses  citations, 
absence  et  inexactitude  dont  je  crois  avoir  donné  plus  haut  J'ex- 
plication;  sa  loyauté  ne  saurait  être  mise  en  doute,  et  il  n'aurait 
certes  rien  livrée  la  publicité  (ju'il  n'eût  scrupuleusement  reconnu 
à  chacun  de  ses  prédécesseurs  ce  ([ui  lui  revenait;  |)as  davantage, 
je  ne  veux  incriminer  l'éditeur  de  ce  livre;  en  s'arracliant  à  ses 
études  cou  lumières  d'Analyse  et  de  Géométrie  pour  vivre  la  [)ensée 
du  physicien  qui  fut  son  auîi,  M.  Rafl'y  a  fait  un  effort  dont  on  trou- 
verait peu  d"exem|)les  et  dont  nous  bii  devons  une  vive  reconnais- 
sance; lui  demander,  par  surcroît,  de  pénétrer  la  pensée  de  Ions 
ceux  qui  ont  écrit  sur  les  mêmes  sujets  et  de  devenir  un  érudit  en 
Thermodynamique  serait  une  insupportable  prétention. 

Mais  la  raison  de  Robin  était  trop  originale  pour  accepter  sans 
un  minutieux  contrôle  l'idée  d'autrui;  son  sens  critique  était  trop 
aiguisé  pour  se  laisser  pij)er  par  une  apparence  de  vérité;  son 
caractère  était  trop  juste  pour  être  bienveillant;  si  donc,  dans  son 
enseignement,  je  retrouve  sans  cesse  les  traces  de  ma  propre 
pensée,  il  me  semble  que  j'ai  le  droit  d'en  être  fier;  les  pièces  que 
j'ai  mises  en  circulation  se  retrouvent,  nombreuses,  dans  le  trésor 
amassé  par  ce  maître  essayeur;  c'est  donc  que  le  coin  en  était 
net  et  l'alliage  loyal. 

L'étude  que  l'on  va  lire  sera,  il  n'en  saurait  être  autrement,  nn 
continuel  rapprochement  entre  la  pensée  de  Robin  et  la  mienne; 
les  concordances  y  seront  notées  et  les  divergences  discutées; 
laisser  passer,  sans  essayer  d'v  répondre,  les  objections  élevées 
contre  ma  manière  de  voir,  ce  serait,  me  semble-t-il,  manquer 
d'égards  envers  celui  qui  les  a  formulées. 

11. 

L'Ouvrage  débute  par  une  Introduction,  formée,  en  majeure 
partie,  de  la  leçon  inaugurale  du  Cours  de  Chimie  physique, 
donné  à  la  Sorbonne  en  i8c)6;  cette  Introduction  met  aux  prises 
les  diverses  Ecoles  qui  se  dis[)utent  le  champ  de  la  Physique  théo- 
rique. 

Une  |)remière  tendance  est  celle  du  Mécanisme  atomistique  ou 
cartésien;  guidé  par  un  svslèmc  métaphysicpie  délerminé,  il  (K)n(;oit 
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d'une  certaine  manière  la  constitiilion  des  corps,  il  les  compose  de 
certaines  figures  et  de  certains  mouvements;  à  ces  figures,  à  ces 
mouvements,  il  s'efforce  de  rattacher  les  phénomènes  naturels  cjui, 
pour  lui,  sont  alors  expliqués. 

A  cette  Ecole  s'oppose  l'Ecole  de  l'induction  dont  Newton,  avec 
une  admirable  clarté,  formule  le  programme  dans  les  dernières 
pages  du  livre  des  Principes.  Appuyée  sur  un  nombre  suffisant 
de  faits  bien  observés,  elle  parvient  par  induction  à  un  certain 
nombre  de  lois  générales  ;  de  ces  lois,  l'Analyse  mathématique  tire 
ensuite  divers  corollaires  dont  la  certitude  égale  celle  des  lois 
expérimentales  qui  les  ont  fournis^  dont,  par  conséquent,  la  réa- 
lisation est  à  peu  près  certaine;  par  cette  méthode,  il  est  vrai,  les 
phénomènes  naturels  ne  sont  pas  expliqués;  ils  sont  seulement 
classés  et  comme  condensés  en  un  petit  noml)re  de  principes 
généraux*,  mais  ce  que  la  théorie  perd  en  pénétration,  elle  le  gagne 
en  sûreté,  car  elle  se  développe  sans  feindre  aucune  hypothèse  sur 
la  constitution  des  corps. 

Cette  méthode  trouvait  un  exemple  parfait  dans  la  Mécanique 
céleste  constituée  par  Newton;  cet  exemple  demeura  longtemps  le 
seul,  car  les  newtoniens,  abandonnant  la  méthode  logique  de  leur 
maître,  revinrent  à  celle  de  Descartes  ;  ils  imaginèrent  une  certaine 
constitution  de  la  matière  et  cherchèrent  à  en  tirer,  avec  un  succès 
qui  se  prolongea,  éclatant,  pendant  un  siècle,  la  forme  des  lois 
physiques;  seulement,  outre  la  figure  et  le  mouvement,  seuls 
invoqués  j)ar  les  cartésiens,  ils  mirent  en  œuvre,  dans  leurs  con- 
structions hypothétiques,  les  actions  moléculaires  attractives  ou 
répulsives. 

Dans  ces  derniers  lemps,  une  troisième  Ecole  a  surgi.  Avec 
Newton,  elle  repousse  toute  hypothèse  qui  a  pour  objet  la  consti- 
tution intime  des  corps;  elle  professe  que  le  but  de  la  Physique 
théorique  n'est  pas  d'expliquer  les  phénomènes,  mais  de  les  classer 
au  moyen  d'un  certain  nombre  de  principes  généraux.  Mais,  avec 
les  mécanistes  cartésiens  ou  newtoniens,  elle  reconnaît  (|U(^  l^^xpé- 
rience  et  l'induction  ne  sauraient  suffire,  dans  la  plupart  des  cas, 
à  formuler  ces  principes.  Ces  principes,  elle  les  présente  donc 
comme  de  simples  postulats;  l'ensemble  des  propositions  (pi'cdle 
et)  tire  par  le  raisonnement  mathématique,  elle  le  donne  pour 
une  représentation    toujours    provisoire    de    la    réalité,    |)our    un 
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schéma  susccpllhle  de  iiioclllicailoiis  conliniielles,  de  j^erfec- 
lionneiiiciils  iiuléfjnls  qui  le  moulent  de  plus  en  plus  étroi- 
tement sur  les  faits;  mais  à  aucun  de  ces  corollaires  elle  n'attribue 
la  moindre  certitude  tanl  rpril  n'a  pas  reçu  le  contrôle  souverain 
et  sans  appel  de  l'expérience. 

Cette  forme  nouvelle  donnée  aux  théories  physiques  est  à  j)eu 
près  contemporaine  de  la  ïliermodjnamicpie  ;  Clausius,  Kirchlioff, 
Helmhoitz  en  ont,  à  des  degrés  divers,  favorisé  l'éclosion;  le  pre- 
mier, Rankine  en  a  proclamé  l'excellence  dans  son  écrit  sur  VEner- 
gétique;  diverses  pièces  de  M.  H.  Poincaré  ont  contribué  à  la 
mettre  dans  une  vive  lumière;  nous  nous  sommes  efforcés,  à 
plusieurs  rej)rises,  d'en  tracer  les  principes;  plus  récemment,  des 
philosoplies  comme  M.  Milhaud,  M.  Leroy  et  M.  Wilbois  l'ont 
préconisée. 

Contre  cette  méthode,  aussi  h\en  que  contre  le  mécanisme 
cartésien  ou  newtonien,  Robin  s'élève  résolument  :  <(  Au  lieu  de 
prétendre  deviner  la  nature,  il  faut  se  laisser  guider  par  elle; 
aussi  écarterons-nous  toutes  ces  méthodes,  qui  tendent  à  déter- 
miner les  phénomènes  par  des  considérations  a  priori,  hvpothèses 
mécaniques,  hypothèses  analytiques  ou  hypothèses  latentes,  pour 
nous  en  tenir  à  l'induction   «. 

Or  des  deux  méthodes,  quelle  est  celle  qui  se  rebelle  le  plus 
volontiers  contre  les  arrêts  de  l'expérience,  qui  se  prétend  le  plus 
apte  à  deviner  les  faits  ?  Est-ce  la  méthode  qui  reconnaît  en  prin- 
ci|)e  le  caractère  purement  arbitraire  de  ses  postulats,  qui  se 
déclare  toujours  prête  à  les  modiher  jusqu'à  ce  que  leurs  consé- 
quences se  modèlent  sur  la  réalité?  Ne  sont-ce  pas  plutôt  les 
théories  dont  on  nous  décrit  (p.  xiv)  la  puissance  en  ces  termes: 
a  Elles  nous  permettront  de  prévoir  les  phénomènes  avec  la  pro- 
babilité même  des  inductions  admises  comme  prémisses.  Or  ces 
inductions,  consistant  exclusivement  à  ériger  en  lois  générales  non 
pas  l'interprétation,  mais  le  résultat  même  cV an  très  grand 
nombre  cl' expériences,  sont  bien  près  de  la  certitude.  C'est 
])ourquoi  nous  serons  autorisés,  (juand  une  foimule  aura  été 
rigoureusement  déduite  de  pareilles  lois,  à  ne  j^as  la  rejeter  |)arce 
qu'elle  serait  en  contradiction  avec  certaines  expériences  ». 

Dangereuse  confiance  !  Nous  avons  beau  multiplier  et  varier  les 
exp('ri('nccs  d'où  riiidiicl  u)n  lire  uik^  loi  g('ii('rale;  si  conq)lexe  est 
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la  réalité,  qu'une  infinité  de  cas  possibles  sont  toujours  omis  dans 
nos  investigations;  dissimulés  à  notre  plus  minutieuse  attention, 
ils  demeurent  prêts  à  infliger  un  démenti  au  principe  que  nous 
croyions  universel. 

D'ailleurs,  la  méthode  nouvelle,  en  proclamant  que  les  premiers 
principes  de  toute  théorie  sont  des  postulats  librement  posés  par 
l'esprit  du  physicien,  n'oblige  pas  celui-ci  à  les  formuler  au 
hasard;  elle  l'encourage  à  se  laisser  guider  par  toutes  les  considé- 
rations qui  peuvent  promettre  à  son  choix  une  heureuse  fécondité; 
entre  tous  les  postulats  possibles,  elle  préférera  assurément,  toutes 
les  fois  qu'ils  lui  seront  offerts,  ceux  que  l'on  obtient  en  généra- 
lisant les  résultats  d'un  grand  nombre  d'expériences;  elle  admire 
la  méthode  newtonienne  comme  l'idéal  de  la  théorie  physique^  si 
elle  se  sépare  de  ceux  qui,  avec  Robin,  tiennent  pour  la  méthode 
inductive,  c'est  qu'elle  croit  cet  idéal  hors  de  notre  portée,  et 
qu'ils  prétendent  l'atteindre. 

Leur  prétention  est-elle  couronnée  de  succès? 

Les  inductions  destinées  à  devenir  les  premiers  principes  de  la 
théorie,  disent  les  tenants  de  la  méthode  newtonienne  (p.  xii) 
«  nous  les  formulerons  toujours  en  énoncés  faciles  à  retenir, 
susceptibles  de  vérification  directe  )>...«  Nos  énoncés  (p.  72) 
sont  de  véritables  principes,  étant  la  généralisation  par  voie 
inductive  d'un  grand  nombie  de  faits  observés  directement  ».  La 
réalité  répond-elle  à  ces  promesses? 

Prenons  deux  des  énoncés  essentiels  du  livre  sur  la  Thermo- 
dynamique  générale,  ceux-là  mêmes  à  propos  desquels  Robin 
s'exprime  dans  les  termes  cpic  nous  venons  de  rappeler,  les 
énoncés  des  deux  principes  de  Carnot  (p.  Çi^  et  G8).  Les  voici  : 

PuEMiKH  piuwcirE  DE  Garxot.  —  LorsijU un  système,  primi- 
tivement en  équilibre,  a  parcouru  un  cvcle  de  tra/fsfor/n(/iions 
qui  le  /amènent  à  son  état  initial,  ce  système  n\t  pu  j)roduire 
du  travail  que  s'il  a  échangé  de  la  chaleur  avec  deux  sources 
au  moins. 

Second  principe  de  G.\iiA'or.  —  l.orsqu' un  syslènw,  parti 
d' un  état  d' équHil)re,  y  revic/ft  a/)/'ès  cn'oir  éprouve  une  série 
de  modijicalions,   dont  une  au  moins  est  irréversible,  ce  sys- 
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ti'/ne  na  pu,  s  il  n'a  échangé  de  chaleur  rju  avec  une  source  au 
plus,  que  conso miner  du  travail. 

Où  sont  donc  les  fails  très  nombreux  et  directement  observés 
dont  ces  énoncés  sont  la  générah'sation  par  voie  inductive?  Si  ces 
((  lois  générales  sont  non  pas  l'interprétation,  mais  le  résultat 
même  d'un  t/ès  grand  no/nbre  d'expérie/ires  )>,  que  l'on  nous 
dise  à  cpielle  époque  ces  expériences  ont  été  faites,  où,  par  qui, 
comment?  La  portée  de  ces  principes  est  immense;  leur  domaine 
est  le  domaine  même  du  monde  inorganique;  que  l'on  songe  à 
l'infinie  multiplicité,  à  l'inimaginable  variété  des  expériences 
concordantes  qu'il  aurait  fallu  faire  pour  que  ces  lois  inductives 
fussent  ((  bien  près  de  la  certitude  »  (p.  xiv),  pour  qu'elles 
pussent  être  la  source  de  «  considérations  théoriques  inatta- 
quables »  (p.  164);  on  sera  vite  convaincu  qu'il  n'est  pas  possible 
de  les  assimiler  à  des  principes  tirés  des  faits  par  l'induction,  à  la 
manière  du  principe  de  la  gravitation  universelle. 

Ces  principes  sont-ils  même  susceptibles  de  quelque  vérification 
expérimentale  directe?  Je  ne  sache  pas  qu'aucune  vérification  de 
ce  genre  ait  été  tentée  et  Robin  ne  nous  dit  pas  comment  elle 
pourrait  l'être. 

Il  apparaît  donc  clairement  que  le  principe  de  Garnot  ne  se 
soumet  pas  aux  lois  de  la  méthode  newtonienne,  alors  même  qu'il 
est  présenté  par  un  partisan  convaincu  de  cette  méthode. 

Suivons,  d'ailleurs,  la  genèse  et  l'évolution  de  ce  principe;  sa 
véritable  nature  nous  apparaîtra. 

Sadi  Garnot  est  profondément  pénétré  de  l'impossibilité  du 
mouvement  perpétuel,  non  par  des  preuves  directes  que  l'on  ne 
saurait  donner,  mais  par  les  échecs  retentissants  de  toutes  les  ten- 
tatives faites  pour  réaliser  un  perpetuum  mobile;  les  machines  à 
feu  viennent  de  faire  leur  apparition  dans  le  monde;  pas  plus  que 
les  anciens  mécanismes,  ces  machines  ne  peuvent  créer  du  travail 
avec  rien  ;  Sadi  Garnot  admet  ce  princi[)e  et  en  fait  la  base  de  son 
système  thermodynamique. 

Bientôt,  le  système  de  Robert  Ma^er,  de  Joule,  de  Golding,  de 
Helmholtz  paraît  dans  la  Science  ;  cntie  ce  svstème  et  celui  de 
Garnot  et  de  Glapevi'on,  \\n  désaccord  éclate,  flagrant;  si  l'un  est 
\rai,  l'autre  est    faux;  lc([uel  faut-il  choisir?  W.  Thomson  hésite. 
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Clausiiis,  plus  perspicace,  saisit  la  cause  du  désaccord;  elle  n'a 
rien  d'essentiel  et  peut  être  supprimée,  de  telle  sorte  rpie  les  deux 
systèmes  se  fondent  en  une  théorie  unique.  Pour  constituer  cette 
théorie,  il  modifie  le  principe  même  de  la  théorie  de  Carnot;  il  ne 
s'appuie  plus  sur  l'impossibilité  du  mouvement  perpétuel;  mais, 
remarquant  que  la  chaleur  semble  naturellement  destinée  à  passer 
des  corps  chauds  aux  corps  froids,  il  pose  ce  principe  :  On  ne 
peut,  sans  fournir  du  travail,  faire  passer  une  certaine  quantité  de 
chaleur  d'un  corps  froid  à  un  corps  chaud. 

Ce  principe,  Clausius  en  marque  nettement  le  caractère  lo- 
gique (^  ).  Est-ce  une  proposition  évidente,  à  la  manière  des  axiomes 
de  Ja  Géométrie?  Assurément  non.  Est-ce  une  loi  générale  que  l'in- 
duction a  tirée  des  faits  d'expérience?  Pas  davantage.  Certes,  Tob- 
servation  de  chaque  jour  en  a  suggéré  l'idée;  mais  les  expériences 
nombreuses,  variées,  précises,  qui  seules  jiourraienl  lui  conférer 
quelque  certitude,  n'existent  pas  et  ne  sauraient  même  être  con- 
çues. Qu'est-ce  donc?  C'est  une  hypoUièse^  mais  non  point  une 
de  ces  hypothèses  sur  la  nature  des  corps  que  Newton  repoussait; 
c'est  un  simple  postulat.  Et  comment  ce  postulat  acquerra-t-il 
droit  de  cité  dans  la  Science?  Par  l'accord  de  l'expérience  avec  les 
conséquences  qu'il  fournira  en  s'unissant  à  d'autres  postulats  ana- 
logues. En  proclamant  ces  vérités,  Clausius  a  vraiment  posé  les 
lois  delà  nouvelle  méthode  propre  à  traiter  les  théories  physiques. 

W.  Thomson,  adoptant  des  idées  analogues  à  celles  de  Clau- 
sius, proposa  de  fonder  la  Thermodynamique  sur  un  autre  pos- 
tulat; en  toute  machine  à  vapeur,  une  certaine  quantité  de 
chaleur  est  cédée  au  condenseur;  guidé  par  cette  observation,  il 
j)Osa  le  principe  suivant:  Une  machine  qui  fonctionne  suivant  un 
cycle  de  Carnot  ne  peut  fournir  du  travail  en  empruntant  de  la 
chaleur  à  la  source  froide.  Ici  encore,  certains  faits  avaient  sug- 
géré à  W.  Thomson  cette  proposition,  mais,  parmi  ces  faits,  il  n'en 
était  aucun  (pii  la  confirmât  d'une  manière  précise  et  directe. 

Les  énoncés  proposés  par  II.  Clausius  et  par  W.  Thomson  ont 
subi  diverses  modifications  au  cours  i\\\  développement  (h^  laTlier- 
modynamicpie .    On    les    regarda    longtemps    comme    ('-(juiN  aïeuls 


(')  Clausius,   Poggcndorlf's  AnnaUn,   \W.  C\\.  |i.   i'^»;  i>*^'>">-  —  .Ue/noi/cs 
sut-  la  théorie  nwcanif/iic  de  ht  cIkiIcui-.  h-.ul.  tOlic.  (.   I.  \\.  .îio. 


i84  PUEMIÈUE   PAUTIE. 

eiUre  eux.  En  188^,  nous  montrâmes  (')  que,  pour  consliluer 
complèlement  la  science  de  la  chaleur,  il  était  nécessaire  de  les 
invoquer  tons  denx  et  même  de  les  modifier  légèrement.  Plus 
tard  (-),  nous  crûmes  devoir  les  restreindre  aux  opérations  réver- 
sibles, les  opérations  non  réversibles  appartenant  à  des  catégories 
trop  diverses  pour  (jiril  nous  semblât  [)Ossible  de  les  soumettre  à 
un  postulat  général.  Cependant,  Roljin  modifiait  ces  principes 
dans  un  sens  différent  et  formulait  les  deux  énoncés  que  nous 
avons  reproduits. 

Aucune  de  ces  modifications  n'a  été  le  résultat  immédiat  d'une 
constatation  expérimentale,  capable  de  corriger  une  induction 
incomplète  ou  trop  hâtive;  toutes  ont  été  inspirées  j)ar  le  désir  de 
faire  delà  Thermodynamique  nn  système  plus  nn  et  plus  logi(pie, 
de  mettre  les  corollaires  éloignés  de  ses  principes  à  l'abri  de  lout 
heurt,  contre  les  faits;  façon  de  procéder  bien  étrange,  si  l'on 
conçoit  une  théorie  physique  à  la  manière  de  Newton,  mais  bien 
naturelle  si  l'on  accepte  notre  opinion. 

Cette  opinion,  je  pense,  a  toujours  été,  du  moins  chez  ceux  qui 
l'ont  formulée  les  premiers,  le  fruit  d'une  assez  longue  expé- 
rience; eux  aussi,  ils  avaient  conçu  tout  d'abord  des  théories  phy- 
siques un  autre  idéal,  soit  l'idéal  des  mécanistes,  soit  l'idéal  des 
tenants  del'induction;  mais  des  échecs  répétés  les  ont  peu  à  peu  con- 
vaincus que  l'un  et  l'autre  idéal  étaient  hors  de  notre  portée  et  les  ont 
ramenés  à  une  notion  à  la  fois  plus  modeste  et  plus  juste  du  rôle 
de  la  Physique  théorique.  La  méditation  critique  et,  plus  encore, 
l'usage  de  renseignement  eussent  détermin('',  ce  me  semble,  dans 
l'esprit  de  Robin,  une  pareille  évolution;  et  en  lisant  attentive- 
ment les  derniers  (Chapitres  du  Livre,  (pii  furent  ses  dernières 
leçons,  je  crois  voir  s'ébaucher  cette  évolution;  je  crois  voir  le 
mode  d'exposition  de  l'auteur  se  confondre  presque  avec  celui  que 
je  préconise. 

Sans  doute,  il   lui  arrive  encore,  là  où  j'ai  mis  Jijpotlièse  ou 


(')  Bulletin  des  Sciences  nxathémaliques,  1^  série,  t.  XI,  juin-juillet  1887.  — 
Cf.  Commentaire  aux  principes  de  la  Thermodynamique,  2*  I^artie,  Chap.  I 
{Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  !\^  série,  t.  IX,  p.  293; 
1893). 

('-)   Traité  élémentaire   de  Mécanique  chimique,  Livre   I,   Chap.   III;   Paris, 
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postulat,  de  dire  :  V expérience  montre  (p.  217  et  235);  mais  des 
principes  fondamentaux,  lels  que  l'existence  des  vai^iables  nor- 
males (p.  286)  ou  le  princlp(i  de  l'équivalence  (p.  234),  sont 
introduits  comme  des  généralisations  voulues  par  l'esprit  et  non 
comme  des  inductions  dictées  par  les  faits;  et,  qui  plus  est,  un 
postulat  est  explicitement  introduit  comme  tel  (p.  if\\\ 

D'ailleurs,  comment  Robin  n'aurait-il  pas  ressenti  la  gêne  des 
entraves  multiples  que  sa  conception  d'une  théorie  physique 
apporte  à  son  exposition,  entraves  si  encombrantes  qu'après  les 
avoir  liées  de  ses  propres  mains,  il  s'efforce  parfois  de  les 
rompre? 

«  INous  nous  interdirons,  dit-il  (p.  12),  toute  hypothèse  por- 
tant sur  l'infinlment  petit,  qui  est  par  définition  même  l'insaisis- 
sable; nous  n'énoncerons  nos  i[iductions  qu'en  lois  intégrales, 
c'est-à-dire  en  lois  concernant  des  grandeurs  finies.   » 

Que  le  lecteur  compare  le  livre  de  Robin  à  un  Traité  usuel  de 
Thermodynamique,  il  aura  vite  reconnu  combien  cette  obligation 
de  présenter  toute  formule  sous  forme  intégrale  rend  l'exposition 
compliquée  et  inélégante. 

Mais  cette  obligation  même,  il  est  impossible  de  la  toujours 
respecter;  il  faut  bien  parfois  différentier  une  égalité;  aussi 
Robin  prend-Il  la  peine  (p.  56)  de  montrer  qu'il  en  a  le  droit; 
ce  qu'il  dit  pour  le  prouver  lui  eût  permis  d'employer  la  (orme 
ddférentlellc  bien  plus  souvent  qu'il  ne  l'a  fait,  au  grand  avan- 
tage de  son  exposition. 

«  Nous  n'introduirons  (p.  xiv)  que  des  grandeurs  accessibles 
à  V  expérience  ;  nous  ne  prononcerons  donc  pas  les  mots  énergie 
et  entropie.  »  11  faut  bien  cependant,  et  dès  le  début  du 
Livre  (p.  o-^),  introduite  le  potentiel  interne,  et  le  potentiel 
interne  n'est  pas  |)lus  directement  accessible  à  l'expérience  cpie 
l'énergie  et  l'entiopie;  il  y  a  plus  :  dans  un  nombre  immense  de 
cas,  les  données  thermochlmlques  nous  [)ermettent  de  calculer  la 
variation  d'énergie  qui  accom|)agne  une  modification,  tandis  (pie 
la  variation  de  [)otenllel  inteiiu^  ne  nous  est  pas  connue;  c Csl 
même  l'un  des  reproches  (pie  les  tenants  de  ranelenne  Thermo- 
chimie  ont  souvent  adressés  aux  jiartlsans  du  potentiel  interne. 

iJ'ailleurs,    l(\s   tleux   notions    d'énergie    et     d'entropie   sont    si 
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essenl.ielles  au  cléveloppement  de  la  Tliermodjnami([iie  ([ii'on  se 
flatterait  en  vain  de  les  éviter;  qiroii  les  cliasse  par  la  porte,  elles 
rentreront  par  la  fenêtre;  lorsque  Robin  écrit  les  deux  relations 
fondamentales  de  la  Tliermodvnamiquc  (p.  i38  et  p.  139),  il  v 
fait  figurer  les  deux  combinaisons 

F(T)-T^^^4-Ï6(T)     et     ^ÎT-)_0(T); 

ces  combinaisons,  il  ne  les  nomme  point;  il  se  garde  même  de 
représenter  chacune  d'elles  par  une  lettre  unique;  n'empêche  que 
ce  sont  précisément  l'énergie  et  l'enlropie. 

((  Nous  ne  raisonnerons  jamais  (p.  xiv)  que  sur  des  opérations 
réalisables,  ou  du  moins  sur  des  opérations  qui  ])euvent  être  con- 
sidérées comme  des  cas  limites  d'opérations  réalisables.  »  Nous 
n'emploierons  donc  pas  ces  «  modifications  virtuelles  (p.  xi)  qui 
peuvent  être  contraires  à  des  lois  naturelles,  pourvu  qu'elles 
soient  conformes  à  la  définition  des  paramètres  )>  par  lesquels 
l'état  du  système  est  fixé. 

Lagrange  a  fondé  la  Statique  mécanique  tout  entière  sur  la 
méthode  des  modifications  virtuelles*,  Willard  Gibbs  a  étendu 
cetle  méthode  à  la  Statique  physico-chimique;  par  là,  nous 
sommes  en  possession  d'un  procédé  uniforme,  régulier,  sûr,  pour 
aborder  tout  problème  de  Statique;  à  l'aide  de  ce  procédé,  cha- 
cune des  équations  d'équilibre  d'un  système  donné  est  obtenue  à 
coup  sûr  une  et  une  seule  fois;  ce  puissant  moyen  d'investigation 
est  le  résultat  d'une  évolution  scientifique  de  près  de  trois  siècles, 
qui  va  de  Léonard  de  Vinci  à  Helmhoitz  en  passant  par  Galilée, 
Descartes,  Pascal,  Bernoulli ,  Varignon,  Lagrange,  Fourier, 
Laplace,  Gauss,  Jacobi  et  Gibbs;  et  c'est  d'une  telle  méthode  que 
Robin  se  prive  volontairement! 

S'il  évitait  du  moins,  en  payant  un  tel  prix,  de  soumettre  les 
systèmes  matériels  à  des  modifications  qui  n'ont  point  de  réalité 
hors  de  l'entendement!  11  ne  le  peut;  il  faut  bien  fermer  certains 
cycles,  faire  subir  à  un  système,  d'une  manière  réversible,  tel 
ou  tel  changement  d'état;  puisqu'il  est  interdit  de  regarder  ces 
opérations  comme  de  pures  fictions  mathématiques,  on  imagine 
que,  sous  l'action  de  certains  agents,  le  système  subit  réellement 
ces  opérations;  mais  cela  ne  suffirait  pas  si  ces  agents  eux-mêmes 
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demeuraient  de  purs  concepts,  de  pures  fictions  intellectuelles;  il 
faut  donc  que  l'expérience  prouve  que  de  tels  agents  existent,  tout 
au  moins  qu'ils  sont  possibles;  or,  dans  une  foule  de  cas,  cette 
preuve  manque.  H  y  a  plus  :  à  maintes  reprises,  Robin  est  obligé 
de  faire  appel  à  des  agents  contre  rexistence  desquels  proteste 
tout  l'enseignement  de  la  l^hjsique  et  de  la  Chimie  expérimen- 
tales; tels  sont  ces  «  corps  témoins  (p.  12),  incapables  de  produire 
ou  d'empêcher  le  mouvement  du  système,  mais  capables,  en  des 
états  et  positions  convenables,  de  déterminer  ou  d'arrêter  cer- 
taines transformations  physiques  ou  chimiques  du  système  ».  De 
ces  actions  dues  à  la  siin^Xe présence  de  certains  corps,  la  Chimie 
expérimentale  a  depuis  longtemps  fait  justice;  partout  et  toujours, 
sous  l'action  de  présence,  elle  a  trouvé  une  modification  très  réelle 
qu'une  observation  trop  sommaire  n'avait  pas  aperçue. 

Prenons  l'exemple  même  cité  par  Robin  (p.  i3),  et  admettons-en 
l'exactitude  de  fait  qui,  cependant,  depuis  les  expériences  de 
MM.  A.  Gautier  et  H.  Hélier,  serait  sujette  à  caution  :  «  Le  mé- 
lange tonnant  se  combine,  dès  44c>"C.,  d'une  façon  appréciable, 
dans  un  flacon  de  verre  neuf.  Mais  Van't  Holf  a  observé  que  la 
transformation  s'arrête  complètement  quand  les  parois  du  verre 
ont  subi  une  légère  dévitrification.  Si  donc  on  chauffe  le  mélange 
tonnant  dans  un  vase  dont  toutes  les  parois  sont  déjà  dévitrifiées, 
sauf  une,  la  combinaison  se  fera;  mais  il  suffira,  pour  l'arrêter  net, 
de  masquer  brusquement  la  paroi  neuve  par  une  lame  dévitrifiée.  » 
A  supposer  l'observation  exacte,  comment  devrait-elle  s'inter- 
préter? Par  les  deux  énoncés  suivants  i  A  /\^o'\  un  mélange 
d'oxygène  et  d'hydrogène  ne  peut  se  transformer  en  eau.  A  44^'S 
un  mélange  d'oxygène,  d'hydrogène  et  d'un  alcali  contenu  dans  un 
verre  j)eut  se  transformer  en  alcali  hydraté.  Il  ne  saurait  être 
étonnant  que  de  ces  deux  réactions  essentiellement  distinctes, 
l'une  soit  possible  dans  des  conditions  où  l'autre  ne  l'est  pas;  mais 
oii  trouver  maintenant  une  action  de  présence  qui  permette  de 
produire  ou  d'arrêter  à  volonté  la  transformation  en  eau  du  mé- 
lange tonnant? 

De  celte  discussion,  une  conclusion  se  dégage:  \  ouloir  fonder 
sur  la  seule  induction  un  système  ihermodvnamique  logique,  c'csl 
faire  une  tentative  (pii   uo  saurait  aboutir;    la  suite  même  de  ses 


iiiéclitalions   eût  ccrlaiiiement  amené   Robin   à  reconnaître   celte 
vérité. 

L'analyse  des  divers  Chapitres  du  Livre  fortifiera  encore  cette 
conclusion. 

m. 

Les  quatre  premiers  Chapitres  sont  consacrés  en  grande  partie 
à  des  définitions  fondamentales  qui  méritent  d'être  examinées  avec 
soin. 

La  piemière  définition  est  celle  de  la  température  ;  pour  intro- 
duire cette  notion,  Robin  reproduit  presque  textuellement 
(p.  I  à  4)  ce  que  nous  en  avons  dit  au  début  de  noti-e  Coninien- 
taire  (');  vient  ensuite  la  définition  du  thermomètre  normal; 
ici,  je  n'ai  pas  lu  sans  quelque  étonnement  la  phrase  suivante, 
qu'une  inexactitude  de  rédaction  peut  seule  expliquer  :  «  Cet 
instrument  n'a  jamais  été  défini  jusqu'ici  comme  nous  allons  le 
faire.  »  Je  reconnais  en  elTet  textuellement,  dans  la  définition 
donnée  par  Robin,  celle  que  préconisait!.  Moutier,  qui  fut  notre 
maître  à  tous  deux;  une  seule  différence  peut  être  signalée:  à 
l'imitation  de  Regnault,  Moutier  prenait  l'air  sec  comme  corps 
ihermométrique  ;  selon  la  convention  aujourd'hui  adoptée,  Robin 
prend  l'iijdrogène. 

Dans  notre  Commentaire,  la  définition  du  travail  et  de  la  quan- 
tité de  chaleur  est  précédée  du  postulat  de  la  conservation  de 
l'énergie;  il  nous  a  toujours  semblé  qu'un  ordre  différent  impli- 
quait cercle  vicieux.  C'est  cependant  un  ordre  difi'érent  que  suit 
Robin. 

La  quantité  de  chaleur  l'occupe  tout  d'abord  et  il  définit  en  pre- 
mier lieu  ce  qu'il  nomme  une  source  ;  de  cette  définition,  il  passe 
aisément  à  celle  du  calorimètre  et  de  la  quantité  de  chaleur.  La 
définition  de  la  source  ne  laisse  pas  que  de  donner  prise  à  quehjues 
doutes.  Il  suppose  (p.  6)  que  «  ce  corps  ne  rayonne  pas  de  chaleur 
par  sa  surface  extérieure,  c'est-à-dire  qu'il  ne  modifie  pas  sensible- 


(')  Commentaire  aux  principes  de  la  Thermodynamique,  i"  Partie,  Chap.  I 
n"*  ^{Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  4"  série,  t.  VIII,  p.  284; 
1892;. 
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ment  avec  le  temps  la  température  des  corps  voisins  ;  enfin  qu'il  est 
incapable  d'exercer  aucune  espèce  d'action  sur  les  corps  qui  ne 
sont  pas  en  contact  avec  lui  ».  Les  mots  :  «  ce  corps  ne  rayonne 
pas  de  chaleur  »  n'ont  pas  immédiatement  de  sens,  puisque  la 
quantité  de  chaleur  n'a  pas  encore  été  définie;  il  faut  donc  les 
expliquer-,  mais  l'explication  donnée  ne  vaut  point;  un  morceau 
de  fer  rouge,  plongé  dans  un  puits  de  glace  massif,  ne  modifie  pas 
la  température  de  la  glace  qui  l'environne;  il  rayonne  cependant 
de  la  chaleur.  Quant  aux  mots:  «  n'exercer  aucune  action  »,  ils 
ne  peuvent  jusqu'ici  être  entendus,  puisque  la  définition  de  la 
force,  ou  plutôt  du  travail,  sera  donnée  seulement  au  Chapitre 
suivant. 

Cette  notion  de  source  joue  un  grand  rote  dans  les  raisonne- 
ments de  Robin;  tout  système  qui  se  transforme  est  placé  dans 
une  source  dont  il  peut  n'avoir  pas  la  température  et  c'est  la  tem- 
pérature seule  de  la  source,  et  non  celle  du  corps,  qui  figure  dans 
les  formules. 

Cette  manière  de  procéder,  dont  l'origine  se  trouve  dans  une  re- 
marque de  Clausius  ('  ),  ne  nous  paraît  pas  présenter  tous  les  avan- 
tages qu'on  lui  attribue;  lorsqu'il  s'agit  d'états  d'équilibre  ou  de 
modifications  réversibles,  la  température  du  système  et  celle  de  la 
source  sont  identiques;  la  distinction  s'évanouit  donc;  d'autre 
part,  lorsque  l'on  veut  poser  les  équations  de  la  Dynamique  géné- 
rale, on  est  obligé  de  considérer  non  point  la  température  de  la 
source,  mais  celle  du  système;  et  c'est  ce  que  fait  Robin  (p.  :>.33). 

A  la  définition  du  travail,  systématiquement  ramené  par  Robin 
au  travail  que  produit  le  déplacement  de  poids,  il  nous  semble 
que  l'on  doit  adresser  une  objection  d'une  extrême  gravité.  Citons 
le  début  de  cette  définition  (p.  i^)  : 

«  Le  système  à  étudier  (S)  sera  toujours  supposé  placé  dans 
une  source,  qui  recueillera  ou  fournira  toute  la  clinlour  (pi'll 
pourra  mettre  en  jeu.  Ce  système  sera  en  relation  avec  un  en- 
semble d'agents  mécaniques  et  de  corps  témoins  que  nous  dési- 
gnerons collectivement,  pour  abréger,  sous  le  nom  de  corps  cxtc- 
rieurs  ou  de  système  étranger  (S,)  ....  Ces  deux  svstèmcs  (S) 


(')  Clausius,  Die  meclianische  Warnic/hcorio.  •>'•  \uilai;e,  IM.  l,  p.  tu). 
Bull,  des  Sciences  mat/icm.,   .r  scrio.   i.  \\\'.    (NovtMnUro  i()(m.)         i5 
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et  (S,),  ainsi  que  la  source  ou  les  sources  qui  les  enlourenl  suc- 
cessivement, forment  une  portion  (P)  de  l'univers  isolée,  de 
manière  à  n'éprouver  aucune  action  de  la  part  du  monde  extérieur 
et  à  n'en  exercer  aucune  sur  lui. 

»  Le  premier  système  étranger,  le  plus  simple,  que  nous  con- 
sidérerons est  celui  qui  ne  pourra  éprouver  àUiulre  modification 
qu'un  changement  de  configuration  de  ses  parties,  dont  la 
densité,  la  température,  la  com|)osition  chimique,  etc.,  restent 
invariables.  Elles  n'exercent  poirit  d'action  à  distance  les  unes  sur 
les  autres,  comme  il  a  été  dit,  de  sorte  que  si  l'une  d'elles  est 
détachée  du  reste,  elle  tombera  vers  le  sol....  Ce  seront  des 
solides  indéformables,  des  fils  et  des  membranes  inextensibles,  des 
fluides  incompressibles;  ces  hypothèses  sont  admissibles  au  moins 
dans  une  première  approximation.  .  . .  Un  pareil  système  sera  dit 
système  de  poids. 

»  Le  s^'Stème  étranger  (S,)  étant  ainsi  défini,  considérons 
d'abord  deux  états  d'équilibre  de  (S)  auxquels  correspondent 
nécessairement  deux  étals  d'équilibre  de  (S,);  ces  deux  derniers 
états  ne  diffèrent  que  par  le  déplacement  de  certains  des  corps 
extérieurs.  Rapportons  ces  déplacements  à  des  axes  de  coordon- 
nées dont  l'un,  l'axe  des  z^  sera  vertical  et  dirigé  vers  le  bas. 
Soit  P  le  poids  de  l'un  des  corps  déplacés.  ...» 

Mais  n'avons-nous  pas  supposé,  il  y  a  un  instant,  que  «  les 
deux  systèmes  (S)  et  (S,)  formaient  une  portion  (P)  de  l'univers 
isolée,  de  manière  à  n  éprouver  aucune  action  de  la  part  du 
monde  extérieur  et  à  n^ en  exercer  aucune  sur  lui  »  ?  Pour- 
quoi une  partie  du  système  (S<)  tomberait-elle  sur  le  sol  dont 
elle  n'éprouve  aucune  action?  Comment  peut-il  être  question, 
pour  les  corps  du  système  (S,),  de  verticale  dirigée  vers  le 
bas,  et  comment  surtout  peut-on  f)arler  àw  jjoids  de  l'un  d'eux? 
Ces  mots  ont-ils  donc  un  sens  pour  un  système  qui  n'est  pas 
soumis  à  l'action  de  la  terre  et  qui  ne  réagit  pas  sur  elle?  Et  s'ils 
n'en  ont  aucun,  que  vaut  donc  cette  nouvelle  définition  du  tra- 
vail, rendue  indépendante  de  la  notion  de  force? 

'(  Nous  arrivons  (p.  38)  à  la  notion  capitale  de  réversibilité  qui 
est  due  à  Sadi  Carnot.  C'est  l'idée  la  plus  originale  qui  ait  été 
acquise  dans  les   Sciences,  l'invention  la  plus  im[)révue,  la  plus 
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hardie,   la   plus  géniale  des  temps  modernes.  Elle  a  souvenl  (Hé 
mal  comprise.   » 

Longtemps,  en  effet,  la  notion  de  modification  réversible  fut, 
pour  beaucoup  d'esprits  justes  et  rigoureux,  une  sorte  de  pierie 
de  scandale  qui  les  arrêtait  au  seuil  de  la  Thermodynamique;  si, 
disaient-ils,  un  système  soumis  à  certaines  actions  extérieures 
subit  une  modification  d'un  certain  sens,  comment  les  mêmes 
actions  pourraient-elles  aussi  lui  faire  subir  la  même  modification, 
mais  en  sens  inverse?  Les  difficultés  que  soulevait  la  définition 
encore  imprécise  de  la  réversibilité  ont,  aujourd'hui,  complè- 
tement disparu  ;  mettant  à  profit  les  indications  de  divers  auteurs, 
et  particulièrement  de  Glausius,  nous  nous  sommes  attachés  à 
préciser  cette  définition  (*).  Une  modification  réversible  n'est 
pas  une  modification;  c'est  une  suite  continue  d'états  d'équilibre 
que  l'esprit  du  physicien  peut  aussi  bien  parcourir  dans  un  sens 
que  dans  l'autre;  mais  cette  suite  d'états  d'équilibre,  parcourue 
dans  un  premier  sens,  est  la  limite  d'une  infinité  de  modifications 
réalisables,  tandis  que,  parcourue  en  sens  inverse,  elle  est  la 
limite  d'une  autre  infinité  de  modifications  réalisables.  Cette 
définition  a  été  adoptée  par  divers  mathématiciens  et  physiciens, 
parmi  lesquels  nous  nous  plairons  à  citer  MM.  E.  et  F.  Cosserat 
et  M.  Helm. 

Cette  définition^  Robin  l'admet  dans  le  fond;  mais  sa  doctrine 
touchant  la  forme  qui  convient  aux  théories  physiques,  en  l'obli- 
geant à  ne  raisonner  jamais  que  sur  des  opérations  réalisables 
(p.  XIV ),  le  gêne  pour  proclamer  que  la  modification  réversible 
ne  saurait  être  réalisée,  qu'elle  est  une  pure  opération  intellec- 
tuelle; parfois  donc,  il  semble  qu'il  en  parle  comme  si  Ton  pou- 
vait réellement  faire  subir  à  un  système  une  telle  modifica- 
tion (p.  39)5  en  aucun  cas,  il  n'en  marque  nettement  le  caractère 
essentiel,  il  n'affirme  qu'elle  est  une  pure  conception  de  Tcsprit. 


(  '  )  Étude  sur  les  travaux  thermodynamiques  de  J.  Willard  Gibbs  {Bullc- 
tin  des  Sciences  niatliëniatiques,  1"  série,  l.  \I,  juin  et  juillet  1887).  —  Com- 
mentaire aux  principes  de  la  Thermodynamique,  j'  I^arlie,  Chap.  I  {Journal 
de  Mathémati(j lies  pures  et  appliquées,  V'  !^érie,  l.  I\,  p.  .'îo5;  iS();î). 
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IV. 


Nous  excéderions  de  beaucoup  les  bornes  imposées  à  cet  article 
si  nous  discutions  les  principes  et  leurs  applications  avec  autant 
de  détail  cpie  les  définitions.  Nous  nous  contenterons  donc  d'exa- 
miner quelques  points  choisis  parmi  ceux  qui  ont  surtout  attiré 
notre  attention. 

Nous  avons  cité  ci-dessus  (II)  la  forme  très  originale  sous 
laquelle  Robin  énonce  les  deux  principes  auxquels  il  conserve  le 
nom  de  principes  de  Cavîiot.  Ces  principes  portent  exclusive- 
ment sur  les  cycles  mono  thermique  s.  Il  serait  impossible  d'en 
rien  tirer  touchant  les  cycles  dithermiques  (cycles  de  Carnot)  ou 
poly thermiques,  si  l'on  ne  leur  adjoignait  une  proposition  qui 
leur  soit  hétérogène.  En  effet,  outre  ces  deux  principes,  Robin 
admet,  comme  un  fait  d'expérience,  qu'un  corps  particulier,  fhy- 
drogène,  vérifie  le  postulat  de  W.  Thomson  (p.  ç)4);  dès  lors,  il 
lui  est  aisé  de  prouver,  par  une  méthode  bien  connue,  que  tous 
les  corps  doivent  également  vérifier  ce  postulat. 

Les  énoncés  donnés  par  Robin  pour  les  deux  principes  de  Sadi 
Carnot  diffèrent  de  ceux  que  nous  avons  donnés  dans  notre  Etude 
sur  les  travaux  tJiermodynamiques  de  J.  ÏVillard  Gibbs  et 
dans  notre  Commentaire  aux  principes  de  la  Thermodyna- 
mique ;  ils  s'en  rapprochent  cependant  par  un  trait  commun  :  les 
énoncés  de  Robin,  comme  les  nôtres,  embrassent  aussi  bien  les 
cycles  irréversibles  que  les  cycles  réversibles. 

Depuis  le  temps  où  nous  avons  donné  ces  énoncés,  leur  géné- 
ralité nous  a  paru  trop  grande  et  nous  les  avons  restreints  (*)  aux 
seuls  cycles  réversibles;  nous  avons  reconnu,  en  effet,  que  nos 
énoncés  très  généraux  pouvaient  conduire  à  des  conséquences 
inadmissibles.  Nous  nous  proposons  de  montrer  que  la  même 
observation  peut  être  faite  au  sujet  des  énoncés  de  Robin. 

De  ces  principes,  par  des  démonstrations  dont  la  rigueur  ne  fait 
point  de  doute,  Robin  déduit  la  proposition  suivante  : 

Supposons  qu'un  système,  parti  de  la  température  Tq  et  plon- 


(')    Traité  élémentaire  de  Mécanique  chimique,  fondé  sur  la  Thermody- 
namique, t.  I,  p.  (Ji.  Paris,   1897. 
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géant  successivement  dans  des  sources  dont  la  température  est'^r,, 
To,  ...,  T,  y  éprouve  des  modifications  non  réversibles  qui 
correspondent  à  des  dégagements  de  chaleur  Q, ,  Qo,  .  .  . ,  Q.  Nous 
aurons  V inégalité  (p.  iSq) 

L'inégalité  ne  serait  remplacée  par  nue  égalité  que  si  toutes  les 
modifications  considérées  étaient  réversibles.  Or,  nous  nous 
sommes  attachés  à  prouver  (^)  qu'il  existe  des  modifications  non 
réversibles  pour  lesquelles  l'inégalité  précédente  doit  être  cepen- 
dant remplacée  par  une  égalité;  ce  sont  toutes  les  modifications 
au  cours  desquelles  le  travail  des  résistances  passives  est  con- 
stamment nul;  tels  sont  tous  les  mouvements  des  systèmes  sans 
viscosité  ni  frottement  qu'étudie  la  Mécanique  classique. 

Il  est  vrai  qu'une  difficulté  pourrait  être  soulevée;  les  tempé- 
ratures qui  figurent  dans  l'énoncé  de  Robin  sont  les  températures 
des  diverses  sources  qui  enveloppent  le  système;  au  contraire, 
dans  nos  énoncés,  il  est  toujours  question  de  la  température  du 
système  lui-même.  La  difficulté  s'évanouit  si  Ton  prend  soin  de  se 
limiter  à  des  modifications  durant  lesquelles  le  système  garde  une 
température  invariable;  rien  n'empêche  alors  de  l'enfermer  dans 
une  source  gardant  sans  cesse  cette  même  température,  et  le  lan- 
gage employé  dans  nos  énoncés  ne  diffère  plus  de  celui  de  Robin. 
Or  c'est  précisément  de  telles  modifications  sans  changement  de 
température  que  traite  habituellement  la  Dynami(jue  classique. 

Si  donc  on  veut  garder  les  principes  de  Robin  dans  leur  entière 
généralité,  on  est  tenu  de  considérer  les  mouvements  sans  vis- 
cosité ni  frottement  comme  impossibles;  on  peut  supposer  très 
petit  le  travail  des  résistances  passives,  mais  on  ne  peut  le  sup- 
poser rigoureusement  nul  ;  la  Dynamique  classique  devient  un  ras 


('}  Conmicutairc  aux  principes  de  la  TJierniodyiianxitiue,  S"  r.itlit\ 
Chap.  Il,  11"  5  {Journal  de  Malhéinatiqucs  pures  et  appliquées,  Y  série,  t.  \, 
p.  200;  iH()'j).  —  riiéorie  thernwdynaniique  de  la  viscosité,  ilu  frottement  et 
des  faux  équilibres  c/iiniiques,  1"  i'arlic,  (".luip.  1,55  N,  forimilo  (33)  {Mémoires 
de  la  Société'  des  Sciences  /fliysiques  et  naturelles  de  /iordeaux,  ')•  scrio,  l.  Il; 
i8()fi). 
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limite  de  la  Thermodynamique  générale;  elle  n'en  saurait  plus  être 
un  cas  particulier. 

[*armi  les  propositions  que  Robin  lire  des  prineipes  de  Carnol, 
ou  mieux  des  lois  de  Slalique  qui  en  découlent,  se  trouve  (p.  79) 
le  critérium  de  stabilité  de  l'équilibre  isotbermique  :  Pour  qu^ un 
état  soit  un  état  d' équilibre  isotliermique  stable,  il  faut  et  il 
suffit  que  le  potentiel  total  du  système  soit  minimum  dans  cet 
état.  Tout  le  monde  sait  que  Lagrange  avait  déjà  énoncé  une  telle 
proposition  dans  le  domaine  de  la  Mécanique  rationnelle;  tout  le 
monde  connaît  également  la  belle  et  rigoureuse  démonstration  par 
laquelle  Lejeune-Diricblet  a  prouvé  que  ce  critérium  suffisait  à 
assurer  la  stabilité  de  l'équilibre.  Nous  avons  fait  remarquer  (') 
que  cette  démonstration  s'étendait  aux  équilibres  plus  généraux 
que  considère  ia  Tliermodvnamique. 

Robin  adresse  à  cette  démonstration  de  Lejeune-Diricblet  de 
vives  critiques  (p.  83).  Laissons  de  côté  l'assertion  que  a  Di- 
riclilet  se  sert  de  la  théorie  des  petits  mouvements  »  ;  visiblement, 
elle  résulte  d'une  inadvertance;  la  démonstration  de  Lagrange 
reposait  sur  la  théorie  des  petits  mouvements;  Dirichlet  a  préci- 
sément eu  pour  objet  de  s'affranchir  de  cette  méthode  peu  rigou- 
reuse. Il  est  d'ailleurs  très  facile  de  tenir  compte^  dans  la  démon- 
stration de  Lejeune-Dirichlet,  des  actions  de  viscosité  que  Robin 
semble  lui  objecter.  Arrêtons-nous  plutôt  à  la  critique  que  ren- 
ferment les  lignes  suivantes  : 

«  Il  importe  de  remarquer  que,  grâce  aux  principes  de  Carnot, 
nous  avons  pu  établir  complètement  cette  proposition  capitale, 
sans  faire  intervenir  les  lois  de  la  Djnamique.  Or  Lejeune-Dirichlet 
a  seulement  démontré  que  le  minimum  du  potentiel  est  une  con- 
dition suffisante  pour  l'équilibre  stable,  mais  non  qu'il  en  est  la 
condition  nécessaire  ;  et  sa  démonstration  s'appuie  sur  des  ré- 
sultats empruntés  à  la  Djnamique,  ce  qui  est  un  grave  défaut;  il 
n'est  pas  acceptable  qu'on  doive  connaître  les  lois  exactes  du 
mouvement  pour  établir  un  théorème  relatif  à  l'équilibre.  » 


(')  Commentaire  aux  principes  de  la  Thermodynamique,  3'^  l'uilic, 
riiîipilrc  IV,  n"  1  [Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées.  '\  série, 
t.    \,  p,    oG/J  ;    iSr/,). 
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Il  nous  paraît  difficile  de  souscrire  à  ce  jug^emenl  et  de  regarder 
le  problème  de  la  stabilité  de  l'équilibre  comme  une  question  de 
Statique.  En  effet,  en  quoi  consiste  exactement  ce  problème  :  On 
prend  un  système  dans  un  état  d'équilibre;  on  l'écarté  de  cet  état 
et  on  lui  imprime  des  vitesses  initiales;  il  se  met  en  mouvement; 
on  veut  prouver  que  si  le  dérangement  initial  et  l'impulsion 
initiale  sont  suffisamment  petils,  ce  mouvement  éloignera  très  peu 
le  système  de  l'état  d'équilibre  considéré?  11  est  bien  évident  qu'il 
s'agit  d'établir  un  théorème  relatif  non  pas  à  l'équilibre  du  sys- 
tème, mais  à  son  mouvement;  c'est  donc  à  la  Dynamique  et  non 
à  la  Statique  que  l'on  en  doit  demander  la  démonstration;  c'est, 
d'ailleurs,  ce  qu'ont  pensé  Lagrange  et  Lejeune-Dirichlet  aussi 
bien  que  M.  Liapounoff  et  M.  Hadamard. 

Ces  remarques  font  craindre  que  la  démonstration  donnée  par 
Robin  ne  soit  pas  pleinement  rigoureuse;  l'examen  de  celte 
démonstration  ne  fait  que  confirmer  cette  crainte. 

Le  point  de  départ  de  cette  démonstration  est  le  théorème  sui- 
vant (p.  78)  :  Dans  une  transformation  iso thermique  spon- 
tanée, entre  deux  états  cV équilibre,  le  potentiel  total  ne  peut 
que  diminuer. 

Voici  la  première  partie  (p.  79)  de  la  démonstration  à  laquelle 
celte  proposition  sert  de  lemme  : 

((  Supposons  que,  dans  l'état  (A),  le  potentiel  total  soit  mini- 
mum. Je  dis  que  (A)  est  un  état  d'équilibre  stable,  car,  s'il  n'en  était 
pas  ainsi,  on  pourrait  y  maintenir  le  système  en  équilibre  au  moyen 
de  liaisons  appropriées;  à  la  rupture  d'une  de  ces  liaisons  succé- 
derait une  transformation  spontanée  du  système  qu'on  pourrait 
arrêter  dans  l'état  (A'),  très  voisin  de  (A).  Dans  cette  transfor- 
mation entre  deux  états  d'équilibre  (A)  et  (A'),  le  potentiel  lolal 
devrait,  en  vertu  du  théorème  précédent,  avoir  diminué,  ce  qui 
est  contradictoire  avec  l'hypothèse  du  minimum  en  (A)..  .  .  » 

Si,  comme  le  suppose  cette  dernière  phrase,  l'état  (A)  est  un 
état  d'équilibre,  il  n'est  point  nécessaire  d'user  de  liaisons  pour 
y  maintenir  le  système  en  équilibre;  de  plus,  à  la  rupture  do  ces 
liaisons,  le  système  n'éprouvera  aucune  modification  sj)onlanée. 
Pour  qu'il  éprouve  une  modification  sponlanée,  il  faudra  ou  Www 
le  déranger  quelque  peu  de  l'état  (A),  ou  bleu   lui  Inipjimcr  dc-^ 
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vitesses  initiales,  ou  bien  réalisera  la  fois  ees  deux  opiTalions  ; 
mais  alors,  l'état  initial  du  système  n'est  plus  l'état  d'é(|uilibre  (A) 
et  n'est  même  plus  un  état  d'équilibre. 

Quant  à  rélat(A'),  est-il  un  état  d'équilibre?  Si,  aux  forces  qui 
agissaient  sur  le  système  et  qui  correspondent  au  potentiel  total 
considéré,  on  adjoint  d'autres  forces  capables  de  l'arrêter  en  (A'), 
le  système  s'y  trouvera  en  équilibre,  mais,  les  forces  extérieures 
agissantes  n'étant  point  celles  qui  correspondent  au  potentiel 
considéré,  le  théorème  précédent  n'est  pas  applicable;  si,  au  con- 
traire, les  forces  agissantes  sont  celles  qui  correspondent  à  ce  po- 
tentiel, elles  ne  maintiennent  pas  le  système  en  équilibre  dans 
l'état  (A'). 

Il  semble,  du  reste,  qu'une  certaine  confusion  se  soit  glissée  ici 
entre  la  notion  à' équilibre  et  la  notion  à^ éqidUbve  stable;  elle 
apparaît,  en  particulier,  dans  ce  membre  de  plirase  (p.  79)^  «  Un 
état  ai  équilibre  stable  est,  par  définition,  un  état  d'équilibre 
dans  lequel  aucune  transformation  spontanée  n'est  possible...  ». 
C'est  là  un  caractère  commun  à  tous  les  états  d'équilibre. 

Etudiant  l'équilibre  adiabatique,  Robin  établit  (p.  i48)  celle 
proposition  :  quand  un  équilibre  est  stable  relativement  aux 
modifications  isothermiques,  il  est  stable  relativement  aux 
modifications  adiabatiques.  Cette  proposition  nous  est  due  (^). 

Le  problème  de  la  propagation  de  l'onde  explosive  a  été  pour 
la  première  fois  abordé  dans  nos  études  sur  les  faux  équilibres  (-); 
nous  l'avons  résolu  seulement  dans  le  cas  particulier  où  le  milieu, 
en  avant  du  front  de  l'onde,  est  immobile  et  où  la  température  et 
la  pression  y  ont  exactement  les  valeurs  pour  lesquelles  la  combi- 
naison prend  naissance;  en  d'autres  termes,  nous  avons  supposé 
que  le  mélange  gazeux  au  sein  duquel  se  fait  la  |)ropagation  était 
dans  un  état  de /aw^  équilibre  limite.  Nous  avons  admis  qu'en 
traversant  le  front  de  l'onde,  la  pression  y?,  le  volume  spécifique  o), 
la  température  T  et  les   trois  composantes  u,  v,  iv  de  la  vitesse 


(  '  )  Commentaire  aux  principes  de  la  Thermodynamique^  3*  partie,  Chap.  IV, 
n°  5  {Journal  de  Matliémaliques  pures  et  appliquées.   4*  série,  t.   X,  p.  27J  ; 

1894)- 

(^)  Tliéorie  thermodynamique  de  la  viscosité^  du  frottement  et  des  faux 
équilibres  chimiques,  2*  partie,  Cliap.  V,  §  3  {Mémoires  de  la  Société  des 
Sciences  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux,  h^  série,  t.  II;  1896). 
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variaient  (l'une  manière  continue,  tandis  que  leurs  dérivées  par- 
tielles pouvaient  varier  d'une  manière  discontinue;  l'emploi  de 
la  méthode  d'Hugoniot  nous  a  fourni  aisément,  dans  ces  condi- 
tions, la  vitesse  de  propagation  de  l'onde  explosive. 

Quelles  sont  les  lois  suivant  lesquelles  se  propage  cette  onde 
lorsque  l'état  initial  du  milieu  n'est  plus  un  état  de  faux  équilibre 
limite?  C'est  là  une  de  ces  questions  qu'il  est  impossible  d'é- 
viter. 

Si  l'on  veut  encore  que  les  variables  />,  to,  T,  w,  t^,  iv  varient 
d'une  manière  continue  lorsqu'on  traverse  le  front  de  l'onde,  il 
faut  que,  sur  ce  front  même,  p  et  T  aient,  en  chaque  point,  les 
valeurs  pour  lesquelles  débute  la  réaction;  chaque  point  du  front 
de  l'onde  doit  se  trouver  dans  un  état  de  faux  équilibre  limite, 
partant  dans  un  état  qui  n'est  pas  l'état  initial  du  fluide. 

Il  faut  donc  que  le  fluide,  en  aval  du  front  de  l'onde,  soit  déjà 
en  mouvement;  les  opinions  peuvent  d'ailleurs  différer  sur  la 
nature  de  ce  mouvement;  on  ne  peut  supposer  qu'il  s'avance  dans 
le  fluide  en  repos  en  formant  une  onde  analogue  à  l'onde  sonore, 
car  celle-ci,  qui  se  propage  beaucoup  plus  lentement  que  l'onde 
explosive,  ne  peut  la  précéder;  mais,  avec  M.  Vieille,  on  peut 
supposer  qu'une  onde  de  discontinuité  précède  Tonde  explosive; 
on  peut  supposer  également  que  le  mouvement  en  aval  de  l'onde 
explosive  ne  se  propage  pas  par  ondes;  que  les  fonctions  11^  r,  (v 
sont  analytiques  dans  toute  la  région  située  en  aval  de  l'onde 
explosive,  et  nulles  à  l'inlini. 

Robin  ne  se  propose  pas  de  décider  entre  ces  diverses  supposi- 
tions; il  suppose  simplement  (p.  206)  qu'il  y  a  mouvement  de 
part  et  d'autre  de  l'onde  ex[)losive,  mais  que  ce  mouvement, 
exempt  de  toute  réaction  chimique  en  aval  de  l'onde,  est  accom- 
pagné en  amont  d'une  telle  réaction.  Il  en  résulte  que  la  loi  de 
détente  adiabatique  n'est  pas  la  même  en  amont  et  en  aval;  en 
aval,  cette  relation  a  la  forme  jy=xF((.));  en  amont,  elle  a  la 
forme  p  =f(^u)).  Lorsqu'on  traverse  le  front  de  l'onde,  /^  co,  T, 

N^  r,  (V,  varient  a  une  manière  continue,  mais  -—-  présente  une  dis- 
continuité. 

Prenons  un  point  M  sur  la  surface  de  l'onde;  |ir(  nous  pour  axe 
des  vC  la  normale  extérieure  en  ce  point,  pour  plan  des  (r,   z)  le 
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plan  tangent;  accentuons  les  lettres  qui  se  rapportent  à  des  points 
en  aval  de  Tonde,  Sur  l'onde,  nous  aurons  (p.  210) 

dp'        dp  On'         dp 

dio'        dbi  Ooi'        à(.o 

(■^)  -1:7 -ÂZ  =0'  1^7-  A-   =0 


dy        dy  âz         âz 


et  aussi  (p.  21  1) 


(3) 


Robin,  qui  écrit  ces  équations,  ne  semble  pas  avoir  aperçu  que 
les  égalités  (2)  et  (3)  entraînent  les  égalités 


dp  dp 

auxquelles  on  peut  adjoindre,  en  vertu  de  (i),  les  égalités 

dp'  dp' 

-f-  =  o,  —  —  o. 

dy  ù. 

Pour  qu'une  onde  explosive  du  genre  de  celle  que  nous  considé- 
rons puisse  se  propager,  il  faut  qu'en  tous  les  points  du  front 
de  Vonde  la  pression  ait,  en  même  temps,  la  même  valeur. 
L'existence  des  relations/»  =:/(o) ),/>'  =  F (to')  permet,  d'ailleurs, 
d'étendre  cette  proposition  au  volume  spécifique  et,  partant,  à  la 
température. 

Cette  condition  est  vérifiée  d'elle-même  si,  en  aval  du  front 
de  l'onde,  le  milieu  est  immobile;  on  retombe  alors  sur  le  pro- 
blème que  nous  avons  traité;  mais,  si  le  milieu  qui  précède 
l'onde  explosive  est  en  mouvement,  la  condition  précédente  ne 
sera  vérifiée  que  dans  des  cas  infiniment  particuliers,  comme  le 
serait  le  mouvement  par  tranches  ou  le  mouvement  par  ondes 
spJiériques ;  en  général,  le  problème  traité  par  Robin  devient 
illusoire. 

Mn  réalité,  une  inexactitude  essentielle  vicie  l'exposé  de  Robin. 
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La  relation  entre  le  volume  spécifique  to  et  la  pression  /?,  tant 
en  aval  qu'en  amont  de  l'onde,  n'est  pas  donnée  sous  une  forme 
finie  telle  que /?  =/(cl)),  p'=F  {iù')\  elle  est  donnée  sous  forme 
différentielle  et  s'écrit 

(4)  K((jj',  p')  dp' ^L(ix)\  p')doj'=o, 

en  aval  de  l'onde  et 

(5)  k(oi,  p)  dp -h  1{m,  p)  dtù  =  o 

en  amont.  Robin  a  particulièrement  insisté  (p.  206)  sur  la  manière 
d'obtenir  cette  dernière  relation.  L'intégration  des  relations  (4) 
et  (5)  donne,  pour  chacun  des  éléments  matériels  qui  constitue 
le  fluide,  des  égalités  de  la  forme 

(6)  />'=  G(to',  /?;,  w;), 

(7)  P  =  ffi^,  PQ'.   Wo), 

'^'\)i  P'o  étant  le  volume  spécifique  et  la  pression  de  l'élément  maté- 
riel à  l'instant  à  partir  duquel  on  lui  applique  la  relation  (4); 
(1)0, /?o  étant  le  volume  spécifique  et  la  pression  de  l'élément  maté- 
riel à  l'instant  à  partir  duquel  on  lui  applique  la  relation  (5). 

Or,  le  mouvement  sans  réaction  chimique  qui  se  produit  en 
aval  de  l'onde  et  auquel  on  applique  la  relation  (4)  peut  être  censé 
engendré  à  partir  d'un  état  où  le  fluide  homogène  et  immobile 
avait  partout  même  pression  et  même  volume  spécifique;  dans  ces 
conditions,  toj^,  p\^  ont  même  valeur  pour  tous  les  éléments  maté- 
riels situés  en  aval  de  l'onde;  on  peut  donc  remplacer  l'égalité  (6) 
par  une  égalité  />'=  F(w')  de  même  forme  pour  tous  ces  éléments. 

Mais  il  n'en  est  plus  de  même  en  amont  de  l'onde.  La  rela- 
tion (n)  est  applicable  à  un  élément  matériel  du  moment  que  le 
mouvement  dont  il  est  animé  est  accompagné  d'une  réaction  chi- 
mique; l'instant  à  partir  duquel  on  doit  l'appliquer  à  un  élénienl, 
c'est  l'instant  où  cet  élément  a  commencé  à  subir  une  réaction 
chimique,  l'instant  où  il  a  passé  par  un  étal  de  faux  é(piiiibre 
limite,  en  un  mot  l'instant  Où  il  s'est  trouvé  sur  le  fionl  de  Tonde; 
(Oo,  />()  sont  le  volume  spécifique  et  la  jU'ession  de  cet  élément  à 
cet  instant;  dans  le  problème  que  nous  avons  traité,  on  était 
assuré  que  (o,,,  />»„  (respectivement  idcnticpKv-^  à  (o^, ,  />|,^  avaient 
même  valeur  poui'  tous  les  éléments;  r(''galil(''  (~>   |)(Hi\ail    alor> 
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être  remplacée  par  une  égaillé  p  :=:y(w)  de  même  forme  pour  tous 
les  éléments;  mais,  dans  le  problème  traité  par  Robin,  il  n'y  a 
aucune  raison  pour  qu'il  en  soit  ainsi;  Wo,/?o  varieront  en  général, 
en  amont  de  l'onde,  d'un  élément  à  l'autre  et  leur  présence  inévi- 
table dans  l'équation  (7)  compliquera  la  solution  (')  des  diverses 
questions  d'Hydrodynamique. 

Toutefois,  dans  ce  cas,  la  propagation  de  l'onde  explosive  s'étu- 
dierait sans  peine  en  employant  les  méthodes  qui  nous  ont 
permis  (^)  d'étudier  la  propagation  de  l'onde  ordinaire  dans  les 
fluides  parfaits. 

En  i8c)4  ^*t  en  iSqS,  dans  trois  Mémoir-es  étendus  présentés  à 
l'Académie  de  Belgique,  nous  avons  posé  les  principes  (^)  d'une 
théorie  des  déformations  permanentes;  cette  théorie  a  été  déve- 
loppée ensuite  en  de  nombreux,  écrits.  Dans  le  Chapitre  intitulé  : 
Statique  des  déformations  permanentes,  Robin  fait  à  la  prio- 
rité de  nos  recherches  cette  simple  allusion  (p.  21 5)  :  «  Nous 
ferons  de  ces  phénomènes  une  étude  géométrique  simple,  équi- 
valente à  une  étude  analytique  longue  et  compliquée.  »  Cette 
assertion  n'est  pas  entièrement  exacte. 

Robin  se  contente  d'étudier  un  système  défini  par  une  seule 
variable  normale  hors  la  température;  celle-ci,  d'ailleurs,  est  sup- 
posée invariable.  Dans  ces  conditions^  la  théorie  qu'il  développe 
concorde  avec  la  nôtre,  pourvu  toutefois  qu'il  se  propose  d'étu- 
dier seulement  les  modifications  éprouvées  par  le  système  et  non 
point  les  quantités  de  chaleur  que  ces  modifications  mettent  en 
jeu;  car,  à  la  différence  de  la  nôtre,  sa  théorie  ne  lui  fait  point 
connaître  la  loi  qui  régit  ces  phénomènes.  D'ailleurs,  le  cas  traité 
est  éminemment  restreint.  Veut-on  rendre  à  la  température  la 
liberté  de  varier?  Veut-on  surtout  étudier  un  système  défini  par 
plusieurs  variables  normales  hors  la  température?  L'exposé  de 
Robin  n'ouvre  pas  la  voie  aux  généralisations  qui  permettent  de 


(  '  )  Sur  la  condition  supplémentaire  en  Hydrodynamique  (  Comptes  rendus, 
t.  CXXXII,  p.  117;  21  janvier  1901). 

(-)  Sur  les  ondes  longitudinales  et  transversales  dans  les  Jluides  parfaits 
{Comptes  rendus,  t.  CXXXII,  p.  i3o3;  3  juin  1901). 

(•^)  Sur  les  déformations  permanentes  et  l'hystérésis.  Mémoires  présentés  à 
l'Acadcmie  de  Belgique  le  i3  octobre  189'f,  le  11  mars  iSgS  et  le  3  août  1895 
{Mémoires  in-^i"  de  l'Académie  de  Belgique,  t.  LIV). 
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traiter  ces  problèmes.  Cet  exposé  se  borne  donc  à  présenter  sous 
forme  géométrique  quelques-unes  des  propositions  qui  composent 
notre  théorie;  si  celle-ci  est  plus  longue  et  plus  compliquée,  elle 
est  aussi  incomparablement  plus  étendue  et  plus  riche  en 
résultats. 

Le  Chapitre  XIII  et  dernier  traite  le  problème  général  de  la 
Dynamique. 

Si  un  système  est  défini  par  n  variables  normales  hors  la  tem- 
pérature, la  Thermodynamique  ne  fournit  que  n  équations  du 
mouvement  de  ce  système;  il  faudra  donc,  au  moyen  d'hypothèses 
étrangères  à  cette  Science,  former  une  équation  de  plus,  dite 
relation  supplémentaire .  Cette  vérité  est  apparue  tout  d'abord 
lorsque  Laplace  et  Poisson  ont  voulu  étudier  la  propagation  du 
son  dans  un  fluide;  nous  l'avons  énoncée  dans  son  entière  géné- 
ralité (').  Robin  montre  (p.  ii\i)  comment,  si  l'on  connaît  la  loi 
de  l'émission  de  la  chaleur  par  la  surface  qui  limite  le  système, 
on  pourra  former  cette  équation  supplémentaire. 

Outre  cette  équation,  on  peut  écrire  n  équations,  dites  équa- 
tions du  mouvement,  qui  correspondent  respectivement  aux 
équations  d'équilibre. 

Pour  passer  de  chacune  des  équations  d'équilibre  à  l'équation 
correspondante  du  mouvement,  on  peut  se  contenter  d'ajouter  à 
l'action  qui  s'exerce  réellement  un  terme  nouveau,  V action 
d^ inertie;  c'est  le  procédé  de  d'Alembert;  il  conduit  aux  équa- 
tions de  Lagrange. 

Ces  équations  ne  s'accordent  pas  avec  tous  les  phénomènes 
qu'étudie  la  Dynamique  générale;  il  est  nécessaire  de  compléter 
chacune  d'elles  par  l'introduction  d'un  terme  nouveau;  ce  terme, 
introduit  d'abord  par  Navier,  par  Poisson,  par  lord  Rayleigh,  par 
W.  Thomson  et  Tait,  puis,  d'une  manière  plus  systématique  et 
plus  générale,  par  Helmholtz  et  par  nous-même,  est  \  action  de 
viscosité;  elle  dépend  des  vitesses  (dérivées  par  rapport  au  temps 
des  variables  normales)  et  s'annule  avec  elles. 

Ainsi    complétées,    les    équations    du    mouvement    restent    ou 


(')  Commentaire  aux  principes  de  la  Thermodynamique ,  3*  Partie,  Cha- 
pitre II,  n"  1  {Journal  de  Mathématiques  pures  et  ap/)h'(/uées.  j"  ^érie,  t.  X, 
p.  225;  i8y4). 
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désaccord  avec  des  classes  élendues  de  phénomènes,  tels  que  les 
effets  du  frottement  et  les  faux  équilibres  chimiques;  il  faut  donc 
les  modifier  encore  en  introduisant  un  nouveau  terme,  Vaction 
de  frottement  ;  ce  terme  ne  tend  plus  vers  zéro  lorsque  toutes 
les  vitesses  tendent  vers  zéro;  de  j)lus,  la  valeur  limite  vers 
laquelle  il  tend  change  selon  que  ces  diverses  vitesses  tendent 
vers  zéro  par  valeurs  positives  ou  par  valeurs  négatives. 

Ces  principes  ont  été  posés  par  nous  (*)  en  1896.  Ils  sont 
repris  par  Robin  (p.  242).  Robin  leur  laisse  d'ailleurs  cette  forme 
très  générale,  tandis  que  nous  avions  poussé  plus  avant  la  déter- 
mination des  termes  de  frottement.  Il  ne  peut  donc  mener  bien 
loin  les  conséquences  de  ces  principes;  en  fait,  il  se  borne  à  eu 
établir  une  seule,  dont  nous  allons  dire  quelcjues  mots. 

Lorsqu'on  introduit,  dans  les  équations  de  la  Dynamique  géné- 
rale, des  termes  de  frottement,  on  modifie,  par  le*  fait  même,  les 
lois  de  la  Staticjue;  les  conditions  d'équilibre  sont  représentées 
non  plus  par  des  équations,  mais  par  des  inéquations,  en  sorte 
que  ces  états  d'équilibre  forment  un  continuiini.  Dans  son  immor- 
tel Ouvrage  Sur  V équilibre  des  substances  hétérogènes,  Gibbs 
avait  déjà  observé,  en  analjsant  les  résultats  de  l'expérience  la 
plus  obvie,  que  les  faux  équilibres  chimiques  présentaient  ce 
caractère*,  mais  il  n'avait  pas  tenté  de  donner  aux  lois  de  la  Dyna- 
mique et  de  la  Statique  une  forme  analytique  qui  le  reproduisît. 
Nous  avons  montré  (^)  que  ce  caractère  découlait  des  hypothèses 
que  nous  avions  faites  sur  la  dynamique  des  systèmes  affectés  de 
frottement.  Robin  démontre  également  (p.  246)  l'existence  de  ce 
continuum  d'équilibre. 

Cette  démonstration  termine  réellement  l'œuvre  de  Robin  sur 
la  Thermodynamique  générale.  Le  Chapitre  XIV  traite  de  quel- 
ques propriétés  thermiques  des  corps  rattachés  à  la  théorie 
des  mouvements  stationnaires;  il  reproduit  des  recherches  plus 
anciennes  dans  l'œuvre  de  Robin;   ces  recherches  se  rattachent 


(')  Théorie  thermodynamique  de  la  viscosité,  du  frottement  et  des  faux 
équilibres  chimiques;  2*  Partie  :  du  Frottement  {Mémoires  de  la  Société  des 
Sciences  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux,  b"  série,  t.  II;  1896). 

(-)  Théorie  thermodynamique  de  la  viscosité,  du  frottement  et  des  faux 
équilibres  chimiques,  'i"  Partie,  Chap.  I,  §  '2  {Mémoires  de  la  Société  des 
Sciences  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux,  V  série,  t.  II;  1899). 
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aux  efforts  de  Clausius  pour  retrouver  le  théorème  de  Garnot,  à 
partir  de  l'hypothèse  des  mouvements  stationnaires;  elles  dé- 
coulent de  méthodes  physiques  que  Robin  a  rejetées  plus 
tard  (p.  x). 

Les  bornes  que  cette  étude  ne  saurait  excéder  ne  nous  ont  pas 
pernjis  d'être  complet;  elles  nous  ont  obligé  de  choisir  parmi  les 
questions  traitées  en  ce  Livre,  court  de  forme,  mais  riche  de  fond  ; 
nous  avons  cru  être  utile  au  lecteur  en  analysant  les  Ghapities  qui 
nous  paraissaient  prêter  à  discussion,  de  préférence  à  ceux  dont 
nous  n'aurions  eu  qu'à  louer  la  netteté  et  la  rigueur;  si  notre 
compte  rendu  semble  plus  sobre  d'éloges  cjue  de  critiques,  Fexpli- 
calion  en  est  là  et  non  dans  la  valeur  même  du  Livre  de  Robin. 

Des  discussions  qui  se  sont  développées  devant  lui,  le  lecteur 
conclura  du  moins  que  ce  Livre  suggère  des  idées  et  qu'il  fait 
penser.  Or,  dans  le  domaine  si  neuf,  si  peu  exploré,  de  la  Thermo- 
dynamique générale,  on  ne  saurait,  sans  grande  audace,  se  pro- 
poser de  construire  un  système  définitif.  Dès  lors,  faire  penser 
n'est-il  pas  l'objet  que  doit  surtout  se  proposer  un  esprit  doué 
d'originalité?  N'est-ce  pas  le  but  que  visait  G.  Robin? 

P.   DuHEM. 


BULLETIN    BIBLIOGRAPHIQUE. 


Sonnet  (H.)-  —  Dictionnaire  des  Mathématiques  appliquées,  conte- 
nant les  principales  applications  des  Mathématiques  à  l'architecture, 
à  l'arpentage,  à  l'artillerie,  à  la  charpente,  etc.  6^  édit.  In-S'*  à  i  col. 
IV-1478  p.  avec  1900  fig.  Paris,  Hacliettc  et  G'*^.  3o  fr. 

Sturm  (R.).  —  Elemente  der  darstellenden  Géométrie,  'i*"  édition, 
gr.  in-8",  v-iSy  p.  avec  Oi  fig.  et  7  planches.  Leipzig,  Teubner.  Relie. 
5  m.  60  pf. 

Larmor  (J.).  —  Aether  and  mattcr ;  devclopmcnt  of  dynamical  re- 
lations of  œther  to  material  Systems  on  Oasis  of  atomic  constitution 
of  matter,  includ.  discussion  of  influence  of  earth's  motion  on  optical 


'io4  PUKMlËKIi;    PAiniK. 

phenomena.  Adam's  Prize  Essay  iii  Cambridge  Univ.  In-S",  39  j  p.  London, 
Glay.  10  sh. 

Mémoires  presented  to  tlie  Cambridge  Philosophical  Society  on  the 
occasion   of  the  Jubiiee  of  Sir  G. -G.  Stokes.  In-4".  London,  Clay.  i\  sh. 

Reynolds  (0.).  —  Papers  on  mechanical  and physical  objects.  In-8". 
London,  Clay.  i5  sh. 

Tait  (P.-G.).  —  Scientijlc  Papers.  Vol.  IL  In-4".  London,  Clay.  25  sh. 

VViEN  (W.).  —  Lehrbuch  der  IJydrodynamik.  Gr.  in-8°,  xiv-Sig  p. 
avec  r8  Fig.  Leipzig,  HirzeL  8  m.;  gebd.,  9  m. 

Klein  (F.).  —  Ueber  die  Neueùirichtungen  fur  Elektrotechnik  u. 
allgemeine  technische  Physik  an  der  Universitàt  Gôttingen.  Mit 
einer  Antwort  auf  die  von  Prof.  Slaby  in  d.  Sitzg.  d.  preuss.  Herren- 
hauses  vom  3o.  fil  1900  gehaltenen  Rede.  Gr.  in-8",  28  p.  Leipzig, 
Teubner.  60  pf. 

André  (Gh.).  —  Traité  d'Astronomie  stellaire.  T.  II.  Étoiles  doubles 
et  multiples,  amas  stellaires.  Gr.  in-8"  avec  74  fig.  et  3  pL  Paris,  Gau- 
thier-Viliars.  i4  fr. 

Calinon  (A.).  —  Etude  de  Géométrie  numérique.  In-8°,  35  p.  avec  fig. 
Paris,  Berger-Levrault  et  C'^.  -i  fr. 

CouTURAT  (L.).  —  De  l'Infini  mathématique.  In-8",  xxiv-671  p.  Paris, 
Alcan. 

ExcYKLOPADiE  der  matJiematischen  Wissenschaften  m.  Einschluss 
ihrer  Anwendungen.  Herausgeg  von  H.  Burkhardt  u.  W.  F.  Meyer. 
1.  ThL  :  Reine  Mathematik.  i.  Bd.  Arithmetik  u.  Algebra.  Red.  von 
W.  F.  Meyer.  5.  Heft.  Gr.  in-8°.  Leipzig,  Teubner.  6  m.  4o  pf. 

Fricke  (R.).  —  Kurzgefasste  Vorlesungen  ûher  verschiedene  Gebiete 
der  hôheren  Mathematik  m.  Berïicksichtigg.  der  Anwendungen.  Ana- 
lytische  Functionen,  theoret.  Thl.  Gr.  in-8°,  ix-520  p.  avec  102  fig. 
Leipzig,  Teubner.   Relié.  i4  m. 

Handworterbuch  der  Astronomie^  herausgeg.  von  W.  Valentiner. 
21  Lfg.  gr.  in-80.  Breslau,  Trewendt.  3  m.  60  pf. 

Opitz  (H.-R.-G.).  —  Die  Kramp-Laplace'sche  Transcendante  u.  ilire 
Umkehrung.  In-4",  29  p.  Berlin,  Gaertner.  i  m. 


GOiMPTES   KENDUS   KT   ANALYSES. 
COMPTES    RENDUS    ET    ANALYSES. 


ARZELA  (C.)-  —  LiczioNi  ni  Calcolo  infinitésimale  datii:  xella  R.  Uxiver- 
siTA  Di  BoLOGNA.  1  vol.  in-8  ;  iv-436  pages.  Firenze,  Le  Monnicr;  1901. 

Ces  Leçons  s'adressent  à  des  étudiants  déjà  formés,  qui  ont 
l'habitude  de  l'abstraction,  et  veulent  acquérir  des  connaissances 
approfondies  en  Mathématiques.  L'exposition  est  claire  :  on  v 
sent  le  souci  de  la  rigueur  et  le  désir  de  ne  laisser  de  côté  aucune 
diiïîculté. 

Après  un  court  Chapitre  relatif  à  la  notion  de  limite  et  ai  en- 
semble, l'auteur  aborde  immédiatement  la  notion  d'intégrale 
définie  :  c'est  un  ordre  qui  peut  se  défendre  par  d'excellentes  rai- 
sons tant  théoriques  que  pratiques.  Notons  que  l'auteur  a  même 
voulu  placer  cette  notion,  non  seulement  avant  celle  de  déri^^ée, 
mais  avant  celles  de  continuité  et  de  discontinuité.  Après  avoir 
étudié  les  dérivées,  M.  Arzelà  montre  l'usage  des  fonctions  primi- 
tives pour  la  détermination  des  intégrales  indéfinies  :  la  méthode 
de  substitution  est  exposée  avec  le  soin  et  les  détails  qu'elle  com- 
porte. Après  avoir  traité  des  quadratures  classiques,  l'auteur 
s'arrête  sur  les  cas  où  la  fonction  sous  le  signe  somme  passe  par 
l'infini  et  sur  celui  où  les  limites  d'intégration  sont  infinies  :  il 
s'occupe  ensuite  delà  rectification  des  courbes,  puis  de  la  formule 
de  Tajlor,  et  des  applications  analytiques  de  cette  formule.  Les 
deux  derniers  Chapitres  sont  consacrés  aux  séries  de  fonctions  : 
on  remarquera  le  soin  avec  lequel  l'auteur  a  traité  de  la  conver- 
gence uniforme  et  des  conséquences  que  Ton  peut  tirer  de  Lhvpo- 
thèse  qu'une  série  converge  uniformément.  Le  dernier  Chapitre 
est  consacré  aux.  séries  de  Tajlor  et  de  IMaclaurin.  L'auteur  reste 
dans  le  domaine  des  nombres  réels. 
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KRONECKliU  (L.).  —  Vorlesuagkn  ïjber  Matiiematik  von  Leopold  Kro- 
NECKER,  herausgegeben  iinter  iMilwirkiing  eincr  von  der  Koniglich  Preus- 
sischon  Akadcmie  der  Wissenschaflen  eiiigesetzlcn  Kommission.  In  zwci 
ïcilon,  Zweiler  Tcil.  Vorlesungen  uber  allgemeine  Aritiimetik.  Bear- 
beilel  und  herausgegeben  von  D'  Kurt  IIexsel.  Ersler  Abschnilt.  Vorle- 
sungen UBER  Zaiilentheorie.  Erster  Band,  i  vol.  in-S",  xvi-5o9  pages. 
Teubner;  1901. 

Exposer  la  Théorie  des  nombres  de  manière  que  cette  exposi- 
tion gardât  la  marque  personnelle  de  Kronecker,  de  manière  aussi 
que  le  lecteur  trouvât  là  un  Lelirbuch^  un  livre  où  il  pût  apprendre 
la  Théorie  des  nombres,  tel  est  le  but  que  s'est  proposé  M.  Hensel, 
et  qu'il  a  atteint,  dans  ce  premier  Volume  ;  il  sera  sûrement  atteint 
de  la  raême  façon  dans  ceux  qui  suivront. 

Sans  doute  les  documents  ne  manquaient  pas  à  M.  Hensel,  et  il 
a  eu  à  sa  disposition  des  notes  et  des  rédactions  très  complètes, 
qu'il  énumère  soigneusement.  TSul  doute  cependant  qu'il  lui  restât 
beaucoup  à  faire.  L'enseignement  oral,  surtout  lorsqu'il  est  élevé, 
diffère  beaucoup  de  l'enseignement  écrit  du  livre.  Et,  s'il  en  était 
autrement,  il  n'y  aurait  qu'à  supprimer  l'enseignement  oral.  Celui- 
ci  s'adresse  à  des  auditeurs  qui  connaissent  en  partie  le  sujet  que 
traite  le  maître,  qui  peuvent,  soit  par  eux-mêmes,  soit  par  des 
lectures  appropriées,  combler  les  lacunes  qu'ils  sentent  ou  qu'on 
leur  montre,  qui  désirent  qu'on  les  conduise  rapidement  vers  ces 
régions  à  demi  connues,  d'où  ils  partiront  eux-mêmes  pour  les 
voyages  de  découvertes  qu'ils  ont  hâte  d'entreprendre.  Aussi  le 
maître  se  plaît-il  à  approfondir  une  question,  à  suivre  une  galerie 
de  mine  jusqu'au  bout;  une  autre  année,  c'est  une  autre  galerie 
qu'il  suivra.  Cela  n'exclut  pas  sans  doute  les  moments  de  halte, 
les  repos  aux  carrefours  que  l'on  rencontre,  les  vues  générales  sur 
les  diverses  directions  que  l'on  peut  suivre.  Il  eût  sans  doute  été 
impossible  à  Kronecker  de  ne  pas  exposer  de  vues  générales. 
L'auditeur  d'un  Cours  retrouvait,  une  autre  année,  les  mêmes 
idées  dans  un  autre  Cours,  mais  la  région  explorée  en  détail  chan- 
geait. 

Kronecker  désirait  lui-même  faire  un  livre  de  ses  leçons;  il  en 
méditait  le  plan;  il  en  parlait  et  M.  Hensel  devait  être  naturelle- 
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ment  un  de  ceux  à  qui  il  en  parlait  le  plus  volontiers;  mais  Kro- 
necker  n'était  jamais  satisfait  de  ce  plan;  jamais  il  ne  le  trouvait 
assez  systématique;  il  n'a  pas  eu  le  temps  même  de  Tesquisser 
autrement  que  par  la  parole,  et  c'est  son  disciple  qui  a  du  s'efforcer 
de  le  réaliser. 

Cepremier  Volume  contient  une  Introduction  et  quatre  Parties, 
dont  j'essaie,  dans  ce  qui  suit,  d'indiquer  rapidement  l'objet. 

L'inti'oduction  contient  des  vues  historiques  et  des  généralités 
sur  la  nature  des  problèmes  et  des  méthodes  arithmétiques.  L'au- 
teur y  explique  ce  que  nous  devons  aux  Grecs  et  aux  Arabes;  il 
s'étend  quelque  peu  sur  Fermât,  sur  son  «  petit  »  et  son  «  grand  » 
théorème;  il  rappelle  les  services  d'Euler,  de  Lagrange  et  de  Le- 
gendre,  puis,  après  avoir  analysé  \es  Disquisitiones^  ceuxdeDiri- 
chlet,  de  Jacobi  et  de  Kummer,  il  indique  enfin  les  liens  qui  relient 
l'Arithmétique  à  l'Algèbre,  d'une  part,  à  l'Analyse,  de  l'autre. 

La  première  Partie  débute  par  des  considérations  sur  la  nature 
du  nombre  (ordinal)  et  les  propositions  fondamentales  sur  les 
opérations.  L'auteur  développe  ensuite  les  propriétés  élémentaires 
concernant  la  divisibilité,  les  nombres  premiers,  les  congruences, 
les  fractions  continues,  la  fonction  '-^{n),  enfin  les  théorèmes  de 
Fermât  et  de  Wilson  :  signalons  la  dernière  Leçon,  où  est  intro- 
duit  et  étudié  le  concept  d^i/n'aria/it  d'une  congruence. 

Dans  la  seconde  Partie,  l'auteur  dévelop|)e  la  notion  de  domaine 
de  rationalité,  et  la  théorie  des  systèmes  de  modules.  La  noti(^n 
de  congruence  suivant  un  module  s'élargit  par  la  considération  des 
congruences  suivant  un  système  de  modules.  L'auteur  traite  de 
l'équivalence  des  systèmes  de  modules,  du  plus  grand  commun  di- 
viseur (arithmétique  et  algébrique),  de  la  déconq^osition  et  de  la 
réduction  des  systèmes  de  modules.  Les  liens  (ou  plutôt  ruiiité) 
de  l'Arithmétique  et  de  l'Algèbre  apparaissent  là  clairement.  Lin- 
troduction  de  la  théorie  du  système  de  modules  dans  le  domaiiu' 
des  fonctions  de  plusieurs  variables  conduit,  en  parti('ulier,  |);ii' 
la  notion  de  /v/z/j,»,  à  d'importantc^s  inter[)rétati()ns  en  (  n'-onK-lric 
analytique. 

C'est  dans  la  troisième  Partie  que  l'Analyse  \a  commencer  de 
jouer  un  rôle  essentiel.  Après  axoir  établi  Ic^  piopiiélcs  île  I.i 
fonction  '-:;(^//)  qui  sont  nécessaiies  poui' ce  (pu  \a  suivre,  I  .luleu!' 
étudie  avec  détails  les  séries  de  Dirichlet  et  en  moulrc  rimjuMl.inee 
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par  diverses  appllcalions.  Une  leçon  est  consacrée  à  Ja  théorie  de 
la  division  du  cercle.  Puis  vient  l'étude  du  nombre  de  nombres 
premiers  à  un  nombre  donné,  compris  entre  deux  nombres 
donnés.  Lallure  irrégulière  des  fonctions  artihméliques  ferait  vo- 
lontiers désespérer  de  toule  représentation  analytique;  mais  cette 
irrégularité  disparaît  souvent  par  la  considération  des  valeurs 
moyennes  (limites),  et  Kronecker  en  donne  une  suite  de  beaux 
exemples. 

La  quatrième  et  dernière  Partie  est  consacrée  d'une  part  à  la 
théorie  des  restes  de  |)uissances,  de  l'autre  au  développement  du 
théorème  de  Diriclilet  sur  l'existence  d'un  nombre  infini  de 
nombres  premiers  de  la  forme  ax  -(-  6,  lorsque  a  el  b  sont  des 
entiers  premiers  entre  eux.  La  théorie  des  restes  de  puissances 
amène  à  la  théorie  des  congruences  de  degré  quelconque  suivant  un 
module  premier,  et  celle-ci  à  la  théorie  des  congruences  linéaires 
à  plusieurs  inconnues.  Quant  à  la  démonstration  de  Dirichlet,  on 
sait  que  Kronecker  l'a  complétée  sur  un  point  important,  en  mon- 
trant comment  à  chaque  nombre  ui,  si  grand  qu'il  soit,  on  peut 
l'aire  correspondre  un  nombre  ]jJ  tel  que,  entre  [j.  et  ^  il  y  ait  au 
moins  un  nombre  premier  de  la  forme  considérée.  M.  Hensel  fait 
observer  que  la  question  qu'a  ainsi  résolue  Kronecker  rentre  dans 
le  genre  de  questions  qu'il  regardait  comme  inévitables.  Pour  lui, 
un  théorème  d'existence  n'était  vraiment  démontré  que  lorsqu'on 
avait  donné  le  moyen  à^ atteindre  l'objet  même  dont  on  voulait 
établir  l'existence. 

Enfin  M.  Hensel  a  réuni,  à  la  fin  du  Volume^  un  certain  nombre 
de  Notes  intéressantes,  soit  au  point  de  vue  bibliographique  et 
historique,  soit  au  point  de  vue  des  lacunes  qu'il  a  dû  combler 
pour  faire,  avec  les  matériaux  qui  j)rovenaient  directement  de 
Kronecker,  un  livre  qui  ne  fût  pas  incomplet. 

L'œuvre  pieuse  qu'il  a  entreprise  lui  vaudra  la  reconnaissance 
de  tous  ceux  qui  aiment  l'Arithmétique,  et  qui  admiraient  le  génie 
de  celui  dont  il  a  voulu  faire  revivre  la  parole. 


riN  i)i:  LA  i'Iu:mu:iu;  i>aktii;  di    toau;  \\\ 
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Tome  XXVIII;  1898- 1899  ('). 

Glaisher.  —  Table  des  valeurs  de  l'expression  -  •  -  •  ^  •  •  • où 

^  235  X 

les  facteurs  du  dénominateur  forment  la  suite  des  nombres  pre- 
miers, (i-i'^). 

La  table  calculée  par  M.  Glaisher  donne  avec  sept  décimales  les  valeurs  de 
l'expression  précédente  et  de  son  logarithme  jusqu'à  x  =  9973. 

Nanson.  —  Sur  les  compositions  partielles.  (17-19)- 

Généralisation  de  théorèmes  sur  la  multiplication  des  déterminants  dus  à 
Sylvester  et  à  M.  Muir. 

Lodge.  —  Approximation  simple  des  intégrales  elliptiques  com- 
plètes de  première  et  de  seconde  espèce.  (iq-.^S). 

Les  formules  sont  obtenues,  pour  l'intégrale 


( 


Jo      \i  —  k'sin'Q 


(')  Voir  /iullcim,  WUL.  p.  87. 


<>  SHCONDIi  PAUTlIi:. 

par   exemple,   en    donnant   à    0    certaines    valeurs    déterminées    et    regardant 

v/i  —  Ar^sin^ô  comme  fixe  et  combinant  les  résultats  ainsi  obtenus;  l'auteur  dis- 
cute le  degré  d'approximation  obtenu.  -.- 

Glaisher.  —  Note  sur  un  théorème  relatif  à  la  somme  des  puis- 
sances paires  des  nombres  naturels.  (29-32). 

En  posant 

S„=  i"-f- 2"H- 3"H-...-f- x-*,         So=:a;-h-». 

IM.  Glaisher  établit  la  formule 

-f-[(2n+.)B„-(2;i+i)3B„_JS, 
+ 

+  [(2/1+   ,jB„-(2«+    i)3B„_,+... 

+(-  0"-M2/t+i)2„_,BjS2„_2. 

n^  désigne,  suivant  l'habitude  de  M.  Glaisher,  le  coefficient 

n{n  —  \') . .  .{n  —  /•  +  i  ) 

B,,   Bj,    ...,  sont  les  nombres  de  Bcrnoulli.  Cette   formule  est  à  rapprocher 
d'une  formule  analogue  donnée  par  l'auteur  dans  le  Tome  XX  du  Messenger . 

Reynolds  {B.).  —  Note  sur  les  fractions  périodiques.  —  Sur  la 
longueur  de  la  période  de  ^^r  et  sur  sa  divisibilité  par  N,  pour 
diverses  bases  de  numération.  (33-36). 

Glaisher.  —  Classes  de  formules  récurrentes  contenant  les 
nombres  de  BernouUi.  (36-79). 

Les  nombres  a,^,  [i^  qui  se  présentent  dans  les  développements  en  série 

X        OL.  a,  a., 

tang-  =  -    x+  7-=  ^7^+  -^  ^7-'+..., 

2        2  !  4  !  o  !  tf 

X  fi,      .       ^^      , 


sina;  2!  4 

sont  liés  très  simplement,  comme  on  sait,  aux  nombres  de  Bernoulli  :  l'auteur 
montre  qu'il  y  a  lieu  cependant  de  les  considérer  à  part.  D'une  façon  générale 
il   étudie  une  suite  de  relations  récurrentes  relatives  à   des  quantités  de  la 

forme 

(  a2"+'  —  1  )  (  ft^'H-i  _  I  )  (  c2"+i  —  I  )  . . .  B,., 

ou 

(  a?"—  I  )  (  />-"  —  I  )  (C-"  —  I  )  . . .  r>„, 

B„  étant  un  nombre  de  Bernoulli  et  «,  b,  c,  . . .  dos  nombres  quelconques.  Ces 
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relations  contiennent  comme  coefficients  les  valeurs  du  polynôme  de  Bernoulii 
pour  des  valeurs  fractionnaires  de  la  variable. 

Nanson.  —  Sur  l'équation  d'une  courbe  plane  entre  le  vecteur 
r  =^  X  -\-  iy  qui  aboutit  en  un  point  de  la  courbe  et  le  vecteur 
p  =  ^-f-i/)  qui  aboutit  au  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée 
de  l'origine  sur  la  tangente  en  ce  point.  (80-84). 

Miller.  —  Sur  le  nombre  total  de  groupes  de  substitutions  tran- 
sitives qui  ont  un  isomorphisme  (i,  a)  avec  un  groupe  donné. 

(84-87). 

Reynolds  (B.),  —  Nouvelles  Notes  sur  les  fractions  périodiques 
pour  diverses  bases  de  numération.  (88-91). 

Burnside.  —  La  trigonométrie  de  l'hexagone  gauche  rectangu- 
laire (92-96). 

Cette  figure  se  rencontre  dans  la  théorie  de  la  composition  de  deux  dépla- 
cements finis  d'un  corps  solide.  L'auteur  établit  des  relations  entre  les  lignes 
trigonométriques  des  angles  des  côtés  non  consécutifs,  relations  qui  contiennent 
comme  cas  particulier  les  formules  fondamentales  de  la  trigonométrie sphérique. 

Campbell.  —  Sur  les  transformations  qui  n'altèrent  pas  l'équa- 

^^^n^)    ^\à-y)    +U;    =0.(97-102). 

Recherche  des  transformations  infinitésimales  qui  n'altèrent  pas  celte  équa- 
tion; groupes  continus  qu'elles  engendrent. 

Burnside.  —  Représentation  d'un  groupe  d'ordre  fini  comme  un 
groupe  de  substitutions.  (io2-io3). 

Miller.  —  Sur  les  groupes  qui  peuvent  être  représentés  comme 
des  groupes  de  substitutions  plusieurs  fois  transitifs.  (104-107). 

Nanson.  —  Sur  la  résolution  d'un  système  d'équations  linéaires 
et  d'une  équation  quadratique.  (107-1  1 1). 

Solution  élégante  fondée  sur  la  forme  donnée  par  Sylvcstcr  au  résuUat  de 
l'élimination  de  toutes  les  variables  sauf  deux. 

Burnside.  —  Sur  la  forme  canonique  d'une  snbstiliilic^n  linéaire 
d'ordre  fini.  (1  i  i). 

Cette  forme  bien  connue,  établie  par  INI.  Jordan  rn  187S,  o.^t  démontrée  ."i 
nouveau,  d'une  façon  purement  élémentaire,  par  induction. 


8  SKCONDI^:  PAUTIK. 

Biddle.  —  Sur  la  décomposilion  en  fadeurs,  (i  16-149)- 

L'auteur,  qui  dirige  la  partie  mathématique  de  VEducational  Times,  donne 
quatre  méthodes  pour  la  recherche  des  diviseurs  d'un  nombre  entier;  à  son 
travail  est  joint  une  Table  numérique  donnant  les  trois  derniers  chiffres  des 
couples  de  carrés  dont  la  dillerence  est  un  nombre  impair  N  dont  on  connaît 
les  trois  derniers  chiffres. 

Miller.  —  Sur  la  représentation  d'un  groupe  d'ordre  fini  comme 
groupe  de  sustitutions.  (i49-f5o). 

Cette  Note,  ainsi  qu'une  Note  précédente  de  IM.  Burnside,  se  rapportent  à  la 
définition  de  l'équivalence  entre  deux  groupes  de  substitutions. 

Routk.  —  Sur  le  mouvement  de  la  bicyclette,  (i  51-169). 

Etude  du  mouvement  stable  et  des  oscillations  dans  le  cas  d'un  mouvement 
rectiligne  et  d'un  mouvement  circulaire. 

Brandford.  —  Valeur  générale  de  la  difTérentielle  totale  /i'^'"^ 
d'une  fonction  quelconque  d'un  nombre  quelconque  de  variables 
dépendantes  ou  non.  (169-174)- 

Loi  des  coefficients  numériques. 

Goodivin.  —  Sur  le  mouvement  d'un  corps  solide  à  quatre  dimen- 
sions dans  l'espace  à  quatre  dimensions.  (i^S-iSS), 

Cas  où  il  y  a  un  point  fixe. 

Établissement  des  formules  qui  généralisent  celles  d'Euler. 

Glaisher.  —  Sur  la  divisibilité  de  la  somme  des  produits  des 
n  premiers  nombres  pris  r  k  r.  (184-186). 

En  désignant  cette  somme  par  S,.,  on  a 

S^=o(mod/i  H-  i),         S„_,  ==  ()[mod  (/j  +  1)-], 

en  supposant  n-h-i  premier  et  >  3  ;  ces  résultats  sont  dus  respectivement  à 
M.  Ferrers  et  à  M.  Wohlstenholme.  L'auteur  donne  une  suite  de  propositions  du 
même  genre,  mais  qui  ne  supposent  pas  toujours  qu'on  ait  affaire  à  des  nombres 
premiers.  Par  exemple,  si  n  est  pair 

S^  ^^  (){  modn  +  1), 

pour  /•  impair  :  la  rriême  congruencc  subsiste  si  n  -h  i  est  premier  >>  3,  pour  /• 

pair;  de  même 

S,.  =  o(  inod  n), 

si  n  et  r  sont  impairs,  etc. 
Houston.  —  Note  sur  les  courbes  planes  unicursales.  (18--189). 
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Ces  courbes  ont  le   nombre   maximum  de  points  doubles;  la  démonslratioa 
ne  suppose  pas  que  la  courbe  soit  sans  rebroussement. 

Curjel.  —  Note  sur  les  hjpersolides  réguliers,  (i  90-191). 

Biddle.  —  Correction  au  Mémoire  sur  la  décomposition  en  fac- 
teurs. (192). 

T.  XXIX,  1899-1900. 

Dixon.  —  Sur  certains  systèmes  articulés.  (1-2 1). 

Le  point  de  départ  est  dans  la  considération  d'un  système  de  huit  tiges  arti- 
culées dont  quatre  ont  une  extrémité  fixe,  les  quatre  pivots  A,  B,  L,  K  étant 
en  ligne  droite,  et  dont  les  quatre  autres  forment  un  parallélogramme  EDFC; 
les  quatre  sommets  de  ce  parallélogramme  décrivant  des  cercles,  pour  une  dis- 
position convenable,  parce  que,  si  le  pentagone  AEDCF  a  des  angles  égaux  en  E 
et  C,  le  point  D  décrit  un  cercle.  L'auteur  étudie  aussi  la  question  de  savoir 
si  les  sommets  d'un  quadrilatère  articulé  peuvent  se  mouvoir  sur  quatre  cercles  ; 
il  montre  le  lien  de  cette  question  avec  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 
Chemin  faisant,  il  généralise  une  proposition  de  géométrie,  due  à  M.  Weill,  sur 
le  centre  des  moyennes  distances  des  points  de  contact  d'un  polygone  inscrit 
dans  un  cercle  fixe  et  circonscrit  à  un  cercle  fixe,  en  remplaçant  ce  cercle 
unique  par  un  système  de  cercles  ayant  le  même  axe  radical. 

Nanson.  —  Note  sur  une  classe  d'identités  algébriques.  (22-23). 

Nanson.  —  La  généralisation  du  théorème  de  Vandermonde.  (24). 

Hardy.  —  Sur  une  classe  d'intégrales  définies  contenant  des  fonc- 
tions hyperboliques.  (25-42). 

Evaluation  d'intégrales  du  type 

g(a+<?)r 


/: 


a  (  e-^  =h  e-^  )  -4-  b 


l\{x)  dx, 


où  R(.r)  est  une  fonction  rationnelle,  par  la  méthode  de  Cauchy,  les  con- 
stantes étant  telles  que  l'intégrale  ait  un  sens.  Cette  méthode,  quand  on  prend 
pour  R(a7)  une  fonction  simple  correspondant  à  un  pôle  simple,  permet  de 
transformer  l'intégrale  en  une  série  qui  se  laisse  sommer  pour  corlaines  valeurs 
particulières  des  constantes.  L'auteur  parvient  ainsi  à  un  très  grand  nombre 
d'intégrales  définies. 

Gosset  (Th.).    —    Sur  les    figures  régulières  ou   semi-régulières 
dans  un  espace  à  n  dimensions.  (43-48). 

Liste  de  ces  figures  dans  un  espace  euclidien  à  n  dimensions  {n  >3):  l'au- 
teur  était  en  possession  de  ces  résultais  depuis  plusieurs  années;  dans  le  ca< 
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des  figures  régulières,  son  énuméralion  coïncide  avec  celle  qu'a  donnée 
M.  Curjcl  dans  le  Messenger;  la  liste  des  hypcrsolides  senmi-réguliers  est 
nouvelle. 

GlaisJier.  —  Théorèmes  fondamentaux  relatifs  aux  nombres  de 
Bcrnoulli.  (49-63). 

Il  s'agit  de  théorèmes  cojinexes  au  célèbre  tliéorème  de  Standt  sur  la  partie 
fractionnaire  du  «•*■»»  nombre  de  Bernoulli  B„-  M.  Glaisher  désigne,  sous  le 
nom  de  facteur  de  Standt  de  B„,  les  nombres  premiers  p  qui  figurent 
comme  dénominateur  dans  cette  partie  fractionnaire,  c'est-à-dire  les  nombres 
premiers  p  tels  que  p  —  i  divise  2n. 

M.  Glaisher  établit  en  particulier  la  congruence 

B  B„_,, 

_^  =(_!)»;  _JLA,         (mod/?), 
n  11  —  tj  ^ 

où  p  est  un  nombre  premier  qui  n'est  pas  un  facteur  de  Standt  pour  B„.  j  est 
mis  à  la  place  de    >  t  est  un  nombre  entier  tel  que  n —  tj  soit  positif. 

Cette  proposition  contient  comme  cas  particulier  un  théorème  énoncé  par 
Sylvester  en  1861,  d'après  laquelle,  />'  étant  un  diviseur  de  n  et  de  7?  —  i  ne 
divisant  pas  n^  p'-  doit  diviser  le  numérateur  de  B,j  en  particulier,  si  n  est 
premier,  le  numérateur  de  B,,  est  divisible  par  n. 

L'auteur  établit,  chemin  faisant,  d'intéressantes  relations  de  récurrence  pour 
la  fonction 

.„,.)  =  (.!:ir^. 

où  a  est  un  nombre  entier;  la  démonstration  du  précédent  théorème  se  fonde 
d'ailleurs  sur  la  congruence 

d'où  l'auteur  lire  une  nouvelle  démonstration  du  tliéorème  de  Standt. 

L'examen  des  cas  particuliers  montre  la  portée  de  ces  théorèmes;  ainsi  le 
cas  de  7?  =  5  conduit  à  une  règle  pour  la  détermination  du  dernier  chiffre  du 
numérateur  de  B„. 

Barness.  —  La  théorie  de  la  fonction  gamma.  (64-128). 

Cet  intéressant  travail,  où  l'auteur  s'est  rencontré  en  quelques  points  relatifs 
à  l'extension  de  la  fonction  ÎJ  de  Riemann,avec  M.  Mellin  [Ueber  eine  Verall- 
gemeinerung  der  Riemannschen  Function  ^{s)  {Acta  Societatis  Fennicœ, 
t.  XXIV,  1899)],  peut  être  considéré  comme  l'introduction  à  un  Mémoire  de 
l'auteur,  qui  a  obtenu  le  premier  prix  de  Smith  à  l'Université  de  Cambridge 
en  1898.  11  est  divisé  en  cinq  parties. 

La  première  est  une  exposition  élémentaire  des  propriétés  fondamentales  de 
la  fonction  r(;;)  ou  plutôt  de  la  fonction  homogène  en  z,  to 

r,  (  ;;  I  M  )  =  ww     r 

analogue  à  l'introduction  classique  de  la  fonction  p(w|(o,  w'). 
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La  seconde  partie  est  un  résunmé  des  propriétés  du  polynôme  de  Ber- 
noulli  S„(;r,  oj)  défini  par  l'égalité 

S„  ( a  H-  o>  I  a> )  —  S„  («  1  a>  )  =  «", 

qui  sont  nécessaires  pour  la  suite. 

Dans  la  troisième  partie,  on  considère  des  intégrales  curvilignes  liées  à  la 
fonction  F.  Par  un  ingénieux  procédé  de  passage  à  la  limite,  la  définitiorï  de 
la  fonction  T  par  un  produit  infini  est  remplacée  par  l'intégrale  définie 

y 


vJ7W)  =  i^J'^-y^   """"'^■^' 


où  le  contour  (  illimité)  d'intégration  embrasse  en  quelque  sorte  la  demi-droile 
qui  part  du  point  O  et  passe  par  le  point  ta;  l'auteur  introduit  de  même  la 
fonction 

r/  N        ir(i-5)    r     e-"'       .         .     .  , 

Ç(.,  a,  co)  =         ,^       J  YITT^  {-z)-'clz, 

où  le  contour  d'intégration  embrasse  cette  fois  la  demi-droite  qui  part  du 
point  O  et  passe  par  le  point  w-' ;  cette  fonction  généralise  la  fonction  ^{s)  de 
Riemann  que  l'on  obtient  pour  a  =  (^).  L'auteur  parvient  ensuite  à  la  formule 
asymptotique 

«  =  ;«—! 

Ç(5,  a,  w)  —     ^ 


{a  +  THù)"  I  —  s  a'nV~^ 

n  =  o 


/7  =  00 


—  5\  S'i(a  I  O») 


(5  +  /i  —  i)(  mo)"-^*-' 

n  =  l 

qui  rentre  dans  une  catégorie  de  développements  étudiés  par  M.  Poincaré. 
Cette  formule  est  l'objet  de  diverses  transformations,  où  l'auteur  utilise  les 
recherches  de  M.  Borel  sur  les  séries  sommables. 

Dans  la  quatrième  partie,  il  établit  une  expression  asymptotique  de  la  fonc- 
tion r  pour  les  valeurs  réelles  ou  complexes  de  la  variable. 

Enfin,  la  dernière  partie  contient  une  démonstration  nouvelle  de  ce  fait  que 
la  fonction  r  n'est  solution  d'aucune  équation  difTérenticIfe  dont  les  coefficients 
soient  des  fonctions  de  z  telles  que  les  fonctions  algébriques,  les  fonctions 
simplement  ou  doublement  périodiques. 

Glaisher.  —  Théorèmes  fondamentaux  relatifs  aux  nombres  de 
Bcrnoulli.  (129-142). 

Voir  plus  haut. 
Morrice.    —    Sur    la    transformation    linéaire    par    inversion. 

(143-1 44). 

L'interprétation  coniiur  de  IM.  Klein  relative  aux  génératrices  d'une  qua- 
driciue  est  remplacée  par  une  intcrprctalion  dans  un  syslomc  de  coordonnées 
tt'tracycliqucs. 
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Cunningliani.  —  Nombre  de  chiffres  dans  les  périodes.  (i45-i8o). 

Elliot.  —  Démonstration  d'un  fait  fondamental  dans  la  théorie 
des  fonctions  de  différences. 

Une  fonction  rationnelle  entière  de  poids  (v  et  de  degrés  partiels  i^,  i^,  ••  -iK 
par  rapport  aux  variables  a,,  a^,  ...,a,  qui  est  une  fonction  des  différences  de 
ces  quantités,  peut  être  exprimée  comme  une  somme  de  produits  (multipliés 
par  des  coefficients  numériques)  de  w  différences  entre  ces  variables  et  de 
telle  façon  que  dans  chaque  produit,  a,  ne  figure  pas  plus  de  r,  fois,  (x^  plus 
de  ij  fois,  etc. 

Bronuvich.   —  Une  identité  algébrique  avec  deux  applications 
géométriques,  (i  84-191). 

Les  deux  équations  simultanées 

où  /  est  une  forme  quadratique  de  déterminant  A,  entraînent  celles-ci 

ldj_  là/  1  df  

2  àa:       _       1  ôy       _        i  ôz        _  a  /  ^ 

r-o  — ro-  ~  zx^  —  z,x  ~~  xyo  —  x,y  ~y      fi^o^yoy  -0) 

Rayon  de  courbure  en  coordonnées  tangentielles.  Conditions  pour  qu'une  droite 
soit  génératrice  d'une  quadrique  à  centre. 

Hudson.  —  Note  sur  la  réciprocation.  (i 91-192). 


ZEITSCHRIFT  fïjr  Matiiematik  und  Physik. 

Tome  XL;  1895  (O- 

Sturm(R.).  —  Propriétés  métriques  des  cubiques  gauches  (i-i4). 

Degré  et  classe  de  divers  lieux  attachés  aux  cubiques  gauches;  nombre  d'élé- 
ments satisfaisant  à  des  conditions  données;  les  divers  nombres  sont  obtenus 
par  application  du  principe  de  correspondance.  Par  exemple  :  les  axes  des 
cercles  de  courbure  engendrent  une  surface  développable  du  douzième  ordre, 
de  la  septième  classe;  le  lieu  des  centres  de  courbure  est  du  quinzième  ordre. 
Par  un  point  passent  douze  sphères  osculatrices. 

(')  Voir  Bulletin,  t.  WIO...  p.   17.3. 
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Mehmke.  —  Logarithmes  d'addition  pour  les  nombres  complexes. 

(i5-3o). 

Les  Tables  construites  par  M.  Mehmke  donnent  les  valeurs  de  b,  ^  définies 

par  la  formule 

xo''(cos  p  +  ï  sin  [â)  =  io^(cosa  +  i  sin  a)  +  i, 

quand  on  se  donne  a  et  a  ;  a  et  [3  sont  exprimés  en  grades;  l'auteur  étudie 
aussi  la  variation  de  b,  ^  avec  a,  a  et  montre  l'utilité  pratique  que  présentent 
ses  tables. 

IVolffing.  —  Gomment  se  comportent  les  courbes  de  Steiner,  de 
Gaylej  et  diverses  autres  courbes  invariantes  pour  les  points 
singuliers  de  la  courbe  fondamentale.  (3 1-47). 

Le  point  singulier  est  pris  pour  origine  et  les  coordonnées  d'un  point  de  l'une 
ou  l'autre  des  courbes  de  Steiner,  Cayley,  Salmon,  ...,  sont  exprimées  dans  le 
voisinage  du  point  considéré  en  fonction  rationnelle  d'un  paramètre,  au  moyen 
des  premiers  coefficients  numériques  de  la  courbe  fondamentale.  L'application 
des  formules  de  Pliicker  conduit  ensuite  à  divers  résultats  numériques  inté- 
ressants. 

Schur.  —  Sur  les  figures  réciproques  de  la  slatique  graphique. 

(48-55). 

Cremona  a  montré  que  la  réciprocité  que  l'on  rencontre  en  statique  gra- 
phique était  la  même  que  celle  qui  existe  entre  les  projections  de  deux  figures 
réciproques  par  rapport  à  un  Nullsysteni  (complexe  linéaire),  sans  dire 
toutefois  comment  on  pouvait  construire  le  Nullsystetn  qui  fournit  ladite 
réciprocité  :  c'est  ce  que  fait  l'auteur  pour  les  principaux  systèmes  articulés. 

Schlomilch.  —  Sur  la  perspective  du  cercle.  (56-58). 

Kinkelin.  —  Construction  du  centre  de  courbure  des  coniques. 
(58-59). 

Au  moyen  de  la  parabole  tangente  aux  axes,  ;\  la  tangente  et  à  la  normale 
à  la  courbe. 

Kurz.  —  Les  foyers  de  Bunsen.  (6o-64). 

Burmester.  —  Réfraction  homocen trique  de  la  lumière  par  le 
prisme.  (65-90). 

Wittenbauer.  —  Sur  les  pôles  d'inflexion  d'une  chaîne  cinéma- 
tique. (91-98). 

Cette  chaîne  cinématique  csl  formée  d'une  suite  de  plans  (coïncidanls)  il,»nl 
chacun  est  mobile   par  rapport  à  celui  qui  le  [>rccèdc;  d'où   une  série  de  pro- 
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blêmes  relatifs  à  la  composition  des  mouvements  qui  concernent  la  construc- 
tion des  pôles  d'inflexion,  des  pôles  d'accélération,  la  composition  des  accélé- 
rations; les  problèmes  sont  traités  géométriquement  dans  une  suite  de  trois 
Mémoires  dont  celui-ci  est  le  premier. 

Bcyel.  —  Construction  des  cotirbes  du  troisième  ordre  an  moyen 
de  neuf  points  donnés  et  construction  du  neuvième  point 
commun  aux  courbes  d'un  faisceau  déterminé  par  huit  points. 

(99-1  ï^-)- 

Constructions  déduites  du  Mémoire  de  l'Auteur  paru  dans  le  tome  XXXVIII 
de  la  ZcitscJirift  sous  le  titre  :  Darstellung  der  Curven  dritter  Ordnung 
und  Klasse  aus  zwei  Reciprocitàteti. 

Szi'Us  {IV.  von).  —  Pour  la  théorie  des  déterminants  d'ordre  su- 
périeur, (i  i3-i  17). 

Vollprecht.  —  Sur  la  détermination  du  nombre  de  nombres  pre- 
miers inférieurs  à  N  au  moyen  des  nombres  premiers  inférieurs 

ày/N.  (118-123). 

Spoî^er.  —  Démonstration  d'un  théorème  de  Jacob  Steiner  sur 
les  cercles  de  courbure  d'une  ellipse,  (i 28-1  24). 

Sur  les  trois  cercles  de  courbure  qui  passent  par  un  point  de  l'ellipse. 
Sclimidt.  —  Preuve  combinatoire  du  théorème  de  Wilson.  (124- 

125). 

Sclilôinilch.  ' —  Sur  une  proposition  de  la  théorie  des  nombres 
de  Legendre.  (i25). 

Soit  donnée  une  suite  /?,,  ...,  Pf.  de  k  nombres  premiers  impairs;  soit  t. 
le  i'*°*  terme  de  la  suite  3,  5,  7,  11,  ...  des  nombres  premiers  impairs.  Parmi 
les  it|_,  termes  consécutifs  d'une  progression  arithmétique  dont  la  raison  et 
le  terme  initial  sont  premiers  entre  eux,  il  y  en  a  un  au  moins  qui  n'est  divi- 
sible par  aucun  des  nombres/?,,  ...,  7?^. 

Cette  proposition  est  inexacte  (Piltz,  Hachmann). 

Valilen.  —  Généralisalion  de  la  fonction  <^  d'Eulcr.  (126-127). 
Sur  la  fonction 

où  —  est  une  fraction  irréductible  comprise  entre  a,  [i. 
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Vahlen.  —  La  transformation  des  formes  quadratiques,  (i  2^-1 28). 
Formule  générale  de  décomposition  en  carrés. 

Klayver.  —  Représentations  conformes  que  la  fonction  Ç  permet 
d'obtenir.  (129-100). 

II  s'agit  de  la  fonction 

Cm  = 

Représentation  conforme  sur  le  demi-plan  de  la  surface  extérieure  à  un 
polygone.  L'auteur   étudie    successivement    le   cas    du   rectangle,  du    triangle 

rectangle  isoscèle,  du  triangle  équilatéral,  du  triangle  dont  les  angles  sont  -> 
6'   S^'^T'   6'   G'  •••• 

IVittenbauer.  —  Sur  le  pôle  d'accélération  dans  le  mouvement 
composé.  (i5i-i58). 

Sporer.    —    Sur    quelques   courbes    particulières   de    troisième 
ordre  ou  de  troisième  classe,  (i 69- 1^6). 

Les  points  de  départ  de  l'auteur  sont  dans  la  considération  des  cordes  com- 
munes à  une  conique  fixe  et  à  une  conique  variable  d'un  faisceau,  et  des  points 
de  contact  de  deux  courbes  appartenant  à  deux  faisceaux  de  cubiques.  Signa- 
lons quelques  rectifications  de  théorèmes  de  Steiner.  Par  exemple  le  lieu  du 
point  de  rebroussement  d'une  cubique  admettant  un  tel  point  et  assujettie 
à  passer  par  six  points  fixes  est  du  douzième  degré,  et  non  du  sixième  comme 
l'indique  Steiner. 

Ahrens.  —    Un  nouveau   théorème  sur  les   déterminants  d'une 
matrice.  (  [j^-fBo). 

Déterminants  dont  l'évanouissement  entraine  l'évanouissement  d'autres  déter- 
minants. Ap{)lications  géométriques. 

Netto.  —  Essais  sur  le  Calcul  intégral.  (i8o-i85). 

Le  second  théorème  de  la  moyenne  est  une  conséquence  du  premier,  quand 
on  admet  la  continuité  de  l'intégrale  définie  considérée  comme  fonction  de  sa 
limite  supérieure.  —  Calculs  d'intégrales  définies  comme  limites  de  sommes. 

Kui'z.  —  Sur  la  conduction  de  la  chaleur  dans  la  Terre.  (iSo-u)?,). 

Kriiger.  —  Congruences  métriques  de  ravons  dans  une  cubi({uc 
gauche.  (193-209). 

Ktant  donnée  une   cubiciuc  gauche,  un  plan  parallèle  à  un   plan   (i\e  déler- 
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mine  un  triangle  dont  les  sommets  appartiennent  à  la  cubique.  —  Certains 
l)oints  remaïquables  (points  de  rencontre  des  hauteurs,  des  médianes,  des  per- 
pendiculaires au  milieu  des  côtés)  décrivent  des  droites,  lesquelles  engendrent 
à  leur  tour  des  congruences,  quand  on  fait  varier  la  direction  du  plan.  Ce  sont 
ces  congruences  qu'étudie  INI.  Kriigcr. 

Mehnike.  —  Propriétés  métriques  des  cubiques  gauches.  (21  1-24 1). 

Signalons  dans  ce  travail  trois  propositions  (|ui  permettent  de  traduire  sous 
trois  formes  distinctes,  dans  la  tliéorie  des  cubiques  gauches,  t(jute  relation 
homogène  entre  des  segments  d'une  même  droite.  Ces  propositions  permettent 
à  l'auteur  d'établir,  pour  les  cubiques  quelconques,  une  suite  de  théorèmes 
métriques  qui  généralisent  immédiatement  des  propositions  dues  à  M.  Schrôter 
{Mathematische  A?inalen,  t.  25,  p.  298)  et  qui  se  rapportent  aux  paraboles 
cubiques,  c'est-à-dire  aux  cubiques  gauches  osculatrices  au  plan  de  l'infini. 
Cette  extension  pourrait  sans  doute  se  faire  par  collinéation  :  les  démonstra- 
tions que  donne  M.  Mehmke  sont  directes. 

Delaunay.  — Génération  mécanique  de  la  projection  orthogonale 
des  courbes  planes,  des  ellipses  et  des  trochoïdes.  {1^1-1^^). 

Ahrens.    —    Sur    un    théorème    arithmétique    de    M.    Schubert. 

(M5-24-). 

Lilrolk.  —  Démonstration  des  conditions  pour  que  deux  équa- 
tions algébriques  aient  plusieurs  racines  communes.  (247-251). 

Au  lieu  d'exprimer  que  deux  équations  algébriques  /  et  ^,  des  degrés  m  et  n, 
ont  un  diviseur  commun  du  degré  /?,  il  est  plus  commode  d'exprimer  que  /et  g 
ont  un  commun  multiple  de  degré  m -h  n  — p. 

Kluz.  —  Capacités  thermiques.  Mélanges  d'un  liquide  et  d'une 
vapeur.  (247-254). 

Beyel.  —  Deux  j)roblèmes  de  perspective.  (255-256). 

Millier  {B .).  —  Sur  une  certaine  classe  de  mécanismes  à  liaison 
complète.  (257-278). 

Afin  de  relier  les  travaux  de  Ilart  {Proceedings  of  tlie  London  ntatlietud- 
tical  Society,  t.  VIII,  p.  288),  Kempe  {Jbid.,  t.  IX,  p.  i38),  Darboux  (Bulletin, 
III2,  p.  i44)j  Burmester  {Zeitschrifi,  t.  38,  p.  igS;  Kinematik,  t.  I,  p.  671, 
695,  678),  l'auteur  étudie  la  courbe  (  H)  définie  comme  il  suit  :  soit  OO'R'Run 
quadrilatère  articulé  dont  on  regardera  le  côté  00'  comme  fixe  :  soient,  dans 
le  plan  de  ce  quadrilatère.  S,  S'  deux  points  reliés  invariablement  aux  côtés  OR, 
O'R';  soient  SK,  S' K  deux  tiges  articulées  en  S,  S',  K;  la  courbe  (K)  est  le 
lieu  du  point  K.  Cette  courbe  est,  en  général,  du  quatorzième  degré;  elle 
admet    les    points    cycliques    comme    points    sextuples.    Pour   les    mécanismes 


-l-,^    fa^yJ^ 
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connus,  clic  se  décompose  en  un  cercle  et  une  autre  courbe;  chaque  mode  de 
décomposition  caractérise  un  mécanisme  particulier. 

Wittenbauer.  —  Sur  les  pôles  d'accélération  d'une  chaîne  ciné- 
matique. (279-290). 

Wlman.    —   Sur  le    nombre  des  coniques  déterminées  par  des 
points,  des  tangentes  et  des  normales.  (296-301). 

Confirmation  et  rectification  de  résultats  dus  à  Steiner. 

Scliultz,    —    Pour  la  transformation   d'un   système    d'équations 
différentielles  linéaires  aux  dérivées  partielles.  (3o2-3i  1). 

Si  dans  l'expression 

,  ,    ,  ôz  ôz  f)z 

les  <2,  étant  comme  les  b  dans  l'équation  qui  va  suivre,  des  fonctions  des  x, 
on  substitue  aux  variables  x^^  x^^  ...,  x^^__^  les  variables  indépendantes  fl,, 
^2»  •'••>  ?»- 1  définies  par  les  n  —  1  équations 

^i^  gi^x,,  x^_,   ...,  ^„)  (1  =  1,2,    ...,  Ai  —  i) 

qui  fournissent  les  11  —  i  solutions  distinctes  de  l'équation 

r,  /     X         7       ^^  7       ^^  i       ^^ 

on  est  amené  à  considérer  les  expressions 

où  p  est  une  quelconque  des  quantités  [i^(i=i,  2,  ...,  n  —  1).  M.  Soluill/ 
étudie  le  cas  où  la  l'onction  l{x\,  x.,,  ...,  ^„),  (piand  on  y  ren)place  x^, 
x.,,  ...,  ^,,^1  par  leurs  valeurs  en  jiii,  [â^,  ...,  ,3„_,,  se  présente  sous  la  forme 
^(  j;„  )<!>(  p,,  [Î2,  ...,  t^„_i)  et  parvient  à  la  conclusion  suivante  :  Étant  donné 
un  système  de  m  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  à /t  variables  indé- 
pendantes, sans  second  membre,  ce  système,  au  moyen  des  n  —  i  solutions  dis- 
tinctes de  l'une  des  équations  (jui  le  constitue,  se  ramène  ù  un  système  de  ni  —  i 
équations  à  n  —  i  variables,  sans  cjuc  la  condition  de  Jacobi  AB(;;)  —  HA  (c)  =  o 
soit  vérifiée,  si,  par  la  transformation,  une  fonction  de  la  variable  se  mot  en 
facteur.  Si  cette  fonction  se  réduit  à  une  constante,  le  système  est  conij>/ct  et 
lu  condition  de  Jacobi  est  vérifiée. 

Vellc'/i.  —  Théoicinc  do  (jéoMK'lnc  splicricpic  (|iii  oorrospoiid   au 
théorème  do  Pylhagore.  (.3i2-3iJ). 

//ccA/ioJ/ .  —  Les  surfaces  de  \'is  à  c^ourhure  inoviMiiir  ronstaiilo. 
(3i3-3:>o). 
Jl((//.  (k's  Sciences  fHdl/ic/n.,  :<.'  série.   I.  \\\.  (l'éviier  i.)oi.)  I\.> 
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Détermination  de  la  fonction  /(  c)  de  manière  que  la  surface  définie  par  les 

équations 

x  —  vcosu,        y  —  vsinu,        z~gu->rf{v), 

où  g  est  une  constante,  soit  telle  que  la  soinme  des  inverses  des  rayons  de 
courbure  soit  constante. 

Burmester.  —  Réfraction  liomocenirique  de  la  lumière  à  travers 
une  lentille.  (321-3.36). 

MillLer.   —   Constrtiction   de  la   cotiihe    focale   au   moyen  de  six 
points.  (337-352). 

Cette  courbe  est  une  cubique  circulaire  qui  passe  par  le  point  de  rencontre 
de  ses  asymplotes  imaginaires.  Outre  la  construction  indiijuée,  l'auteur  déve- 
loppe diverses  propriétés  de  cette  courbe  focale. 

Wilsing.  —  Sur  la  réfraction  liomocen trique  de  la  lumière  dans 
le  prisme.  (353-36i). 

Thieme.   —   Sur  une  surface  particulière  du  troisième  ordre  à 
quatre  points  doubles.  (3G2-3()9). 

Lieu  des  points  de  l'espace  tels  que  les  droites  qui  les  joignent  à  deux  points 
fixes  soient  également  inclinées  sur  un  plan  (ixe. 

Schilling.  —  Sur  la  représentation  conforme  de  l'aire  d'une  lem- 
niscate.  (370-3^  i). 

Beyel.    —   Remarques    sur   le  quadrilatère   doublement   centré. 

(372-3-5). 

Netto.  —  Sur  les  équations  aux  dérivées  partielles  que  vérifient 
les  fonctions  symétriques  des  racines  d'une  équation.  (375-38 1). 

Il  s'agit  principalement  de  la  seconde  des  deux  équations 

!]■="  5^  =  *-'>'"*£      ('.*-= -,^.3,...), 

X  =  ;t 
relatives  aux  fonctions  symétriques  R  de  racines  ^c^x^,  ...,  x^  d'une  équation 

X"—  c,a;"  "*+  c.^x"~-  —  . . .+  c„  =  o, 

établies  par  l'auteur  dans  le  t.  \X\VITT  de  la  Zeitschrift ;  la  démonstration  est 
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fondée  sur  rintrodiicLion  des  quantités 


X,  x\ 


à  la  place  des  quantités  x^^  x^_,  ...,  x„  dans  les  quantités  5-,,  c-^. 

Sporei\    —    Sur  le   centre  de  gravité  des   points   d'intersection 
d'une  conique  et  d'une  courbe  du  troisième  degré.  (38i-38/î)- 

Partie  historique. 

IViltstein.  —  Mélanges  historiques  II.  (i-()). 

Curtze.  —  La  multiplication  abrégée.  ('^-iS), 

Vlttstein.  —  Sur  quelques  manuscrits  et  une  publication  anté- 
rieure. (121-128). 

Ruska.  —  Pour  l'histoire  du  sinus.  (126-128). 

Supplément. 

Heiberg.  —  Ptolémiius  de  Analemmate.  (i-3o). 

Cui'tze.   —    Essai   sur   l'iiistoiic   de    l'Algèbre   en    Allemagne   au 
XV*  siècle.  (32-';74). 

Curtze.   —    Le  manuscrit    n"   I  i8!^6  de   la    himigl.    Iloj-  und 
Staalabibllolhek  de  Munich.  (^5-142). 

Eisenstein.  —  Autobiographie,  ]iublié(î   a\e('  des   notes  biogia- 
phiques  complémentaires,  par  M.  Pviidio.  (i/j3-i<)8). 

Eiscnsleiii.  —  l.ellrcîs  à  A.  Slcrn,  publiées  par  M.M.  Iliirwil/.  et 
lludio.  (i(3()-2o3). 

Wassilief.  —  Nicolas  Iwanowitscli   PobalselndVkij.  Dise-ours  tra- 
duit du  russe,  par  M.  l^^.ngel.  (^•.>o\-:>.\\). 
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Tome  XLI;  1896. 


Kôstlin.  —  Sur  les  singularités  d'une  courbe  algébrique.  (i-34). 

Une  courbe  ali;ébriquc,  dans  le  voisinage  d'un  point  singulier,  est  représentée 
par  un  développement  en  série  procédant  suivant  les  puissances  fractionnaires 
de  x^  par  exemple.  Dans  le  développement  certains  exposants  désignés  par  Smith 
sous  le  nom  d'exposants  critiques  {Proceed.  Lotid.  math.  Soc.,  VI,  1876) 
jouent  un  rôle  prépondérant.  Le  développement  en  série  peut  être  remplacé 
par  une  équation  entière  en  x,  y  obtenue  en  multipliant  membre  à  membre 
les  équations  irrationnelles  qui  représentent  les  diverses  branches  de  la  fonction, 
en  limitant  les  séries  aux  termes  que  l'on  veut  ;  la  nouvelle  courbe  représente  la 
courbe  primitive,  dans  le  voisinage  du  point  singulier,  avec  telle  approximation 
que  l'un  veut.  Elle  fournit  inversement,  comme  le  montre  l'auteur,  un  procédé 
graphique  pour  retrouver  le  développement  en  série  (Cramer,  Puiseux).  Elle 
fournit  aussi  le  moyen  de  déterminer  le  nombre  de  branches  linéaires,  à  tan- 
gentes distinctes,  qui  satisfont  à  la  condition  d'adjonction  pour  une  branche 
superlinéaire  (suivant  l'expression  de  Cayley),  nombre  qui  ne  dépend  que 
des  exposants  critiques.  Mais  la  courbe  adjointe  générale  (avec  son  nombre 
maximum  de  constantes  arbitraires)  dépend,  non  seulement  des  exposants 
critiques,  mais  des  coefficients  du  développement  en  série;  M.  Kostlin  montre 
comment  on  peut  en  déduire  la  forme,  de  la  forme  rationnelle  qui  correspond 
à  un  développement  en  série. 

Beez.    —    Pour    la    théorie    des    vecteurs    et    des    quaternions. 

(35-57;  ^'5-84). 

Exposition  critique  de  cette  théorie  :  d'après  Hamilton,  le  symbole  d'un 
vecteur  est  identique  avec  le  symbole  d'une  rotation  d'un  angle  droit  autour  de 
ce  vecteur.  M.  Beez  montre  que  cette  supposition  n'est  nullement  nécessaire, 
qu'on  peut  la  laisser  de  côté  tout  en  conservant  la  permanence  des  lois  for- 
melles, que  la  supposition  d'Hamilton  est  toutefois  la  plus  simple  et  la  plus 
commode  pour  le  calcul.  INIais  sa  simplicité  même  ou  plutôt  son  étroitesse  est 
la  raison  qui  empêche  d'étendre  le  calcul  hamiltonien  des  quaternions  à  plus 
de  quatre  unités;  en  admettant  une  relation  plus  générale  entre  un  vecteur  et 
la  rotation  d'un  angle  droit  autour  de  ce  vecteur,  on  parvient  aisément  à  un 
calcul  avec  8,  16,  ...,  2"  unités.  L'auteur  donne  les  tables  de  multiplications 
pour  le  cas  de  8,  16,  32  unités. 

Ileymann.    —   Remarques  didactiques   sur   l'équation    cubique. 
(^558-562). 

Millier.  —  Sur  la  courbe  focale  à  point  double.  {Jq'i-Ç)^). 

La  courbe  focale  a  été  définie  plus  haut.  En  exprimant  qu'elle  a  un  point 
double,  on  parvient  à  une  relation  du  quatrième  degré  entre  ses  coefficients. 
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Liebmann.  —  Sur  les  courbes  planes  du  quatrième  ordre  du 
genre  un.  (85-92). 

M.  Thomae  a  étudié  {Zeitschrift,  t.  XXIX)  la  représentation  des  points  ou  des 
plans  de  l'espace  au  moyen  des  cercles  d'un  plan.  On  peut,  plus  généralement, 
représenter  ces  points  (ou  ces  plans)  par  une  conique  appartenant  à  un  réseau 
avec  deux  points  fondamentaux.  Les  propriétés  des  surfaces  du  second  ordre 
conduisent  alors  facilement^  comme  le  montre  l'auteur,  aux  propriétés  des 
courbes  du  quatrième  degré  avec  deux  points  doubles,  et  à  des  façons  intéres- 
santes d'engendrer  ces  courbes. 

Reiischle.  —  Division  algébrique  abrégée  par  un  diviseur  du 
second  degré  ou  de  degré  supérieur.  (98-1 02). 

Reuschle.  —  Signification  géométrique  de  la  décomposition  en 
fractions  simples.  (io3-io6). 

Netto.   —   Une   formule    analogue  aux  formules   d'interpolation 
d'Euler.  (107-1  1 1). 
La   formule  d'interpolation   de   Lagrange  conduit  immédiatement  aux  for- 

^^'l  OC  ' 

mules  d'Euler  concernant  les  sommes   7    -r-, — ^ — ;  AL  Netto,  après  avoir  donné  la 

solution  du  problème  d'interpolation  de  Cauchy  relatif  à  la  détermination 
d'une  fraction  rationnelle,  montre  comment  cette  solution  conduit  à  une  for- 
mule, du  même  genre  que  celles  d'Euler. 

Kurz.  —  Ondes  liquides,  (i  i  i-i  i3).  —  EchaufTement  des  fluides 
et  des  solides  par  la  compression,  (i  i3-i  1  ^7).  —  Détente  adia- 
batique  des  gaz  réels,  (i  l'j-iio). 

Liebmann.  —   Construction  d'une  quadrique   par   neuf  points. 

(120-1 23). 
Cette  construction  est  ed'ectuée  dans  un  plan, 

Kommercll.  —  Une  nouvelle  expression  des  courbure?  mojontie 
et  totale  d'une  surface,  (i  23-126). 
La  surface  est  définie  par  une  équation  de  la  forme  f{x,  j',  c)  =  o. 

ScJilôniilcJi.  —  Sur  (juelques  produits  infinis  et  (|uel(|ucs  séries, 
(i  27-128). 
La  formule  d'Iùilcr-INIaclaurin  donne 


I    .  2 


log[(,-e-")(. -e-){, -<•'")...]=  ,,,-,^  +  -'-^R.,. 
(jui  permet  le  calcul  approché  du  [)rcmicr  membre  (juand  ;/  est  petit. 
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London.  —  Les  consiruclions  gcomclriqucs  du  lioisicinc  et  du 
quatrième  degré  au  moyen  d'une  droite  et  d'une  eourbe  fixe 
du  troisième  degré.  (129-1 52). 

Les  problèmes  du  Iroisièine  cL  du  (juatriùine  degré  se  ramènent  aux  pro- 
blèmes suivants  :  Connaissant  un  des  points  d'intersection  de  deux  coniques 
données,  construire  les  trois  autres  points,  construire  les  élémenls  triples 
d'une  involution  cubique  donnée  de  seconde  espèce.  Ces  deux  problèmes, 
quoique  se  ramenant  l'un  à  l'autre,  sont  traités  séparément  par  l'auteur,  qui 
montre  comment  le  premier  peut  se  résoudre  par  la  règle  quand  on  se  donne 
une  cubique  fixe,  et  comment  l'étude  du  second  conduit  à  d'intéressantes  pro- 
priétés des  cubiques  rationnelles.  Enfin  l'auteur  applique  sa  méthode  à  des 
problèmes  métriques  et,  en  particulier,  aux  problèmes  classiques  de  la  dupli- 
cation du  cube  et  de  la  trisection  de  l'angle.  C'est  la  cissoïde  qu'il  choisit 
comme  courbe  auxiliaire  pour  eiïcctuer  les  constructions. 

Vahlen.  —  Sur  les  chaînes  de  sphères  de  Steiner.  (i53-i6o). 

Problèmes  de  fermeture  relatifs  à  des  cercles  tangents  ou  à  des  sphères  tan- 
gentes. 

Cantor  {M.)-  —  Equations  fonctionnelles  à  trois  variables  indé- 
pendantes. (i6i-i(i3). 

L'équation  fonclionnclle 
admet  la  seule  solution 

Ilefftei'.  —  Construction  de  modèles  de  surfaces  isogonales.  (i63- 
1G6). 

Kurz.  —  Action  d'un  aimant  sur  un  aimant.  (167-169.  —  Energie 
potentielle  d'un  aimant.  (169-171).  —  Potentiel  d'une  sphère 
magnétique.  (172-175).  —  L'induction  magnétique.  (175-176). 

Klelber.  —  Essai  sur  la  théorie  cinématique  des  systèmes  arti- 
culés. ('77-198;  233-257;  2Si-3o4). 

Une  partie  des  propositions  contenues  dans  cet  important  travail  a  d(''jà  été 
donnée  sans  démonstration  par  rauleiir  dans  le  catalogue,  rédigé  par  M.  Dyck, 
de  l'Exposition  do  la  Deutsche  Mntlieniatiker  ï'e/'einigu/ig.J^c  but  de  l'auteur 
est  maintenant,  non  d'ajouter  quelque  pioposilion  particulière  à  la  masse  de 
celles  que  l'on  connaît  dt'jà,  mais  de  faire  un  exposé  vraiinent  systématiciue  de 
la  théorie  des  systèmes  articulés.  La  première  partie,  qui  contient  une  théorie 
des  pantagraplies^  est  essentiellement  une  interprétation  géométrique  de  la 
théorie  des  fonctions  linéaires  de  point.  La  seconde  partie  se  rapporte  à  des 
fonctions  de  point  d'ordre  plus  élevé, 
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Janker.  —  Les  fonctions  symétriques  élémentaires  et  les  sommes 
de  puissances  semblables  de  variables  appartenant  à  une  ou 
plusieurs  suites.  (199-209). 

En  désignant  par  a,,  a^y  ...,  a^  les  fonctions  symétriques  élémentaires  des 
variables  a;i,  x^,  ...,  x„  et  par  s^,  s^,  ...,  les  sommes  des  puissances  sem- 
blables, l'auteur  établit  les  formules 


„+i=^^  [«!«.  — (t -M  )«,+l] 


àSp 
âa, 


i  =  i 


V4  1 


VI  . àa, 

'    /'      ^      ds..     '" 


I  — 1 


qui  permettent  d'exprimer  les  5  au  moyen  des  a  et  inversement.  Des  formules 
analogues  se  présentent  quand  on  a  affaire  à  plusieurs  séries  de  variables. 

Sporer.  —  Sur  les  cercles  doublement  tangents  à  une  conique. 
(210-220). 

Beck.  —  Construction  du  plan  osculateur  à  la  courbe  d'intersec- 
tion de  deux  cônes.  (221-226). 

Kurz.  —  Solénoïdes,  spirales  annulaires  ou  sphériques.  (226-227). 

Kleiher.  —  Pour  la  construction  d'une  surface  du  second  degré 
par  neuf  points.  (228-230). 

Thomae.  —  Essai  sur  la  théorie  des  ensembles.  (28 1-232). 

Réflexions  sur  la  définition  des  ensembles  continus.  L'auteur  cite  une  dé- 
monstration due  à  un  étudiant  en  mathématiques,  mort  en  i885,  du  nom  de 
Balhauf,   de  ce  théorème   :   une   fonction   continue  telle  que  l'on  ait,   entre  les 

,■     •  ,      ,•        f{x  +  h)  —  f{x) 

limites  rt,  b  :  liin.  =^-^ ~ '^-^ — -  =o(/i>o)  est  une  constante. 

Foersler.  —  Les  coefiicients  d'élasticilé  et  les  pliénomènrs  de 
mouvement  ondidatoire  comme  fonctions  dos  j^oids  moléculaires 
et  des  chaleurs  s[)écifiques.  ( 258-264). 

Doehleinann.  —  Pour  la  détermination  de  la  mesure  dans  un  do- 
maine fondamental  uniforme.  (2()3-27i). 

L'auteur  fait  observer  que  la  démonstration  classi(|ne  du  lliéorème  sur  la 
constance  du  rapport  anliarmoni(|uc  d(^s  i|ualr(>  points  d'intorscclion  d'un  fais- 
ceau de  quatre  droites  par  une  sécante  est  insuflisante  pour  ce  qui  concerne  les 
signes  et  montre  coniuiciit  on  piuit  conii)ler  celle  lacune. 
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Stem  {M.).  —  Sur  les  relations  algébriques  dans  un  hexagone 
inscrit  dans  un  cercle,  (a^a-s'-ô). 

L'hexagone  est  supposé  tel  que  chaque  côté  ait  un  côté  adjacent  qui  lui  soit 
égal. 

Vollprecht.  —  Sur  le  passage  du  calcul  à  la  Géométrie,  en  parti- 
culier sur  la  possibilité  delà  multiplication  des  segments,  (s'jô- 
280). 

OppenJieinier.  —  Sur  les  points  doubles  des  courbes  algébriques. 

(3o5-325). 

Après  avoir  montré  comment  on   peut  en   général  construire  une  courbe  C" 
d'ordre  n  avec  p  points  doubles  et  q  points  simples,  sous  la  condition 

Zp  +  q=  ^ 

l'auteur  s'occupe  des  courbes  pour  lesquelles  q  est  nul  ou   égal  à  o  ou  à  2. 

Signalons  les   propositions    suivantes  :   Étant  donnée  une   courbe  C^"  admet- 

3  ;i  (  n  +  I  )                •    .      ,      ,  1                3  (  /i  H-  I  )    -  .        . ,  „  . 

tant h  I   pomts  doubles,  par  de  ces  pomts  il  passe  un  lais- 

ceau  de  courbes  G''"  les  admettant  pour  points  doubles. 

Un  faisceau  de  courbes  C"'  qui  admet  comme  doubles  points  de  base 

{n  —  I  )  (  n  —  2  ) 
2 

points  doubles  d'une  courbe  C"  de  genre  0  a  en  tout 

^^,_  3  (  ^  —  1  )  (  /?  —  2  ) 
2 

points  de  base.  Par  ces  points  et 

_.        îi^ — c)n-{-2o        ?>(n  —  i)(/i  —  2)        (2m  —  2/i  +  3)(2m  —  2/1  +  6) 
22  2 

autres  points  passe  une  courbe  C^'"~^"'^^. 

Ileymann.  —  Paradoxes  stéréométriques.  (326-33 1). 

Interprétation  géométrique  de  racines  réelles  d'une  équation  du  troisième 
degré  qui  ne  conviennent  pas  au  problème  dont  elle  est  la  traduction. 

Velten.  —  Nouvelle  déduction  des  propriétés  harmoniques  du 
quadrilatère.  (332-336). 

Partie  historique. 
Schlegel.  —  L'Ausdelinungslehre  de  Grassmann.  (1-21^  ^\-^g). 
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Korteweg.  —  L'année  de  naissance  de  Jean  Hudde.  (22-23). 

Curtze.  —  Sur  la  règle  Ta  Yen  en  Europe.  (81-82). 

Simon  {H.),  —  Les  prénoms  de  Vandermonde.  (83-85). 

Zelbr.  —  Le  problème  du  plus  court  crépuscule,  (i  21-148,  i53- 

Ï79)- 

Bobynin.  —  Extraction  des  racines  carrées  dans  la  Grèce  antique. 

(193-21  i). 

Tome  XLII;  1897  (*). 

Saalschiitz.  —  Etudes  relatives  à  la  monographie  de  Raabe  sur 
la  fonction  de  Jacob  Bernoulli.  (i-i3). 

a  =  00  p  =  p 

Sur  la  série    V     V  (a^ -h  p)"'aga;'*/'+?-',    sa    limite    quand   x    s'approche 

a  =  o  [3  =  1 
de  I,  son  expression  sous  forme  finie. 

Wôlfing.  —  Les  points  singuliers  des  surfaces.  (i4-36). 

Extension  à  l'espace  de  la  méthode  de  Newton  pour  l'étude  d'une  courbe 
autour  d'un  de  ses  points. 

Schilling.  — '  Théorie  cinématique  des  engrenages  hyperboloï- 
daux.  (36-69). 

L'auteur  étudie  en  particulier  la  variation  du  rapport  des  vitesses  angulaires 
avec  la  position  des  hyperboloïdes  tangents. 

Ileilermann.  —  Décomposition  de  l'équation  du  quatrième  degré. 
(6o-63). 

Beyel.  —  Remarque  concernant  les  remarques  sur  le  quadrila- 
tère doublement  centre.  (63). 

Finslerwaldcr.  —  Problème.  (63-64). 

(')  A  partir  de  iScjy,  M.  IMelnnke  prend  la  direclion  de  la  i)roinioro  partie  de 
la  publication  fondée  par  M.  Schloniilch  et  dirigée  par  lui  pendant  quarante 
et  un  ans.  M.  M.  Cantor  continue  à  diriger  la  seconde  partie.  M.  Mchmke  annonce 
l'inlenlion  (\\x\\  a  d'orienter  vers  les  applications  la  Zcitschrift.  (jui.  d'-iillcurs, 
leur  a  toujours  fait  une  place  notable. 
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Blater.  —  Faille  crimpression  dans  les  Tables  pour  le  calcul  des 
logarlllimes  à  neuf  décimales  de  GundeUinger  et  Nell.  (64)- 

Ahrens.  —  Sur  les  relations  entre  les  déterminants  d'une  matrice. 

(65-8o). 

Extension  des  résultats  obtenus  antérieurement  {Zeitsc/iri/t,  1896,  p.  177). 
Considérant  une  matrice  à  771  lignes  et  n  colonnes,  l'évanouissement  de  cer- 
tains déterminants  entraîne  l'évanouissement  de  tous  les  déterminants  du 
même  degré.  Ce  sont  ces  circonstances  qu'étudie  l'auleur. 

Ilej'/nann.  —  Exposition  élémentaire  de  la  transformation  et  de 
la  résolution  de  l'équation  du  cinquième  degré.  (81-98;  ii3- 
1  21). 

La  résolvante  qu'adopte  l'auteur  est  la  suivante 
A  Tj^ I  o  T,^  -f- 1  5  TJ  —  6  =  0, 

elle  dépend  du  paramètre  h.  L'auteur  compare  cette  résolvante  avec  les  résol- 
vantes de  Bring-Jerrard,  de  Briosclii,  de  Gordan  et  Ivlein,  avec  l'équation  de 
l'icosaèdre,  etc.  Il  montre  aussi  comment  on  obtient,  pour  le  septième  degré, 
une  résolvante  analogue. 

JMehmke.  —  Sur  un  instrument  pour  mener  une  droite  par  l'in- 
tersection de  deux  droites  qui  se  coupent  en  dehors  de  l'épure 
[dreiteilige  FlucJitpunklscliiejie).  (99-103). 

Kilbinger.  —  Sur  la  position  en  perspective  de  deux  figures  col- 
linéaires  planes.  (io4-io5). 

Karl.  —  Sur  un  problème  de  Mécanique.  (io5-iOy). 

Schiissler.  —  Sur  la  perspective  du  cercle,  (lo'j-i  i  i). 

Beyel.  —  Un  problème  de  la  théorie  des  ombres,  (i  i  i-i  12). 

llyde.  —  Lieux  représentés  [)ar  les  équations/;  =  '^"c  et/;  =:  C3"'V'^. 

Somoff.  —  Sur  les  vitesses  hélicoïdales  d'un  corps  solide  s'ap- 
puyant  sur  plusieurs  surfaces.  (i33-i53^  181-182). 

Le  Mémoire  de  M.  Somoiï  donne  le  moyen  de  délern)iner  et  de  se  représenter 
clairement  quels  sont  les  axes  possibles  du  mouvement  hélicoïdal  d'un  corps 
solide  s'appuyant  sur  une,  deux,  ...,  cinq,  ...  surfaces.  La  question  est  traitée 
géométrifiucmcnt. 
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KosvalcKVski,  —  Un   théorème  de  la  moyenne  pour  un  système 
de  11  intégrales.  (loS-io^). 

Si  les  n  fonctions  'o.{t)  (i  =  i,  2,  ...  n)  sont  réelles  et  continues,  de  a  à  b, 
on  peut  déterminer  n  nombres  positifs  \^  dont  la  somme  est  égale  à  i,  tels 
que  l'on  ait 


L 


'i,{t)dt=  {b  -  a)['K,'o,{t)  +  \'^,{t)  ^. .  .+  \'o,^{t)]. 


ScJieye.    —    Sur   une    nouvelle    conséquence    de    la    théorie    de 
Maxwell  des  phénomènes  électriques.  (iS^-iSq). 

Valilen.  —  Sur  un  théorème  de  Statique.  (160). 

Cranz.  —  Esquisse  d'une  grapho-balistique  fondée  sur  les  Tables 
de  Krupp.  (i83-2o4). 

Range.  —  Sur  la  didérentiation  des  fonctions  empiriques.  (200- 

2l3). 

Nos  appareils  d'observation  remplacent  les  valeurs  des  phénomènes  par  des 
valeurs  moyennes;  elles  intègrent  en  quelque  sorte  les  mesures;  M.  Runge 
montre,  sur  un  cas  particulier,  comment  on  peut,  jusqu'à  un  certain  degré,  dé- 
brouiller cette  intégration  :  c'est  là  ce  qu'il  appelle  dijf'érentiation.  M.  Paschen 
{L'eber  die  Spektren  /ester  Kôrper)  a  appliqué  la  méthode  de  M.  Runge,  c'est 
lui  aussi  qui  a  formulé  le  problème. 

Vahleii.  —  Sur  les  diviseurs  numériques  des  fonctions  entières. 
(214-21  5). 

Ebner,  —  Le  théorème  de  Bour  généralisé  (par  M.  INI.  Lévy). 
(21 5-2  i(i). 

Ilolzniûller.  —  Sur  un  théorème  de  la  théorie  des  fonctions  et  son 
application  aux  systèmes  de  courbes  isothermes  et  à  quchpics 
théories  de  lMiysi(jue  rnnthématicpic.  (2i'j-246). 

L'auteur  montre  le  |)arli  ((u'on  peut  tirer  de  ce  fait  (juc  le  lo^arilhme  du 
module  et  l'argumeiit  de  la  dérivée  d'une  fonction  analytiiiuc  vérilicnl  l'équa- 
tion A-/f  —  o. 

Mûllei'.  —  Essais  sur  la  théorie  des  ([uadrilatères  arlicuh's  plans. 
(247-271). 

L'auteur  introduit  d'abord  dans  la  théorie  du  niouvenienl  d'un  plan  sur  un 
plan  des  points  remarquables  qu'il  désigne  sous  le  nom  de  pôles  d'inflexion  et 
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de  rebrousscnicnt  d'ordre  supérieur.  Si  l'on  considère  une  droite  (A)  lice  au 
plan  mobile  et  le  point  a  où  elle  touche  son  enveloppe,  le  centre  de  courbure  a' 
correspondant  est,  comme  on  sait,  sur  le  cercle  des  rebroussements  R,;  la  nor- 
male en  a'  à  la  droite  aa'  ou  à  la  développée  de  l'enveloppe  passe  par  le  pôle 
(ordinaire)  des  rebroussements  Pj  ;  cette  normale  en  a'  touche  son  enveloppe 
(développée  de  la  développée)  en  un  point  a"  dont  le  lieu,  à  un  moment 
donné,  quand  A  varie,  est  le  second  cercle  B2  ^^^  rebroussements;  la  perpen- 
diculaire en  a"  à  la  droite  a' a"  rencontre  R,  au  second  pôle  des  rebrousse- 
ments Po;  on  définit  de  même  le  troisième  cercle  et  le  troisième  pôle  des 
rebroussements.  La  dualité  du  mouvement,  par  laquelle  on  sait  que  s'échan- 
gent le  cercle  des  rebroussements  et  le  cercle  des  inflexions,  conduit  ensuite 
aux  notions  de  second,  de  troisième  pôle  d'inflexion.  M.  Mùller  applique  ces 
notions  au  cas  du  mouvement  d'un  quadrilatère  articulé  dont  un  côté  est  fixe  : 
elles  lui  permettent  l'étude  des  points  dont  la  trajectoire  a  un  point  de  contact 
du  cinquième  ordre  avec  sa  tangente  et  le  conduisent  à  des  résultats  systéma- 
tiques concernant  le  j:;uidage  rectiligne  approché. 

Brauer.  —  Application  de  la  courbe  d'intégration  au  partage  des 
volumes,  ['l'ji-i'j^). 

Stâckei.  —  Sur  les  domaines  voisins  dans  l'espace.  (2'y5). 

Korselt.  —  Stir  un  appareil  qui  permet  de  diviser  un  angle  quel- 
conque en  un  nombre  impair  quelconque   de   parties  égales. 

(276-278). 

Jan^.  —  l^our  la  théorie  de  l'équation  ——■  :=<2-Acp  fondée  sur 
l'équation  de  Kircblioff  relative  au  principe  de  Htiygens.  (278- 
279)- 

C.  B.  —  Problème.  (280). 

Beyel.  —  Le  cercle  cubique  à  point  double.  (28i-3o3). 

Etude  géométrique  du  lieu  d'intersection  de  deux  droites  correspondantes  de 
deux  faisceaux,  la  correspondance  étant  telle  que  dans  l'un  des  faisceaux  l'angle 
de  deux  droites  soit  double  de  l'angle  des  droites  correspondantes  de  l'autre 
faisceau. 

Korselt.  —  Sur  le  problème  des  bissectrices.  (3o4-3i2). 

Le  problème  :  «  trouver  les  côtés  d'un  triangle,  connaissant  les  bissectrices  », 
dépend  d'une  équation  qui  n'est  pas  résoluble  par  radicaux. 

Schulze.  —  Une  formule  de  la  théorie  des  déterminants.  (3i3- 
322). 

Sur  la  décomposition  en  faisceau  du  déterminant  que  Weierstrass  (lettre  à 
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M.  Schwarz,  Gottinger  Nachrichten^  1884 )  a  désigne  par 

V 


s^u-^k 


h 


(A-,  [i.,  /■  =  I,  2,  3,  ...,  n)^ 


et  dont  l'évanouissement  exprime  que  la  division  de  deux  nombres  complexes 
formés  avec  11  unilés  est  impossible. 

Stàckel.    —   Sur  une  équation  fonctionnelle   étudiée  par  Abel. 
(323-326). 

Le  problème  d'Abel  consiste  à  déterminer  une  fonction  f{x,  y)  telle  que 
l'expression /[  2, /( 57,  jk)]  soit  symétrique  en  x,  y^  z.  M.  Stiickel  montre  la 
lacune  qui  se  trouve  dans  le  raisonnement  d'Abel  et  comment  on  peut  la 
combler. 

Mehmke.  —  Pour  la  loi  des  extensions  élastiques.  (32^-338). 

Richter.  —  Construction  des  axes  d'inertie  d'un  triangle.  (339- 

340). 

Partie  historique. 

Schleslnger.  —  Wilhelm  Schrentzel.  (i-4)- 

Berthold.  —  «  Eppur  si  muove  ».  (5-8). 

Le  Congrès  international  de  Mathématiques  de  Zurich  pour  1897. 

(73-74). 

Curtze.  —  Les  racines  carrées  et  cubiques  chez  les  Grecs  d'après 
la  Mcxp'.xà  nouvellement  retrouvée  de  Héron.  (1 12-120). 

Werthelm.  —  Sur  un  problème  de  Diophante  dans  son  écrit  sur 
les  nombres  polygonaux.  (121-126). 

Curtze.   —  La  formule  de  la  racine  carrée  de  Héron,  chez  les 
Arabes,  chez  Régiomontan. 


Tome  XLIII;  1898. 


Distell.  —  Sur  les  courbes  et  les  surfaces  roulantes.  (i-35). 

II  s'agit  des  courbes  ou  des  surfaces  qui   permettent,  par  un  roulement  sans 
glissement,  de  transformer  un  mouvement  de  rotation  uniforme  en  \\\\  mouve- 
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incnl  (le  rotation  non  iinifornio.  Dans  le  présent  Travail  l'aiileiir  s"occii[)e  du 
cas  où  les  axes  de  rotation  sont  parallèles  ou  se  rencontrent. 

Millier.  —  Le  guidage  reclillgiic  aj)|)rocIié  au  moyen  d'un  quadri- 
latère plan  arlicnlé.  (36-4o). 

Le  guidage  est  dit  approché  à  n  points  si  un  point  du  plan  de  la  bielle 
dcerit  une  courbe  qui  rencontre  une  droite;  en  /?  points  et  s'en  écarte  très 
peu  entre  ces  n  points;  il  est  dit  précis  à  n  points,  si  les  n  points  sont  infi- 
niment voisins.  On  sait  que  l'on  a  n^i].  Le  cas  du  guidage  précis  à  6  points  a 
été  étudié  précédemment  par  l'auteur  (t.  >kLlI,  p.  2'i7).  Il  étudie  présentement 
divers  autres  cas. 

Mehmke.  —  Sur  la  détermination  inalliéniatique  de  la  clarté  dans 
les  salles  éclairées  par  la  lumière  du  jour,  en  particulier  dans 
les  ateliers  avec  éclairage  par  le  plafond.  (41-02). 

Hammer.  —  Pour  le  calcul  des  inclinaisons  des  points  d'assem- 
blage d'une  charpente.  (58-6 1). 

Stâckel  {W.).  —  Pour  l'étude  graphique  des  forces  dans  l'espace. 
(62-64). 

Béez.  —  Sur  la  transformation  aulomorphe  d'une  somme  de 
carrés  au  moyen  des  transformations  infinitésimales  et  sur  les 
nombres  complexes  d'ordre  supérieur.  (65-79;    '^i-'^^;  27'y- 

3o4). 

La  norme  d'un  quaternion  à  2"^'  unités  est,  comme  l'a  montré  l'auteur 
(  ZeitscJirift,  t.  XLI  ),  en  relations  étroites  avec  le  déterminant  gauche  de  Cayley 

n{  n  —  i)  ,,,  .,.         ,  ,.  -1.1  •  1' 

avec  H-  I  éléments  indépendants,  et  1  on  sait  le  rôle  que  joue  ce  déter- 
minant dans  la  détermination  des  substitutions  orthogonales.  M.  Béez  reprend 
le  problème  de  la  construction  du  groupe  des  transformations  automorphes  d'une 
somme  de  carrés,  en  appliquant  la  méthode  de  Lie,  c'est-à-dire  qu'il  construit 
ce  groupe  au  moyen  de  ses  transformations  infinitésimales.  Le  même  problème 
est  ainsi  résolu  au  moyen  des  vecteurs  et  des  quaternions. 

MeJnnke.  —  Table  auxiliaire  pour  la  résolution  des  équations  du 
second  degré  à  racines  réelles.  (80-84). 

Les  coefficients  de  l'équation  sont  donnés  par  leur  logarithme.  La  table  que 
donne  M.  Mehmke  traduit  la  relation  entre  r=  logy  et  u  =  log±(j)-^  —  y)] 
et  permet  de  trouver  aisément  les  logarithmes  des  racines. 

Finsterwalder.  —  Analyse  harmonique  au  moyen  du  planimètre 
polaire.  (85-92). 
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On  a  construit  des  instruments  pour  déterminer  les  coefficients  de  la  série  de 
Fourier  qui  représente  une  fonction  donnée  grapliiqucment  (Coradi,  Sharp  et 
Hcnrici).  Le  pianiniètre  polaire  ordinaire  permet  de  résoudre  le  même  pro- 
blème, et  cette  solution  peut  être  précieuse  pour  celui  qui  n'a  à  le  résoudre 
qu'occasionnellement. 

Gerber.  —  La  propagation  de  la  gravitation  dans  l'espace  et  dans 
le  temps.  (93-104). 

L'auteur  étudie  l'hypothèse  d'une  vitesse  finie  de  la  propagation  du  potentiel. 
La  discussion  du  mouvement  du  périhélie  de  Mercure  le  conduit  à  une  déter- 
mination de  cette  vitesse,  comparable  à  celle  de  la  lumière  et  des  ondes  élec- 
triques. 

Ilammer.  —  Sur  la  détermination  d'un  point  par  des  mesures  de 
distances.  (io4-ii5). 

Etant  donné  un  réseau  de  points  situés  dans  un  plan,  on  se  propose  d'y 
intercaler  un  nouveau  point  dont  on  a  mesuré  directement  les  distances  à  trois 
points,  d'en  déterminer  les  coordonnées,  si  l'on  se  place  au  point  de  vue  du 
calcul;  l'auteur,  sur  un  exemple  numérique,  montre  comment  on  devra  com- 
biner les  opérations  et  déterminer  les  limites  de  l'erreur.  Il  étudie  le  même 
problème  graphiquement. 

Koivalewski  (G.).  —  Remarque  sur  un  théorème  de  calcul  diffé- 
rentiel, (i  16-1  18). 

Kowale^vski.  —  Remarque  sur  le  théorème  de  la  moyenne  pour 
un  svstème  de  n  intégrales,  (i  18-120). 

L'auteur  revient  sur  un  théorème  qu'il  a  signalé  dans  le  Tome  précédent  de 
la  Zeitschrift  pour  le  remplacer  par  l'énoncé  suivant  : 

On  a,  en  désignant  parF(^)  une  fonction  continue  qui  garde  le  même  signe 
entre  a,  h 

pb  ph 

/     ?,(OF(0=[\?i(^)  +  >^2'-?2(^2)+---+\/-?„(^.)]   /      \'{t)dt 

^  a  '-'a 

(i  =  1,    2,    ...,   «), 

OÙ  les  X  sont  des  nombres  positifs  dont  la  somme  est  un. 

Il  compare  cette  proposition  à  un  théorème  de  Weierstrass  signalé  par 
Mermite  {Cours  de  la  Sorbonne,  7"  leçon,  i88j)  et  relatif  au  cas  de  n  =  2;  il 
en  donne  en  outre  plusieurs  applications. 

Cranz.  — •  Recherches  théoriques  et  expérimentales  sur  le  mou- 
vement de  l'axe  d'ime  balle  allongée  animée  d'un  mouvement 
de  rotation,  pendant  qu'elle  parcourt  sa   Irajecloirc.  (11M-162, 

174-215). 

Etude  documentée,  tant  au  point  de  vue  histc^riquc  qu'au  piMiit  de  vue  expe- 
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rtrnciilal,  sur  le  nioiivcincnt  de  l'axe  (riinc  balle  autour  du  eenlrc  de  gravité. 
L'expérience  seuiblait  contraire  à  la  théorie,  en  montrant  un  mouvement  pen- 
dulaire beaucoup  plus  lent;  une  étude  approfondie  conduit  l'auteur  à  cette 
conclusion  :  Le  désaccord  tient  à  ce  qu'on  a  confondu  le  mouvement  de  pré- 
cession et  le  mouvement  de  nutation  de  l'axe;  les  apparences  observées  se  rap- 
portent à  la  nutation,  non  à  la  précession. 

La    question    est   traitée    tliéori(|uement,    par  approximation,    pour   une    loi 
quelconque  de  résistance  de  l'air  ;  les  résultats  sont  comparés  avec  l'expérience. 

Brauer.  —  Le  Pei'spectlv-Reisser.  (i(i3-i6()). 

Instrument  destiné  à   faciliter  la   construction   de  la  perspective  d'un  objet 
dont  on  a  deux  projections  parallèles. 

VaJilen.  —  Sur  le  pendule  de  Foucault.  (166-167). 

VaJilen.  —  Sur  les  équations  du  troisième  et  du  quatrième  degré 
dont  une  solution  peut  s'obtenir  par  l'extraction  de  racines  qui 
s'effectuent  rationnellement.  (167-169). 

Holzmûller.  —  Sur  les  états  de  tension  pour  lesquels  il  y  a  un 
potentiel  de  tension  et  un  potentiel  de  dé[)lacement.  (216-229). 

Le  premier  potentiel  a  le  caractère  d'un  potentiel  newtonien,  le  second  d'un 
potentiel  logarithmique.  L'auteur  développe  avec  soin  un  exemple  concret. 

Ludwig.  —  La  variabilité  des  êtres  vivants  et  la  loi  des  erreurs 
de  Gauss.  (230-242). 

L'auteur  résume  de  nombreuses  et  longues  études  de  statistiques  qui  se  rap- 
portent surtout  à  la  variation  des  plantes. 

Luroth.  —  Le  mouvement  d'un  corps  solide.  (243-268). 

Études  cinématiques  présentées  comme  un  exercice  TQ.\dil\{ hV Ausdehnungs- 
lehre. 

D^ Ocagne.  —  Sur  les  types  les  plus  généraux  d'équations  repré- 
sentables par  trois  systèmes  de  cercles  ou  de  droites  cotées. 
Application  aux  équations  quadratiques.  (269-276). 

Mattliiessen.  —  Sur  l'anamorphose  elliptique  dans  la  représenta- 
tion dioptrique.  (3o5-3i  1). 

Korselt.  —  Sur  le  Iractorio  graphe  àQ,¥%\Qx\v\  et  sur  le  Stangen- 
planimeler.  (3  12-317). 

Instrument  propre  à  décrire  la  tractricc  d'une  courbe  quelconque  (qui  rem- 
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placerait  la  droite  de  la  tractrice  ordinaire).  M.  Mehmke  a  ajouté  à  cet  article 
d'intéressantes  remarques  historiques. 

Korselt.  —  Addition  à  l'article  Sur  un  mécanisîne  qui  permet 
de  diviser  un  angle  quelconque  en  un  nombre  impair  de 
parties  égales.  (3 1 8-3 19). 

Timerding.  —  Sur  la  projection  de  Mercator.  (320-328). 

L'auteur  étudie  en  particulier  la  transformée  d'un  cercle  tracé  sur  la  sphère. 

Mertelsmann.  —  Le  problème  des  quinze  pensionnaires.  (329- 
334). 

Thomae.  —  Sur  la  construction  de  Hesse  d'une  surface  du  second 
ordre  donnée  par  neuf  points.  (334-338). 

Mehmke.  —  Sur  un  appareil  pour  la  résolution  des  équations 
numériques  à  quatre  ou  cinq  termes.  (338-34o). 

Partie  historique. 

Ilelm.  —  Remarque  sur  la  manière  d'écrire  d'Ampère.  (1). 

Wertheim.  —  Observation  de  Fermât  sur  le  théorème  de  Nico- 
maque.  (41-42). 

Curtze.  —  Un  Tractatus  de  abaco  à  la  fin  du  xii"  et  au  com- 
mencement du  xiri'^  siècle.  (i22-i3o). 

Ileydenreicli.  —  Denis  Papin.  (i3o-i38). 


SITZUNGSBERTCIITE  drh  i\iATin<:M.\Tiscn-i'iiYsncALiscnEN  Classe  der  KoNUi- 

LICII    BAYERISCIIEN    AcADEMU:    DER   WlSSENSCHAFTEN    ZU   MlNCUEN. 

Tome  \. 
Communications  nialhéniatiques  faites  à  rAcadéniie  en  1871. 

lion  Bauernfeind .  —  Sur  une  solution  mécanique  du  problème 
de  Pothenot.  (124-127). 

/?////.  des  Sciences  iDathcni.,  .>•"  sonc.  l.  \\\'.  (  révrior  i()fii.)  H. 3 
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Tome  II. 
Communications  mathématiques  faites  à  l'Académie  en  1872. 

von  Kobell.  —  Notice  biographique  sur  Jolin-Frederick-William 
Herschell.  (89-92). 

Bauer  (G-).  —  Remarques   sur  quelques  déterminants   et  leur 
signification  géométrique.  (345-354). 

Généralisation  des  tlicorèmes  de  von  Staudt,  Joachimsthal,  Ki^onecker.  Cayley, 
sur  les  produits  de  déterminants  représentant  des  aires  de  triangles,  des  volumes 
de  tétraèdres,  etc.  Les  points  de  ces  figures  sont  ici  remplacés  par  des  sphères; 
les  sphères  circonscrites  aux  tétraèdres  sont  remplacées  par  les  sphères  orthogo- 
nales aux  sphères  qui  remplacent  les  points. 

Tome  III. 
Communications  mathématiques  faites  à  l'Académie  en  1873. 

von    Kobell.    —    Notice    biographique    sur    Rudolph-Friedrich- 
Alfred  Clebsch.  (129-130). 

Tome  IV. 
Ce  volume  ne  contient  aucune  Communication  mathématique. 

Tome  V. 
Communications  mathématiques  faites  à  l'Académie  en  1875. 

von  Kobell.  —  Notice  biographique  sur  Ludwig-Otto  Hesse. 
(i3o-i32). 

Bauer  (G.).  —  Remarque  sur  les  suites  infinies  formées  au 
moyen  de  fonctions  sphériques.  Etude  particulière  de  certaines 
séries  dont  les  termes  sont  des  produits  ou  des  carrés  de  fonc- 
tions sphériques.  (247-272). 

Tome   VI. 
Communications  mathématiques  faites  à  l'Académie  en  1876. 

Seidel.  —  Sur  la  probabilité  de  l'apparition  de  certains  événements 
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qui  n'ont  lieu  que  rarement,  quoique  pouvant  arriver  un  nombre 
infini  de  fois.  (44-5o)- 

von  KobelL  — Notice  biographique  sur  Friedrich-Julius  Richelot. 

(.25). 

du  Bois-Reymond  (P.)-  —  Sur  le  domaine  de  convergence  de 
la  série  de  Taylor.  (225-23^). 

II  s'agit  de  fonctions  réelles  de  variables  réelles. 

von  Bauernfeuid  (C.-M.).  —  Méthode  d'approximation  per- 
mettant de  compenser  les  erreurs  d'observation  accidentelles 
que  l'on  peut  commettre  dans  une  suite  de  mesures  de  hauteur. 
(243-2^0). 

Tome  VII. 
Communications  mathématiques  faites  à  l'Académie  en  1877. 

SeideL  —  Sur  un  procédé  permettant  d'obtenir  facilement  la 
suite  des  nombres  de  Bernoulli  et  quelques  autres  suites  ana- 
logues. (  157-187). 

Tome  VIII. 
Communications  mathématiques  faites  à  l'Académie  en  1878. 

von  KobelL  —  Notice  biographique  sur  Urbain-Jean-Joseph 
Leverrier.  (io2-io3). 

von  KobelL  —  Notice  biographique  sur  Angclo  Secchi.  (i  10). 

Bauer  (G.).  —  Sur  les  systèmes  de  courbes  du  sixième  ordre  que 
l'on  rencontre  dans  l'étude  du  problème  des  normales  à  une 
conique.  (i2i-i35). 

Les  résultats  obtenus  par  l'auteur  complètent  ceux  de  Clebsch  {Journal  fin- 
Matkematik,  t.  G2). 

von  Bauernfeind.  —  Sur  la  compensation  des  erreurs  d'obser- 
vation accidentelles.  Second  arlicle.  (4  i  5-423). 
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Tome  IX. 
Ce  volume  ne  contient  aucune  Communication  mathématique. 

Tome  X. 

Communications  mathématiques  faites  à  l'Académie,  de  novembre  1879 

à  juillet  1880. 

Klein  (F.).  —  Contribulion  à  la  théorie  des  fonctions  modulaires. 

(89-100). 

Exposé  de  la  façon  dont  l'auteur  envisage  les  fonctions  modulaires.  On  n'aper- 
cevait aucun  lien  entre  les  diverses  équations  modulaires  obtenues  jusqu'alors; 
les  recherches  de  M.  Klein  mettent  ce  lien  en  évidence;  ces  diverses  équations 
expriment  des  cas  très  particuliers  d'un  type  général  de  co/-respondance  sur 
une  courbe  de  genre  déterminé. 

Giester  (/.).  —  Relations  entre  le  nombre  de  classes  de  formes 
quadratiques  binaires  à  déterminant  négatif.  (147-1 63). 

On  les  obtient  en  envisageant  les  correspondances  modulaires  de  tous  les 
rangs  m;  en  évaluant  de  deux  façons  différentes  (l'une  arithmétique,  l'autre 
algébrique),  pour  chaque  valeur  de  m,  les  coïncidences  qui  ont  lieu  dans  ces 
correspondances,  et  en  égalant,  pour  chaque  valeur  de  wi,  les  deux  expressions 
ainsi  obtenues. 

Klein  (F.).  —  Sur  une  infinité  de  formes  normales  de  l'intégrale 
elliptique  de  première  espèce.  (533-54 1)- 

Le  module  A-  de  Legendre  est  le  premier  terme  d'une  suite  infinie  de  mo- 
dules qui  jouent,  à  plusieurs  égards,  un  rôle  aussi  important  que  A-  lui-même. 
A  chacun  de  ces  modules  correspond  une  intégrale  elliptique  normale  de  pre- 
mière espèce  dans  laquelle  il  figure  comme  constante.  Il  convient  d'étudier 
directement  ces  diverses  intégrales  et  non  de  chercher  à  les  ramener  à  l'inté- 
grale elliptique  normale  de  Legendre.  INI.  Klein  envisage  plus  particulièrement 
deux  des  types  choisis  parmi  les  plus  simples  dans  la  suite  infinie  d'intégrales 
que  l'on  obtient  ainsi. 

Bauer  (G.).  —  Sur  une  propriété  de  riiyperboloïde  à  une  nappe. 

(G35-64o). 

Envisageons  trois  générations  quelconques  de  l'un  des  systèmes  de  généra- 
trices d'un  hyperboloïde  à  une  nappe  quelconque  et  les  trois  génératrices  de 
l'autre  système  qui  leur  sont  respectivement  parallèles;  le  volume  du  parallé- 
lépipède déterminé  par  ces  six  droites  est  constant.  On  ne  connaissait  qu'un 
cas  particulier  de  ce  lliéorènic. 
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Tome  XI. 

Communications  mathématiques  faites  à  l'Académie,  de  novembre  1880 

à  juillet  1881. 

Schrôter  (//•).  —  Sur  une  propriété  de  l'hyperboloïde  à  une 
nappe.  (238-241). 

L'auteur  établit  deux  nouvelles  relations  qui,  ainsi  que  celles  de  M.  Bauer 
(t.  X),  se  déduisent  des  relations  d'invariance  bien  connues  que  l'on  rencontre 
dans  la  théorie  des  diamètres  conjugués  d'une  quadrique. 

Bauer  (G.).  —  Sur  les  triples  de  droites  situées  sur  un  hjperbo- 
loïde  à  une  nappe.  (241-248). 

Démonstration  de  divers  théorèmes  concernant  ces  triples  de  droites. 
von  Kobell.  —  Notice  biographique  sur  Carl-Wilhelm  Borchardt. 

(374-375). 

Lommel  {E .).  —  Théorie  de  la  rotation  du  plan  de  polarisation. 
(454-468). 

Tome  XII. 
Communications  faites  à  l'Académie,  de  novembre  1881  à  décembre  1882. 

Lommel  {E.).  —  Théorie  de  la  double  réfraction  elliptique. 
(39-56). 

du  Bois-Reymond  (P.).  —  Théorème  général  concernant  les 
conditions  d'inlégrabililé  d'une  fonction  de  fonctions  inté- 
grables.  (240-242). 

Démonstration  d'un  théorème  énoncé  seulement  sans  démonstration  dans  le 
tome  16  des  Matheniatische  Annalen  et  d'après  lequel  toute  fonction  con- 
tinue de  fonctions  intégrablcs  est  intégrablc. 

von  Kobell.  —  Notice  biographique   sur  Eduard  Heine.  (260). 

Vanecek  (J.-S .).  —  Sur  l'inversion  générale.  (463-466). 

Développement  d'une  Note  du  mémo  autour  insérée  dans  les  Comptes  rendus 
de  L' Académie  des  Sciences  du  10  avril  188 j. 
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Tome  XIII. 
Communications  mathématiques  faites  à  l'Académie  en  i883. 

Brill  (A.).  —  Contribution  à  la  théorie  des  lignes  géodésiqiies  et 
du  triangle  géodésique.  (5i). 

Cette  Communication  est  insérée  dans  les  Mémoires  de  r Académie. 

Iless  {}V.).  —  Sur  la  flexion  et  la  torsion  d'une  tige  élastique 
infiniment  mince.  (82-110). 

von  Braunmûhl.  —  Sur  la  longueur  réduite  d'un  arc  géodé- 
sique et  sur  la  construction  d'une  surface  dont  les  normales 
soient  tangentes  à  une  surface  donnée.  (247). 

Cette  Communication  est  insérée  dans  les  Mém.oires  de  l'Académ^ie. 

Bauer  (fi.).  —  Sur  le  (déterminant)  hessien  de  la  surface  lies- 
sienne  d'une  surface  du  troisième  ordre.  (820). 

Cette  Communication  est  insérée  dans  les  Mémoires  de  l'Académie. 

Baiier  {G.).  —  Sur  la  forme  et  les  dimensions  relatives  des 
courbes  paraboliques  tracées  sur  une  surface  du  troisième 
ordre.  (320-343). 

Tome  XIV. 
Communications  mathématiques  faites  à  l'Académie  en  1884. 

von  Seidel  (L.-Ph.).  —  Sur  une  loi  de  probabilité  des  erreurs 
d'observation.  (198). 

Cette  Communication  n'a  pas  été  publiée  dans  ce  Recueil. 

Kuen  (Th.).  —  Sur  les  surfaces  pour  lesquelles  la  mesure  de  la 
courbure  est  constante.  (193-206). 

Seeliger  {II-)-  —  Sur  la  forme  de  la  planète  Uranus.  (267-279). 

Lûroth  (/.).  —  Sur  les  périodes  canoniques  des  intégrales  abé- 
liennes.  (6o4). 

Cette  Communication  est  insérée  dans  les  Mémoires  de  V Académie. 
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Tome  XV. 
Communications  mathématiques  faites  à  l'Académie  en  i885. 

Brlll  (A.).  —  Sur  les  courbes  iinicursales  (planes  et  gauches)  et 
sur  les  surfaces  réglées  de  genre  zéro.  (2^6-287). 

Meyer  i^Franz).  —  Sur  la  réductibilité  des  équations,  en  parti- 
culier des  équations  du  cinquième  degré  à  paramètres  linéaires. 

(4i3-45i). 

Considérations  analogues  à  celles  de  M.  Petersen  (  Théorie  des  équations  algé- 
briques, première  Partie,  Chap.  IV);  les  développements  sont  toutefois  tout 
à  fait  différents.  Il  s'agit  principalement  de  déterminer  trois  fonctions  entières 

d'une  variable  jj.,  de  même  degré  v,  telles  qu'en  remplaçant  les  paramètres  u^, 
M2,  W3  qui  figurent  linéairement  dans  une  fonction  enlicre  du  cinquième  degré 
en  )v, 

UxfxO-)  +  "./.(>;)  -h  uJ^Çk), 

par  ces  trois  fonctions  entières  cp,,  cp,'  ?3>  l'expression  ainsi  obtenue 

se  décompose  en  un  produit  de  fonctions  rationnelles  des  deux  variables  >v,  (jl, 

Kœnigsberger  (^Leo).  —  Démonstration  de  l'impossibilité  de 
l'existence  d'un  théorème  fonctionnel  distinct  du  théorème 
d'Abel.  (462-468). 

Tome  XVI. 
Communications  mathématiques  faites  à  l'Académie  en  1SS6. 

von  Dôlliiiger.  —  Notice  biographique  sur  Johann-Jacob  Baejcr. 
(6  à  9). 

Baiier  (G.).  —  Sur  le  calcul  du  discriminant  d'une  forme  binai l'c. 
(i83-i()i). 

Caylcy  avait  fait  observer  que  le  discriminant  d'une  forme  binaire  quolconciue 
de  diniLMision /j  peut  être  obtenu  au  moyen  du  discriminant  crunc  forme  bin.iirc 
(le  dimension  {n  —  i);  iM.  Baucr  montre  connncnt  on  peut  clVcctucr  les  calculs 
lorscju'il  s'agit  d'appliquer  le  llicorèmc  de  Cayley. 
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Tome  XVII. 
Commiinicalions  malhématiqucs  faites  à  rAcadémie  en  1887. 

Voss  (A.).  —  Sur  les  surfaces  à  centre,  projections  d'une  surface 
algébrique  du  /i''""*^  ordre.  (2). 

Cette  Coniniunication  est  insérée  dans  les  Mémoires  de  rAcadémie. 

Finsterwalder  (S.).  —  Propriétés  catoptriques  des  quadriques. 

(36-42). 

L'image,  obtenue  par  réflexion  sur  un  miroir  ayant  la  forme  d'une  qua- 
drique  Q,  d'une  surface  développable  circonscrite  à  une  quadrique  R  homo- 
focale  à  Q,  est  une  surface  développable  qui,  elle  aussi,  est  circonscrite  à  la 
quadrique  R.  On  déduit  aisément  d'un  cas  particulier  de  cette  proposition 
générale  les  théorèmes  que  Staude  a  démontrés  dans  les  tomes  20,  21,  26  et 
27  des  Mathematische  Annalen.  Cette  môme  proposition  permet  aussi  d'étu- 
dier dans  toute  sa  généralité  le  problème  de  la  réflexion  d'une  gerbe  de  rayons 
sur  un  miroir  ayant  la  forme  d'une  quadrique;  les  recherches  de  Lindelof 
{Report  of  the  30^*^  Meeting  of  tlie  British  Association  for  the  Advance- 
ment  of  science  held  at  Oxford  1860)  sont  comprises  dans  cette  étude  comme 
cas  très  particulier;  les  arêtes  de  rebroussement  de  la  surface  focale  du  système 
formé  par  les  rayons  réfléchis  s'introduisent  d'ailleurs  d'elles-mêmes  dans  cette 
étude  générale. 

von  Braunmiihl  (A.).  —  Recherches  sur  les  caractéristiques 
multiples  d'ordre  p,  formées  au  moyen  de  tiers  de  nombres 
entiers,  et  sur  les  théorèmes  d'addition  des  fonctions  tliêla  cor- 
respondantes. (03). 

Cette  Communication  est  publiée  dans  les  Mémoires  de  l'Académie, 
von  Voit.  —  Notice   biographique  sur  Theodor  von  Oppolzer. 

(73-82). 

Lonimel  {E.).  —  Photométrie  de  la  lumière  diffuse  par  réflexion. 
(95-132). 

Établissement  d'une  loi  destinée  à  remplacer  celle  de  Lambert.  Considéra- 
tions théoriques.  V'ériflcation  expérimentale. 

Seeliger  {IL).  —  Contribution  à  la  théorie  de  l'éclairement  des 
grosses  planètes,  en  particulier  de  Saturne.  (lO^)* 

Cette  Communication  est  insérée  dans  les  Mémoires  de  rAcadémie. 
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Kœnigsberger  (^Leo).  —  Sur  les  relations  algébriques  qui  peu- 
vent avoir  lieu  entre  les  intégrales  fondamentales  d'une  équation 
différentielle  linéaire  homogène  du  troisième  ordre  et  les  déri- 
vées de  ces  intégrales  fondamentales.  (423-432). 

Recherche  des  conditions  sous  lesquelles  il  existe  de  telles  relations  algé- 
briques. Forme  la  plus  générale  sous  laquelle  ces  relations  algébriques  peuvent 
se  présenter. 

Gorclan  (P-)-  —  Sur  un  procédé  permettant  d'obtenir  le  discri- 
minant d'une  forme  ternaire.  (477-478)- 


Tome  XVm. 
Communications  mathématiques  faites  à  l'Académie  en  1888. 

Voss  (A.).  —  Sur  un  théorème  de  la  théorie  des  formes.  (iS-iq). 

Il  s'agit  d'un  théorème  démontré  par  M.  Gordan  dans  le  t.  5  des  Mathenia- 
tische  Aiuialen,  p.  107  et  suivantes,  et  qui  joue  un  rôle  fondamental  dans 
plusieurs  recherches  concernant  la  théorie  des  formes;  M.  Voss  en  donne  une 
démonstration  directe. 

Brill  (A.).  —  Sur  la  détermination  de  l'ordre  de  multiplicité  des 
points  d'intersection  de  deux  courbes  planes.  (81-94)- 

Procédé  praticable  permettant  de  déterminer  cet  ordre  de  multiplicité  en  ne 
faisant  usage  que  d'opérations  j'atioiinelles . 

Voss  {A.).  —  Sur  les  surfaces  sur  lesquelles  deux  familles  de  lignes 
géodésiques  forment  un  système  conjugué,  (qd-ios). 

Il  s'agit  tout  d'abord  de  lignes  géodésiques  réelles.  Les  surfaces  dévelop- 
pables  sont  naturellement  exclues  comme  n'offrant  aucun  intérêt.  La  détermi- 
nation des  surfaces  cherchées  est  alors  intimement  liée  à  celle  des  surfaces  à 
courbure  constante. 

Maurer  (L.).  —  Sur  des  systèmes  d'invariants  plus  généraux  que 
ceux  que  l'on  envisage  d'ordinaire.  (io3-i5o). 

La  notion  d'invariant  est  prise  au  sens  général  de  Chrisloffcl  {Mathema- 
tische  Annalen,  t.  19,  p.  280).  L'objet  principal  du  mémoire  de  M.  .Maurer  est 
la  détermination  du  groupe  continu  le  plus  gênerai  de  suhslilulions  linéaires 
homogènes  qui  transforment  en  elle-même  une  fonction  ralionnollc  cl  lutnio- 
gène/(j7,,  j;^,  ...,x„)  de  n  variables  x,,  :r._., r„.  Si  le  groupe  comprend /;i 
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termes,  la  fonction  /  vérifie  précisément  m  équations  difTérentielics  de  la  forme 


X  =  i  [j,— I 

Pour  résoudre  le  problème  proposé  il  convient  tout  d'abord  de  distinguer 
parmi  les  formes 

\  =  n  [X=  n 

),  =  1  [JL  =r  1 

et  les  transformations  infinitésimales  correspondantes,  deux  types  particuliers. 
A  cet  effet,  représentons  par  A{p)  le  déterminant  caractéristique  de  la  forme 
C(/)  en  sorte  que 

si  l'on  convient  de  remplacer  le  symbole  ti,^^  par  i  ou  par  o  suivant  que  X  et  [x 
sont  égaux  ou  non.  On  dit  que  C  (/)  est  une  forme  régulière  de  première 
espèce  lorsque  ^{p)  ne  s'annule  que  pour  p  =  o.  On  dit  que  C(/)  est  une 
/orme  régulière  de  deuxième  espèce  lorsque  A(/?)  ne  s'annule  que  pour  des 
valeurs  entières  de  p  et  que  chaque  racine  d'ordre  h  de  A(/?)  annule  tous  les 
mineurs  d'ordre  n — h-\-i  de  ce  déterminant.  Dans  tout  autre  cas  on  dit 
queC(/)  est  une  forme  irrégulière.  On  étend  ces  dénominations  aux  systèmes 
des  coefficients  c^.^^  des  formes  envisagées. 

M.  Maurer  démontre  que,  si  G(/)  est  irrégulière,  on  peut  toujours  déter- 
miner une  forme  régulière  de  première  espèce  K(/)  et  un  nombre  fini  de 
formes  régulières  de  seconde  espèce  K,(/),  K^if),  •••,  K^C/),  telles  que  C(/) 
s'exprime  par  une  fonction  linéaire  et  homogène  de  ces  (iH-  (3)  formes  régu- 
lières. Il  en  résulte  que,  si  le  groupe  le  plus  général  que  l'on  cherche  à  déter- 
miner comprend  m  termes,  il  contient  m  transforinations  infinitésimales 
régulières,  linéairement  indépendantes.  On  peut  d'ailleurs  exprimer  les  coef- 
ficients a-i  (X,  ;x  =  i,  2,  ...,  n)  de  la  substitution  linéaire  homogène  générale 
envisagée  en  fonctions  rationnelles  de  m  paramètres  u^,  u^,  •  •  w,,^;  on  en 
conclut  qu'il  existe  des  fonctions  rationnelles  que  le  groupe  envisagé  transforme 
en  elles-mêmes  :  ce  sont  les  invariants  du  groupe. 

von  Voit.  —  Notice  biographique  sur  Gustav-Robert  KirchhofT. 

(181-186). 

Seeliger  (fl.).  —  Sur  la  pliolomélrie  de  substances  réfléchissant 
la  lumière  d'une  façon  diffuse.  (201-248). 

Finsterwalder   (S.).   —    Sur   la    distribution    de   l'élasticité   de 
flexion  dans  les  cristaux  triplement  symétriques.  (257-266). 

Bauer    (G.).    —    Sur    certaines   surfaces    du    quatrième  ordre. 

(.«7-354). 

Désignons  par  i,    >,  3,  ]  les  sommets  d'un  tétraèdre  (A),  par  I,   II,   III,  IV 
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les  faces  de  (A)  opposées  à  ces  sommets,  par  I',  II',  III',  IV'  les  faces  d'un 
tétraèdre  (B)  que  l'on  fait  correspondre  respectivement  aux  sommets  i,  2,  3,  4 
du  tétraèdre  (A),  enfin  par  i',  2',  3',  4'  'es  sommets  du  tétraèdre  (B)  opposés 
à  ces  faces.  Soit  P  un  point  tel  que  les  quatre  droites  le  joignant  aux  quatre 
points  I,  2,  3,  4  rencontrent  les  plans  1',  II',  III',  IV  en  quatre  points  situés 
dans  un  même  plan;  le  lieu  du  point  P  est  une  surface  du  quatrième  ordre;  la 
nature  particulière  de  cette  surface  dépend  de  la  position  relative  des  deux 
tétraèdres  (A)  et  (  B  ).  M.  Bauer  l'étudié  pour  quelques-unes  de  ces  positions 
relatives  particulièrement  remarquables. 


Tome  XIX. 
Communications  mathématiques  faites  à  l'Académie  en  1899. 

Brill  (A.).  —  Sur  la  résultante  réduite.  (19). 

Cette  Communication  est  insérée  dans  les  Mémoires  de  l'Acadéniie. 

Seeliger  {II.).  —  Sur  les  inégalités  de  lumière  résultant  du  mou- 
vement des  étoiles  doubles.  (ig-Sa). 

von  Voit.  —  Notice  biographique  sur  Rudolf  Clausius.  (i  i3-i  18). 

Nôther  {M.).  —  Sur  la  théorie  du  contact  des  courbes  planes 
dans  le  cas  où  l'une  des  courbes  en  contact  est  du  quatrième 
ordre.  (175). 

Cette  Communication  est  insérée  dans  les  Mémoires  de  l'Académie. 

Voss  {A.).  —  Sur  la  transformation  conjuguée  d'une  forme  bili- 
néaire  en  elle-même,  (i 70-21 1). 

Transformation  d'une  forme  bilinéaire  en  elle-même  par  des  substitutions 
linéaires  conjuguées  au  sens  de  Jacobi.  Le  déterminant  de  la  forme  est  supposé 
difl'érent  de  zéro. 

Voss  {A.).  —  Sur  les  formes  bilinéaires  échangeables  avec  une 
forme  bilinéaire  donnée.  (283-3oo). 

Les  recherches  de  M.  Frobcnius  {Journal  fiir  Matliematik.  t.  8i)  et  de 
M.  INIaurer  {Dissertation  inaugurale,  Strasbourg,  1S87)  pormettcnt  de  déterminer 
le  nombre  de  foi'uies  linéairement  indépendantes  parmi  les  fornu^s  bilinéaires  P 
échangeables  avec  une  forme  bilinéaire  V.  donnée  (Al*  =  PA).  M.  Voss  se 
propose  de  montrer  comment,  connaissant  A,  on  pourrait  déterminer  clïective- 
ment  ces  formes  P  en  suivant  une  voie  plus  sinijile  (|ue  celle  indiquée  par 
M.  MaurcM-;  le  procédé  de  M.  Voss  permet  d'étudier  la  fonction  caractéristique  des 
formes  P. 
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Voss  (A.).   —  Sur  un   llioorème  de  la  lliéorlc  des   délerminanls. 
(329-3:'.9). 

Il  s'agit  d'un  théorème  dû  à  M.  Stirkolbcrgcr  {Journal  fur  Mathematik, 
t.  8G)  et  dont  on  a  souvent  l'occasion  de  faire  usage  dans  la  théorie  des  formes 
bilinéaires.  La  démonstration  de  M.  Stickelberger  s'appuie  sur  la  réduction  à 
sa  forme  normale  (  Weierstrass)  d'un  faisceau  de  formes  bilinéaires.  M.  Voss 
montre  que  l'on  peut  déduire  directement  le  même  théorème  d'une  relation 
identique  entre  des  déterminants;  il  résulte  d'ailleurs  aisément  de  ce  mode  de 
démonstration  que  le  théorème  peut  être  étendu  à  un  cas  bien  plus  général 
que  celui  envisagé  par  M.  Stickleberger. 


Tome  XX. 
Communications  mathématiques  faites  à  l'Académie  en  1890. 

Voss  (A.).  —  Transformation  cogrédiente  des  formes  bilinéaires 
en  elles-mêmes.  (4). 

Cette  Communication  est  publiée  dans  les  Mémoires  de  l'Académie. 

von  Bauernfeind  (C-J/.).  —  Sur  le  nivellement  de  précision 
effectué  en  Bavière.  (4)- 

Cette  Communication  est  publiée  dans  les  Mémoires  de  V Académie. 

Finsterwalder  (S.).  —  Stir  l'aire  vraie  d'une  stirface  topogra- 
phique. (  35-82). 

von  Voit.  —  Notice  biographique  sur  Paul  du  Bois-Rejmond 
(4i5-4i8). 

Seeliger  {II.).  —  Sur  le  choc  et  la  séparation  de  masses  plané- 
taires. (497-498). 

Cette  Communication  est  publiée  dans  les  Mémoires  de  l'Académie. 

Seeliger  {IL).  —  Sur  la  représentation  d'une  fonction  par  une 
formule  d'interpolation  consistant  en  une  suite  indéfinie  de 
fonctions  sphériques.  (499-011). 

Les  conditions  sous  lesquelles  une  fonction  de  deux  variables  peut  être  déve- 
loppée suivant  des  fonctions  sphériques  sont  aussi  générales  que  celles  sous 
lesquelles  une  fonction  d'une  variable  peut  être  développée  en  série  trigono- 
métrique.  On  a  souvent  besoin,  en  Astronomie  et  en  Physique,  de  déterminer, 
au  moyen  de  valeurs  données  d'une  fonction  de  deux  variables,  les  coefficients 
de  son  développement  en  fonctions  sphériques;   pour  effectuer  les  calculs,   il 
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convient  d'appliquer  les  règles  données  par  Fr.  Neumann  dans  sa  théorie  du 
potentiel  (1887  ),  page  187  et  suivantes  ;  on  est  ainsi  amené  à  construire  des  Tables 
qui  facilitent  singulièrement  les  calculs  dans  chaque  cas  particulier.  La  con- 
struction de  ces  Tables  fait  l'objet  de  la  communication  de  M.  Seeliger;  on  trouve 
les  Tables  elles-mêmes  à  la  fin  de  son  Mémoire. 


Tome  XXL 
Communications  mathématiques  faites  à  l'Académie  en  1891. 

Dyck  (IV.).  —  Sur  la  forme  affectée  par  une  famille  de  courbes 
planes  définies  par  une  équation  différentielle  du  premier  ordre, 
à  coefficients  réels.  (23-57). 

Soit  une  famille  de  courbes  planes  définies  par  l'équation  différentielle 

dy 

où  y  =  ~  et  où  les  coefficients  de  F  sont  réels;  on  suppose  que  F  est  déve- 

loppable  en  série  de  Taylor  aux  environs  de  chacun  des  points  analytiques  x^^, 
y^,  y[  dont  les  coordonnées  vérifient  identiquement   l'équation  F  =  o  et   que, 

1  1.1  1  en   ■  f^l""     àV     ()l'     ,  , 

dans  ce  développement,   les   coeiiicients  -r- 5  -^- j  -^ — ;  des    termes    du    premier 
^^  (jx    dy    dy  ' 

ordre  ne  sont  pas  nuls  à  la  fois.  M.  Dyck  étudie  la  forme  de  cette  famille  de 

courbes  aux  environs  d'un  point  singulier  essentiel,  c'est-à-dire  d'un  point  {x,y) 

pour  lequel  on  a  à  la  fois 

()F  ÔF  ,  ÔF 

F=o,         — -,  =0, [-y   —-  =0; 

dy  ùx      -^    dy 

en  ces  points  qui  font  partie  de  la  courbe  du  discriminant  (  lieu  des  points 

dF  \ 

tels  que  l'on   ait  à   la  fois  F  =  o,     -;  =  o  1,  la  tangente  à  la  courbe   intégrale 

est  confondue  avec  la  tangente  à  la  courbe  du  discriminant.  A  cet  elfet,  il 
remplace,  aux  environs  de  chaque  point  singulier  essentiel,  l'équation  dill'é- 
rentielle  générale  envisagée,  par  une  équation  renfermant  les  termes  d'ordre 
inférieur  de  son  développement  aux  environs  de  ce  point;  cette  équation  est, 
en  général,  une  équation  difierentielle  du  second  ordre  qui  jouit  de  la  pro- 
priété de  pouvoir  être  intégrée  directement.  M.  Dyck  est  amené  ainsi  à  dis- 
tinguer trois  ty[)cs  de  points  singuliers  essentiels  d'une  écjuation  dinorcnlielle 
du  premier  ordre  qui  correspondent,  dans  une  certaine  niosurc,  aux  trois  types 
que  l'on  obtient  pour  les  équations  différentielles  du  premier  ordre  et  du  pre- 
mier degré,  étudiés  tout  particulièrement  'par  M.  l*oincaré.  Il  y  a  toutefois, 
entre  les  types  correspondants,  une  (lilVércncc  essentielle  qui  se  manifesle  de 
deux  façons  :  d'une  part,  ilans  le  cas  des  é(|uati()ns  du  preinier  ch'grè,  la  fauiilh^ 
de  courbes  entoure  com[)lèlenient  eluKiue  point  singuliin-,  tandis  (jne,  dans  le 
cas  général,  la  famille  de  courbes  est  située,  aux  environs  de  chaque  point  sin- 
gulier, dans  la   région   intérieure   à  la   courbe  du  discriininanl,  région  ipit  Ile 
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dv 
recouvre  deux  fois;  d'aulrc  pari,  en  chaque  point  singulier  la  dérivée  y'  —  ~ 

dx 

est  indéterminée  dans  le  cas  des  équations  du  premier  degré,  tandis  que  sa 
valeur  est  entièrement  déterminée  dans  le  cas  général. 

Outre  les  points  singuliers  essentiels,  il  convient  d'envisager  des  points  sin- 
guliers non  essentiels  d'une  équalion  difTércnticllc  générale  du  premier  ordre, 
définis  par  la  condition  qu'en  ces  points  on  ait  à  la  fois 

la  courbe  du  discriminant  a  en  ces  points  un  rebroussement.  M.  Dyck  étudie 
sommairement  la  forme  affectée,  aux  environs  de  ces  points,  par  la  famille  de 
courbes  envisagées.  II  ramène  ensuite  l'étude  générale  de  la  forme  affectée  par 
la  famille  de  courbes  envisagées  à  celle  de  cette  forme  dans  une  suite  de  régions 
recouvertes  une  seule  fois  par  les  courbes  intégrales  et  limitées  chacune  par 
une  partie  fermée  de  la  courbe  du  discriminant  :  à  chacune  de  ces  régions 
correspond  un  nombre  caractéristique  qui  est  lié  très  simplement  au  nombre 
de  points  singuliers  de  caractères  différents  que  l'on  a  rencontrés  dans  les  para- 
graphes précédents.  Enfin  M.  Dyck  met  en  évidence  la  différence  capitale  qu'il 
y  a  (hors  de  la  courbe  du  discriminant  où  elle  est  évidente),  entre  la  façon 
dont  se  comporte  une  famille  de  courbes  définies  par  une  équation  différen- 
tielle du  premier  ordre  F(a7,  j',  y')=o  et  une  famille  de  courbes  définies 
par  une  équation  de  la  forme  *I*(^,  y,  c)  =  o,  où  c  désigne  un  paramètre 
quelconque. 

Voss  (A.),  —  Sur  des  invariants  différentiels  particuliers  que  Ton 
rencontre  dans  la  théorie  des  surfaces.  (09). 

Cette  Communication  n'est  pas  insérée  dans  ce  Recueil. 

von  Haerdtl  (.Ed.).  —  Remarques  concernant  un  cas  particulier 
du  problème  des  trois  corps.  (189). 

Ce  Mémoire,  qui  a  été  couronné  par  l'Académie  de  Copenhague  (médaille  d'or), 
est  inséré  dans  les  Mémoires  de  l'Académie. 

Brill  (A.).  —  Sur  la  façon  dont  se  comporte  une  fonction  de 
deux  variables  aux  environs  d'un  zéro  de  cette  fonction  (20^- 
220). 

On  peut  toujours,  comme  l'a  montré  Weierstrass,  ramener  une  fonction 
entière  de  deux  variables  x,  y  qui  s'annule  pour  x  =  Xq,  y  =  y„  à  une  forme 
réduite  déterminée.  M.  Brill  décompose  cette  forme  réduite  en  facteurs  linéaires 
de  la  forme  y  —  y^  —  P{x  —  .r„),  où  P  désigne  une  série  entière  ;  cette  décom- 
position est  immédiate,  sauf  dans  le  cas  où  les  termes  de  moindre  dimension 
peuvent  être  mis  sous  la  forme  d'une  puissance  parfaite.  L'étude  de  la  façon 
dont  se  comporte  une  fonction  de  deux  variables  aux  environs  d'un  zéro  de 
cette  fonction  est  ainsi  notablement  simplifiée. 
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Tome  XXII. 
Communications  mathématiques  faites  à  l'Académie  en  1892. 

Bauer  (G.).  —  Représen talion  des  formes  binaires  par  une 
somme  de  puissances;  en  particulier^  représentation  d'une 
forme  binaire  de  dimension  paire  2/1  par  une  somme  de  (n-\-i) 
puissances.  (3-2o). 

La  formule  qui  permet  de  représenter  les  formes  binaires  par  des  sommes  de 
puissances  peut  s'obtenir  soit  en  faisant  intervenir  les  formes  apolaires  (Sturm, 
Journal  far  Mathematik,  t.  LXXXVI,  p.  117)  de  ces  formes  binaires,  soit  en 
suivant  une  marche  analogue  à  celle  qu'a  suivie  Sylvester  pour  représenter  une 
forme  de  degré  (2  /;i  —  1)  par  une  somme  de  m  puissances.  La  formule  générale 
de  décomposition  en  une  somme  de  puissances,  obtenue  par  ]NL  Bauer,  est  très 
simple  et  très  élégante;  après  l'avoir  appliquée  à  la  représentation  d'une  forme 
binaire  de  dimension  m  par  une  somme  de  (/i  +  i)  puissances,  AL  Bauer  envi- 
sage le  cas  particulier  où  deux  formes  biquadratiques  /  et  9  ont  la  même 
forme  apolaire  cubique  4^;  dans  ce  cas,  toute  forme  du  faisceau  de  formes 

peut  être  représentée  par  les  puissances  des  facteurs  linéaires  de  la  forme  apo- 
laire 4''  Eu  prenant,  par  exemple,  pour  _/  et  cp,  les  formes  binaires 

ayant  toutes  deux  la  même  forme  apolaire 

^  —  x\  —  'iXiX\  —  x^(^Xi—  \JZx^){x^-{-  sjox^), 


on  a 


9  ib  10 

3  +  yS  3  ^  V'3 

En  terminant,  M.  Bauer  remarque  qu'une  forme  biquadratique  et  son  hcssicn 
ne  peuvent  jamais  être  représentés,  l'une  et  l'autre,  par  une  somme  de  trois 
termes,  au  moyen  des  mêmes  trois  puissances. 

Lilroili    (/.).    —    Sur    la    détermination    d'une    surface    j)ar    des 
mesures  géodésiques.  (237-52). 

Brunn  {II.).    —   Sur  l'enchaînement  d'anneaux  de  formes  quel- 
concjues  ou  de  chaînes  quelconques  d'anneaux.  (77-99)- 

A    chaque    chainc  d'anneaux   correspond   un   schéma    fornio  [uir  un    l'ablcau 
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de  Icllres  disposées  d'une  façon  déterminée.  Inversement  à  chaque  schéma 
correspond  une  chaîne  d'anneaux.  A  chaque  chaîne  correspondent  aussi  des 
nombres  caractéristi({ues. 

Dyck  (JV.).  —  Sur  la  forme  afl'ectée  par  une  famille  de  courbes 
planes  définies  j^ar  une  équation  différentielle  du  premier  ordre. 
Second  article  (ioi-i38). 

Pour  étudier  hi  forme  générale  des  courbes  intégrales  d'une  équation  diffé- 
rentielle du  premier  ordre,  on  peut  suivre  une  voie  toute  différente  de  celle 
indiquée  par  M.  Dyck  dans  un  premier  article  (tome  XXI).  Elle  consiste  à 
envisager,  au  lieu  de  l'équation  différentielle  du  premier  ordre  V {x,y, y')  =  o, 
l'équation  difTérentielle  plus  générale  F(.r,  y,  y') — /{=o,  dans  laquelle  A" 
désigne  un  paramètre  arbitraire,  et  à  étudier  la  façon  dont  varient  les  courbes 
intégrales  de  cette  équation  différentielle,  quand  on  fait  varier  le  paramètre  A' 
d'une  façon  continue.  La  variation  continue  de  A"  ne  change  pas,  en  général» 
le  caractère  d'ensemble,  au  sens  de  VAnalysis  situs,  de  la  famille  de  courbes 
intégrales;  ce  caractère  change  seulement  en  certains  points  où  des  singularités 
apparaissent,  se  transforment  ou  disparaissent;  tout  revient  à  déterminer  et  à 
caractériser  ces  points  quand  A"  tend  vers  zéro  à  partir  d'une  valeur  particulière 
A'o  pour  laquelle  l'étude  de  la  forme  affectée  par  la  famille  de  courbes  intégrales 
de  l'équation  différentielle  ¥{x,  y,  y') —  A"  =  o  est  immédiate. 

M.  Dyck  montre  comment  on  peut  ainsi  étudier  effectivement  la  forme  géné- 
rale des  courbes  intégrales  de  toute  équation  différentielle  du  premier  ordre 

^^{x,  y,y')-=  o, 

dans  laquelle  F  désigne  une  fonction  univoque  réelle  du  point  analytique 
réel  {x^y,  y')  qui  ne  s'annule  que  pour  des  valeurs  finies  de  x,  y,  y'  et  est 
développable  en  série  de  Taylor  aux  environs  de  chacun  des  points  analy- 
tiques (^0,^0? To)  dont  les  coordonnées  vérifient  identiquement  l'équation  F  =  o, 

dV    ô¥    d¥ 
de  façon  que,  dans  ce  développement,  les  trois  coefficients  -r—  >  -—  ?  -r— ,  de  x —  x^, 
'  rr  '  ôx    dy    oy 

y  —  yoi  y'  —  y'oj  "^  s'annulent  pas  simultanément  [sauf,  tout  au  plus,  en  des 

points  (^oj  J'cj^o)  à  distance  finie  les  uns  des  autres]. 

von  Voit.  — Notice  biographique  sur  William  Weber.  (199-200). 

von  Voit.  —  Notice  biographique  sur  Léopold  Kronecker.  (202). 

Pringsheini  {A.).  —  Sur  la  théorie  de  la  série  de  Tajlor  et  sur 
celle  des  fonctions  analytiques  n'existant  que  dans  un  domaine 
restreint.  (21 1-245). 

Il  existe  des  fonctions  réelles  d'une  variable  réelle  qui,  en  un  point  déter- 
miné, sont  finies  et  déterminées  et  admettent  des  dérivées  finies  et  déterminées 
de  tous  les  ordres  sans  cependant  pouvoir  être  développées  en  série  de  Taylor 
aux  environs  de  ce  point.  Ni  l'exemple  classique  de  ce  fait,  donné  par  Cauchy, 
ni  celui  de  Paul  du  Bois-Heymond  ne  semblent  absolument  probants  à 
M.    Pringsheim;    il    ne    cite    pas    celui   de   M.  Lerch  qu'il   ne  connaissait  pas 
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encore  au  moment  où  il  écrivait  cet  article.  Au  contraire  des  exemples  cités, 
les  fonctions  envisagées  par  M.  Pringsheim  sont  assez  simples  pour  permettre 
de  contrôler  directement  qu'elles  jouissent  de  la  propriété  annoncée. 

M.  Pringsheim  établit  ensuite  des  conditions  générales  sous  lesquelles  on 
peut  appliquer  en  toute  rigueur  le  principe  de  la  condensation  pour  obtenir 
des  fonctions  jouissant  de  la  même  propriété  en  une  infinité  de  points.  Il 
obtient  ainsi  diverses  fonctions  du  type 

V  =  80  A  =;   00 


^•^   a, 

V=:0 


qui,  non  seulement  à  l'intérieur,  mais  aussi  en  chacun  des  points  de  la  circon- 
férence (C)  du  cercle  de  centre  o  el  de  rayon  i,  sont  finies  et  continues  ainsi 
que  leurs  dérivées  de  tous  les  ordres 

V  =r  00  )>  —  00 

"'I(a.-V-'     -^  M^-.)...(>.-«+.)A-„.>-», 
v  =  o  )>  =  o 

et  qui  cependant  ne  sont  développables  en  série  de  Taylor  aux  environs  d'aucun 
des  points  de  la  circonférence  (C),  en  sorte  que  la  fonction  analytique  que 
définit  une  de  ces  fonctions  à  l'intérieur  de  la  circonférence  (C)  ne  peut 
être  continuée  hors  de  cette  circonférence.  Ces  fonctions  sont,  il  est  vrai,  moins 
simples  que  celle  qui  est  due  à  M.  Fredholm  {Acta  niatheniatica ,  t.  15,  p.  279)  ; 
mais  la  façon  dont  elles  sont  obtenues  permet  de  se  rendre  compte  de  l'origine 
des  points  singuliers,  partout  denses  sur  la  circonférence  (C),  qui  empêchent 
de  continuer  la  fonction  hors  de  cette  circonférence;  pour  ces  fonctions  la 
série  de  Taylor,  formée  au  moyen  des  dérivées  finies  et  déterminées  de  la  fonar 
tion  en  un  de  ses  points,  converge  sans  que  sa  somme  représente  cette  fonction. 
Enfin  M.  Pringsheim  construit  des  fonctions,  d'un  type  aussi  simple  que  celui 
de  M.  Fredholm,  qui,  ainsi  que  toutes  leurs  dérivées,  sont  encore  finies  et  déter- 
minées en  chacun  des  points  de  la  même  circonférence  (C),  mais  pour  lesquels 
la  série  de  Taylor,  formée  au  moyen  de  ces  dérivées  en  chacun  des  points  d'un 
ensemble  partout  dense  sur  (C),  est  divergente. 

Voss  (yl-)'  —  Sur  les  équations  fondamentales  de  l;>  lliéorlc  dos 
surfaces.  (247-278). 

Établissement  des  équations  fondamentales  de  la  théorie  des  surfaces  en  ne 
faisant  intervenir,  dans  la  mesure  du  possible,  que  des  invariants  isométriques 
ayant  un  caractère  géométrique,  au  lieu  de  n'envisager,  comme  l'a  fait  Gaiiss, 
que  des  invariants  isométriques  ayant  un  caractère  analytique.  (  f.os  ccu^fli- 
cients  E,  F,  G  qui  figurent  dans  l'expression  de  ds-  en  coordonnées  curvilignes 
sont  des  invariants  isométriques;  mais  ils  changent  quand  on  passe,  sur  la 
surface,  d'un  système  de  coordonnées  curvilignes  à  un  autre;  ils  n'ont  dotu': 
qu'un  caractère  analytique.  Au  contraire,  le  rayon  de  courbure  géo(!èsi*]ue 
d'une  courbe  quelconque  tracée  sur  la  surface  est  un  invariant  isométrique  ipii 
a  un  caractère  géométrique.) 

Expression  générale  de  la  mesure  de  la  courbure  d'une  surface  au  moyen 
d'invariants  isométricjues  ayant  un  caractère  géométrique. 

Bull,  des  Sciences  niathem.,  2'  série,  l.  \\V.  (Kévrier  njoi.)  K.  i 
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Bolizmaun  (/-/.)•  —  Sur  un  milieu  im}K)ndérable  jouissant  de 
projiriélés  mécaniques  [)ermcllant  d'élablir  les  équations  de 
l'électroniagnélisme  dues  à  INlaxwell.  (2^i-3oi). 

Boltzmann  {L.).  —  Etude  sur  l'écjuilihre  de  la  force  vive.  Troi- 
sième paiiic.  (32()-358). 

Dyck  (  \W^.  —  Présentations  d'un  catalogue  de  modèles,  appa- 
reils et  instruments  de  Mathématique  et  de  Physique  mathéma- 
tique, (û^o). 

Tome  XXIII. 
Aucune  CominunicaLion  nialhéinaliquc  n'a  été  faite  à  l'Académie  en  1893. 


Tome  XXIV. 
Communications  mathématiques  faites  à  l'Académie  en  1894. 

DôJilemann   (A.).    —    Sur   une    transformation    très    simple  de 
l'espace,  qui  est  univoque  et  du  troisième  ordre.  (4i-5o). 

Il  s'agit  de  la  correspondance  univoque  que  voici  :  Soient  «,,  a,»  ^z  trois 
droites  quelconques  d'une  variété  (X)  à  trois  dimensions  et  b,,  b.,,  b^  trois 
droites  quelconques  d'une  variété  (V)  à  trois  dimensions.  Par  chacune  de  ces 
si\  droites  menons  un  faisceau  de  plans  et  faisons  se  correspondre  projective- 
ment  les  deux  faisceaux  menés  par  a,  et  ôj,  les  deux  faisceaux  menés  par  «,  et  b^ 
et  les  deux  faisceaux  menés  par  «,  et  b^.  A  chaque  point  P  de  la  variété  (X  ), 
envisagé  comme  intersection  de  trois  plans  des  trois  faisceaux  menés  par  «j,  a^,  c/, 
correspond  alors  un  point  Q  intersection  des  trois  plans  correspondants  des  trois 
faisceaux  menés  par  èp  b.-,,  b^.  Si  P  décrit  une  droite  dans  la  variété  (X),  Q  décrit 
en  général  une  coutIdc  gauche  du  troisième  ordre  dans  la  variété  (Y).  Si  P 
décrit  un  plan  dans  la  variété  (X),  Q  décrit  une  surface  du  troisième  ordre 
dans  la  variété  (Y).  C'est  cette  correspondance  bien  connue  que  M.  Dohlemann 
étudie  en  détail. 

Brunii  (//.).  —  P\apport  sur  nn  Mémoire  intitulé  :  Fondements 
exacts  cV une  tJiéorie  des  ovales.  (qS-i  i  i  ). 

Il  s'agit  de  recherches  sur  la  théorie  des  courbes  planes  ovales  faites  à  un 
point  de  vue  géométrique,  recherches  parallèles  à  certains  égards  à  celles  que 
M.  Minkowski  a  faites  en  se  plaçant  à  un  point  de  vue  analytique  dans  son 
Ouvrage  sur  la  Géométrie  des  nombres  {Géométrie  cler  Zahlen).  f^'Autcur 
reprend  ensuite  la  démonstration  de  théorèmes  fondamentaux  publiés  dans  sa 
thèse  de  doctorat  et  concernant  les  ovoïdes  {Eijlachen). 
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von   Voit.  —  Notice  biographique   sur  Ernst-Eduard  Kummer, 

(i4o-i4i). 

von    Voit.    —  Notice  biographique   sur   Moritz-Abrahani  Stem. 

(.42). 

von  Voit.  —  Notice  biographique  sur  Heinrich-Rudolph  Hertz. 
(1 46-1 48). 

Seeliger  (//.).  —  Remarques  concernant  les  recherches  de 
Maxwell  et  celles  de  Hirn  sur  la  constitution  de  l'anneau  de 
Saturne.  (  161-188). 

Boltzniann  {L.).  —  Sur  la  démonstration  de  la  loi  de  Maxvell 
concernant  la  distribution  des  vitesses  entre  des  molécules 
gazeuses.  (207-210). 

Boltzmann  {L.).  —  Contribution  à  l'intégration  de  l'équation  de 
la  diffusion  lorsque  le  coefficient  de  diffusion  est  variable.  (211- 

217). 

WassmutJi  (  /.)•  —  ^"^  ""^  application  du  principe  du  plus  petit 
effort  (principe  de  Gauss)   à  l'Electrodynamique.   (219-230). 

Schiltz  [I.-R.).  —  Sur  une  généralisation  des  intégrales-tourbil- 
lons de  von  Helmlioltz  à  laquelle  correspond  une  variété  infinie 
d'images    mécaniques    dans    l'électrodjnamique    de    IMaxwell. 

(273-295). 

Maurer  {L.).  —  Sur  la  théorie  des  groupes  continus  homogènes 
et  linéaires.  (297-841). 

Ce  Mémoire  complète  celui  qui  est  inséré  dans  le  Tome  XVIII  des  Sitzimgsbe- 
riclite,  Mémoire  dont  on  a  donné  plus  haut  un  compte  rendu  sommaire. 

Envisageons  deux  substitutions  du  groupe  continu  le  plus  général  de  substi- 
tutions linéaires  homogènes  qui  transforme  en  elle-même  une  forme  rationnelle 
et  homogène  de  n  variables  ^,,  a;^,  ...  a;,,.  Soient  w,,  u.,,  ...  ?/„,  les  m  para- 
mètres au  moyen  desquels  les  coefficients  a-^  de  la  prenuère  substitution 
s'expriment  rationnellement  et  soient  t^,,  v.^,  ...,  p,„  les  m  paramètres  au  moyen 
desquels  les  coefficients  a^,^  de  la  seconde  substitution  s'expriment  rationnel- 
lement. En  comparant  ces  deux  substitutions,  on  obtient  une  nouvelle  sub- 
stitution du  groupe;  soient  «v,,  «v.,,  ...,  (v„,  les  ni  paramètres  au  nioyrn 
desquels  les  coefficients  a-^,^  de  cette  nouvollo  substitution  s'exprin)cnt  ration- 
nellement. Il  est  clair  ([ue  <v,,  nv,,   ,..,  »\',„  sont  des  fonctions  algébriques  de 
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«1,  ^^,,  ...,  M^,  Vi,  v.^,  ...,  t^„, ;  mais  on  démontre  de  plus  que  par  un  choix 
convenable  des  m  transformations  infinitésimales  régulières  linéairement  indé- 
pendantes, dont  l'existence  est  assurée  comme  on  l'a  vu  dans  l'article  précé- 
dent, on  peut  toujours  s'arranger  de  façon  que  <v,,  w^y  •••»  "%,i  soient  des 
fonctions  rationnelles  de  u^,  m,,  ...,  m,„,  t^,,  v^,  ...,  ^„,. 

L'intérêt  que  présente  ce  théorème  dans  la  théorie  des  groupes  continus  de 
transformations  fait  présager  son  importance  dans  la  théorie  générale  des 
invariants. 

Pour  démontrer  son  théorème,  M.  Maurer  montre  que  non  seulement  les 
n"^  coefficients  de  substitution  ai  s'expriment  rationnellement  en  fonction  de 
/»  paramètres  m,,  u^,  ...,  w„,,  mais  que,  par  un  choix  convenable  des  m  trans- 
formations infinitésimales  régulières  linéairement  indépendantes  dont  il  a  été 
question  dans  l'article  précédent,  les  paramètres  m^  u^,  ...,  î<„j  s'expriment 
eux-mêmes  rationnellement  en  fonction  de  /i*  coefficients  a-^  .  Il  le  montre 
successivement  pour  les  groupes  dont  les  transformations  infinitésimales  sont 
régulières  de  première  ou  de  seconde  espèce,  puis  pour  ceux  dont  les  transfor- 
mations infinitésimales  sont  irrégulières.  Il  s'appuie,  à  cet  efïct,  sur  une  suite 
de  théorèmes  empruntés  à  la  théorie  des  formes  bilinéaires,  théorèmes  dont  la 
démonstration  forme  la  première  partie  de  son  Mémoire. 

Bauer  (G.).  —  Remarques  sur  certaines  propriétés  des  poljnonics 
de  Legendre  dont  on  a  l'occasion  de  faire  usage  dans  la  théorie 
des  nombres.  (343-359). 

Soit  X,^  le  polynôme  de  Legendre  de  degré  n,  c'est-à-dire  le  polynôme 

1 . 3 . 5  ( 2 «  —  1  )  r  n{  n  —  ^)  „      /i(fi  —  i)(n  —  2)(n  —  3)        ,       \ 

ni  L         ,  2  (  J  «  —  I  )  2 . 4  (  /i  —  I )  (  2  «  —  3  )  j 

ou  encore  le  coefficient  de  z"  dans  le  développement,  en  série  entière  en  z,  de 
l'expression 

I 


X_  = 


On  sait  que,  pour  x  =  i^  on  a,  quel  que  soit  l'indice  n, 

en  s'appuyant  sur  une  remarque  faite  par  Euler,  M.  Bauer  avait  montré  (juc, 
dans  chaque  polynôme  X„,  les  coefficients  des  puissances  de  x^  réduits  à  leur 
plus  simple  expression,  ne  peuvent  contenir  à  leur  dénominateur  que  des  puis- 
sances de  2  ;  les  coefficients  de  X,^  ne  peuvent  d'ailleurs  contenir  à  leur  dénomi- 
nateur le  facteur  2  que  {n  —  i)  fois  au  plus.  Dans  le  Mémoire  actuel,  M.  Bauer 
montre  en  outre  que,  pour  toute  valeur  entière  de  x,  chaque  polynôme  X„  se 
réduit  lui-même  à  un  nombre  entier  impair.  De  plus,  la  valeur  de  l'inté- 
grale /  X,,  c/.r  et  les  valeurs  de  toutes  les  dérivées  de  X,,,  prises  par  rapport 
à  x^  sont,  pour  x  entier  impair,  nécessairement  des  nombres  entiers. 

Planck  {M.).  —  Sur  la  démonstration  de  la  loi  de  distribution 
des  vitesses  de  Maxwell,  entre  des  molécules  gazeuses.  (391-394). 
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Lindemann  {F-)-  —  Sur  la  représentation  conforme  surundemi- 
plan,  d'une  aire  simplement  connexe  limitée  par  ur^e  courbe 
algébrique.  (408-422), 

Lorsque  l'aire  envisagée  est  lirnilée  par  un  nomfc^re  fiqi  de  segments  et  4'arc3 
de  cercle,  on  peut  effectuer  sa  représentation  conforme  spr  un  den^i-plan  en 
suivant  la  méthode  de  M.  Sclnyarz  ;  Ig  ques|:ion  est  alors  r^mer^ée,  copt^me  on 
sait,  à  résoudre  une  équation  différentielle  détern:|inée  du  troisième  ordT'e. 
M.  Lindemann  Remontre  que,  quand  l'aire  simplement  cqnnexe  enyi^agée  est 
limitée  pqr  une  des  boucles  d'une  cqurbe  algébrique,  la  représentation  conforme 
de  cette  ^ire  sur  un  derqi-plan  se  ramène  aussi  à  1^  résolution  d'une  équation 
différentielle  du  troisième  ordre  déterminée  et  il  montre  CQmnt^ent  qn  peut 
obtenir  cette  équation  différentielle. 

Seeliger{H.).  —^  Surl'onibre  projetée  par  i\ne  pUnète.  (  'j23-43B). 


Tome  XXV. 
Communicalions  ff|itcî5  -4  l'Acadén^ie  en   i8().5. 

Dyck  (  W .),  —  Sur  la  détermination  du  nombre  de  raciries  com- 
munes à  ji  équations  à  /i  inconnues  et  sur  le  calcul  de  la  sqmme 
des  valeurs  qu'une  fonction  de  n  variables  prend  quand  on  y 
remplace  les  n  variables  par  ces  racines  communes.  (1). 

Exposé  des  travau?^  de  Kronecker  et  de  ceux  de  M.  Picard.  Continuation  de 
ces  recherches  c}ans  la  voie  ouverte  par  Cauchy.  Ce  Mémoire  est  analysé  pins 
loin  {Comptes  rendus  des  tomes  XXV,  p.  261,  3o5,  4^7  et  XXVIII,  p.  209). 

Boltzmann  (L,).  —  Nouvelles  observations  sur  la  loi  (le  distribu- 
tion des  vitesses  de  Maxwell.  ('i^-o^Q), 

PringsJieim  (yi.).  —  Sur  l'intégrale  de  Gaucliy.  (.h)-^'^  ). 

Critique  dos  dén)onstr,itions  du  théorème  fondamental  de  Caucliy  que  l'on 
trouve  dans  la  plnpart  dos  Traités  et  qui  s'appuient  soit  sup  le  oa|cul  des 
variations,  sqit  sur  des  considérations  infinitésimales  no  ponv3nt  être  déve- 
loppées d'une  façon  rigourense  qu'en  supposant  que  les  fonctions  que  l'qn  envi- 
sage jouissent  de  propriétés  restrictives  qui  enlèvent  au  théorénjc  une  grande 
partie  de  sa  portée.  La  dénrjonstration  si  simple  et  élégance  de  M-  r.oursat 
n'échappe   pas  à   In   rritif|ue  de  J\L    Pringslieirn  ;    jl    lui   semble,  en   pailiculier, 

illusoire  d'aclinotlro   le  tljéorèuje  comme  éyidenl   p<>i|r  les  infégriilcs    /  dz  et 
/  zdz,   prises   le  l()ng  du   eonlour  formé   ((ue  l'on  etnisagc;  il  en   doiuic  pour 

raison  que,  dans  lo  ras  de  ces  intégrales  particulières,  le  passage  ù  la  limite, 
nécessaire  pour  établir  en  toute  rigueur  le  théorème  de  Catichy,  n'est  guère 
[)lus  simple  (|U('  dans  le  cas  général. 

lUill.   './('S  Scic/iccs   maf/icrn.,  ■>"  st-rie.  I.   \\\.  (  M,u«;  njoi.)  H.j 
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La  (lémonslralion,  duc  ollo  aussi  à  Cauchy  {Comptes  rendus  (/c  l'Aeadémie 
(les  Sciences,  t.  WIII,  p.  2")!)  et  qui  consiste  à  déduire  son  llicorènie  fonda- 
mental de  la  forinulc  analogue  à  celle  de  Green,  qui  permet  de  transformer 
une  intégrale  double  prise  dans  une  aire  donnée  en  une  intégrale  curviligne 
prise  le  long  du  contour  de  cette  aire,  est  (|U('l(|ue  peu  indirecte  et  la  difficulté 
(|ueprouvent  à  la  bien  comprendre,  les  personnes  peu  familières  encore  avec  le 
calcul  intégral,  ne  semble  pas  entièrement  supprimée  par  la  simplification  qu'y 
a  apportée  Kronecker  {Sitzungsberichte  der  Berliner  Akademie.  i885,  p.  786, 
et   Vorlesimgen,  t.  I,  publié  par  E.  Nelto,  p.  ?)~-\\  ). 

Pour  toutes  ces  raisons,  il  n'a  i)as  semblé  inutile  à  M.  Pi'ingsheim  de  pro- 
poser une  nouvelle  démonstration  du  théorème  fondamental  de  Caucliy  qui, 
tout  en  se  rattachant  aux  dernières  démonstrations  que  nous  venons  de  rap- 
peler, soit  aisée  à  comprendre  même  pour  les  commençants  tout  en  étant  enliè- 
venKMU  rigoureuse.  A  cet  edet,  il  commence  par  reprendre  la  définition  des 
intégrales  curvilignes  et  la  démonstration  de  leurs  propriétés;  il  montre  ensuite 
comment  on  peut  représenter  d'une  façon  approchée  une  intégrale  curviligne 
(|uclconque  par  une  intégrale  prise  le  long  des  côtés  d'un  polygone,  supposés 
alternativement  parallèles  aux  deux  axes  coordonnés  rectangulaires;  on  pour- 
rait, peut-être,  donner  à   ces  intégrales  le  nom   de  scalaires.  Ceci  posé,   si  les 

fonctions  P,  Q,  -— ,   — ^  de  deux  variables  x,   r,  sont  univoques,  finies  et,  en 
^    ^'  ôy     ôx  -^  '  *  ' 

général,  continues  dans  un  domaine  (E)  (qui  est  supposé  connexe,  mais  n'est 

pas   nécessairement  simplement  connexe)    et  si,   (.r,,,  jk,,),   (^,  j')  désignant 

deux  points  fixés  arbitrairement  à  Vintérieur  de  ce  domaine,  les  intégrales 

i    '    (P  d\  +  Q  d-r^). 

prises  le  long  de  toutes  les  courbes  tracées  tout  entières  à  Vintérieur  du 
domaine  envisagé  et  joignant  les  deux  points  (x,,,  _>'„),  (^,  >^),  ont  une  seule 
et    même    valeur,    on    a    nécessairement,    en    chacun    des    points    {x^,  y,)   du 

domaine  (E)   aux  environs  desquels  les  fonctions  P,  O,  -^— ?  — -^  des  deux  va- 

'  "    ôy     ôx 

riables  x,  y  sont  continues,  la  relation 


^'JP\ 

,        \()xj.r=.r 
.                    .v-.> 

..c        I>           (\ 

^:^.^Q... 

Inversement,  si    les  fonctions  P,  Q,  -— ,  — ^  de  deux   variables  x^  y  sont   uni- 

oy     ax 

voques  et  finies  en   chacun  des  points  d'un   domaine  (E),  qui   peut  être  soit 

simplement  connexe,  soit  d'une  connexion   multiple;   si  ces  mêmes  fonctions 

sont  uniformément  continues  dans  chaque  domaine  (E')  situé  tout  entier  à 

Vintérieur  du  domaine  (E);  si  enfin  on  a,  en  chacun  des  points  intérieurs  du 

domaine  (E),  la  relation 

d^  _  r_)Q 

ôy         ùx 

rinté"rale 


/ 


(P  r/ï  +  Qf/r,), 
prise  le  long  du  c:)ntour  d'une  aire  connexe  quelconcjue   située    tout  entière  à 
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l'intérieur  du  domaine  (E),  est  nécessairement  nulle.  L'intégrale 


5j 


f 


(Pc?|  +  Qf/T.), 


prise  le  long  d'une  courhe  ^we/con^ae  joignant  les  points  (j?„,jKo)>  {JC,y),Gl 
située  tout  entière  dans  une  partie  simplement  connexe  du  df)maine  (  E),  (léfinit 
une  fonction  ynivoque  et  continue 

dos  dc\x\  variables  x,  y,  doqt  les  dérivées  partielles  sont  égales  à 


àx 


P, 


dy 


=  Q- 


Priiigsheijn  (A.).  —   Sur  le  développement  des  fonctions  ana- 
lytiques univoques  d'une  variable,  en  séries  entières.  ('j5-().4). 

Développement  analogue  à  celui  dtt^  à  Cauchy  et  inséré  dpns  ses  Exercices 
d'Analyse  et  de  Physique  mathématique,  t.  I,  p.  afig,  et  à  celui  que  donne 
J.  Serret  dans  son  Calcul  dijfërentiel  et  intégral,  t.  I,  p.  570,  en  ce  sens  que 
M.  Pringsheinti  forme  les  coefficients  du  développement  au  moyen  de  valeurs 
moyennes  àe.  la  fonction  et  non  pu  moyen  d'intégrales,  comme  on  le  fait  géné- 
ralement dans  la  plupart  des  Traités  de  Calcul  différentiel  et  intégral.  Ce  qui 
distingue  la  démonstration  de  M.  Pringsheim,  c'est  sa  grande  simplicité  et  son 
caractère  élémentaire. 

Pour  abréger  l'écriture,  désignons  par  \^  Texprcssion 


formée   au    moyen  de  {n  —  3)  radicaux   superposés,  chacun   de   i^es  radicaux 
étant  pris  avec  sa  détermination  arithmétique,  et  par  a^^  \c.  nombre  complexe 


''..=v/î-:^.-V:-^.. 


où  chacun  des  deux  radicaux  est  pris  avec  sa  détermination  ariilunétiquc. 

Si  une  fonction  f(x)  d'une  variable  complexes  est  univoqueot,  en  général, 
continue  en  chacun  des  points  x  (lont  la  valeur  absolue  \x\  est  égale  à  un 
nombre  positif  déterminé  /•,  on  appellera  valeur  moyenne  de  /(')  d  l'on 
désignera  par  le  symbole  Mf{r)  l'expression 


r-       V  — 2"-  1 


IM/(0 


uni 


Si  la  fonction  envisagée  /(.r)  est,  en  (uitrc,  rf/i^/^-Z/V/^c  pour  toutes  |es  Naleûrs 
de  .V  [)our  Ies(|uellcs 


\x\ 


R. 


o[\  \\^  (>t  [{  sont  deux  nombres  positifs  ilonnés  (le  cas  où  1\  e>t  /////  irel.iiit  p. 


j6 
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exclu),  on  peut  démontrer  que  la  valeur  moyenne  M/(/-)  (|ue  l'on  vient  de 
définir  est  la  même  quel  que  soit  celui  des  nombres  /•  que  l'on  choisisse  dans 
l'intervalle  (!{„,  K).  Cela  fait,  il  est  aisé  de  voir  que,  pour  chaque  valeur  de  x 
dont  la  valeur  absolue  vérifie  les  inégalités 


n„-l.ri 


1^ 


cualité 


/(•^) 


\}.    -      -t-  00 


!J-  = 


./('■) 

r^ 

est  vérifiée  quel  que  soit  le  nombre  /■  que  l'on  choisisse  dans  l'intervalle  (  R^,  H). 
C'est  la  formule  du  commandant  Laurent;  elle  est  démontrée  en  toute  rigueur 
et  d'une  façon  élémentaire  pour  toute  fonction  analytique  univoque /(^).  Dans 
le  cas  où  Rg  =  o,  on  a,  en  particulier, 

c'est  la  formule  de  Maclaurin. 

Nother  {M,).  —  Sur  les  sept  systèmes  de  coniques  qui  passent 
par  les  points  de  tangence  des  tangentes  doubles  à  une  courbe 
dti  quatrième  ordre.  (g3-ioo). 

Étude  complète  de  ces  systèmes,  complétant  les  recherches  de  O.  liesse 
{Journal  fiir  Mathernatik,  t.  40  et  49)  et  celles  de  M.  Nother  lui-même  {Ma- 
thematische  Annalen,  t.  XV). 

von  Weber  [Ed.).  —  Sur  les  équations  aux  dérivées  partielles 
simultanées,  du  second  ordre,  dépendant  de  trois  variables 
indépendantes.  (ioi-ii3). 

Recherclie,  par  un  nouveau  procédé,  plus  simple  que  ceux  de  Valyi  et  de 
Bianchi,  des  intégrales  communes  à  deux  équations  aux  dérivées  partielles  du 
second  ordre,  dépendant  de  trois  variables  indépendantes.  Notion  nouvelle  d'un 
système  de  bandes  partout  intégrables  {unbeschrànkt  integrabeln  Streifen- 
system).  Etude,  au  moyen  de  cette  notion  nouvelle,  d'un  cas  particulier  qui 
joue  un  rôle  important  dans  la  théorie  générale  des  équations  aux  dérivées 
partielles  d'ordres  supérieurs  (comparer  Darboux,  Annales  de  l'École  Nor- 
male supérieure^  t.  VII). 

von  Voit.  —  Notice  biographique  sur  Cari  Maximilian  von 
Bauernfeind.  (161-170). 

Lindcmann  {F-)-  —  Sur  la  représentation  conforme  d'un  demi- 
plan  sur  un  polygone  curviligne  limité  par  des  arcs  de  coniques 
h  o  m  ofoca  l  es .  (  'à  1 9-  2  .>  7  ) . 
Lorsqu'on   cherche   à   résoudre    le   problème    de   la    représentation    conforme 
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univoque  d'une  aire  limitée  par  une  courbe  déterminée,  sur  un  demi-plan,  les 
points  de  ramification  de  la  fonction  qui  fournit  cette  représentation  conforme 
détruisent  en  général  l'univocité  de  la  représentation  conforme  précisément 
aux  points  où  il  serait  indispensable  qu'elle  ne  fût  pas  détruite.  Parfois  cepen- 
dant on  peut  éviter  la  difficulté;  le  Mémoire  de  M.  Lindcmann  en  fournit  un 
exemple  intéressant. 

Dyck  (  W.).  — -  Contribtilion  à  la  théorie  du  potentiel.  Premier 
article  :  Sur  la  représentation  par  des  intégrales  définies  du 
nombre  que  Kronecker  a  nommé  caractéristique  d'un  système 
de  /i  H-  [  fonctions  de  n  variables  indépendantes  réelles.  (261- 

277)- 

L'intégrale  par  laquelle  Kronecker  représente  la  caractéristique  d'un  système 
de  n  +  I  fonctions  de  n  variables  indépendantes  réelles  et  les  deux  formules  de 
sommation  de  Kronecker  au  moyen  desquelles  on  peut  déterminer  les  caracté- 
ristiques, peuvent  être  envisagées  la  première  comme  un  cas  particulier,  la 
seconde  comme  un  cas  limite  d'une  représentation  générale  de  la  caractéristique 
due  à  M.  Walther  Dyck. 

On  remarquera,  dans  son  Mémoire,  la  représentation  presque  immédiate 
qu'il  donne  de  la  caractéristique  d*un  système  de  n  -f-  i  fonctions  de  n  variables 
au  moyen  d'une  intégrale  multiple  d'ordre  n  dont  l'élément  peut  être  envisagé 
comme  la  généralisation  dans  une  variété  d'ordre  n  de  l'angle  solide  élémen- 
taire introduit  par  Gauss  dans  la  formule  fondamentale  de  la  théorie  du  po- 
tentiel qui  porte  son  nom. 

Lindemann  {F.).  —  Sur  la  représentation  conforme  d'une  aire 
limitée  par  des  arcs  de  paraboles  ayant  même  axe.  (:ï"8). 

Cette  Communication  n'a  pas  été  publiée. 

Lindemann  (F.)  présente  à  l'Académie  un  modèle  antique  eu 
bronze  trouvé  en  Asie  Mineure  et  représentant  une  des  iigures 
rhomboïdales  d'Arcliimède.  (278). 

Archimèdc  a,  comme  on  sait,  étudié  le  premier  les  polyèdres  semi-réguliers 
à  angles  solides  égaux;  Pappus  énumèrc  les  treize  polyèdres  rentrant  ilans  ce 
type.  Les  (igures  polaires  de  ces  polyèdres  semi-réguliers  sont  des  polyètlres 
semi-réguliers  à  faces  égaies;  ils  n"ont  été  étudiés  qu'au  dix-nouvièm»^  siècle. 
Le  spécimen,  trouvé  en  Asie  Mineure,  (|ue  M.  Lindemann  présente  à  l'Académie, 
rentre  cependant  dans  ce  dernier  type,  et  comme  son  autlionticité  no  send)le 
j)as  pouvoir  être  mise  en  doute,  il  faut  bi(Mi  atlnictti'o  (|u'au  moins  une  des 
ligu)-cs  polaires  des  treize  polyèdres  énumèrés  par  Pappus  a  rie  envisagée  par 
les  anciens.  Ce  polyèdre  n'est  pas  mentionné  par  Pappus;  il  est  donc  fort  pro- 
bable qu'il  n'avait  pas  encore  été  envisagé  de  son  temps;  il  est  bien  possible 
(ju'il  ait  été  envisagé  pour  la  pretnièrc  fois  par  un  mathématicien  vivant  au 
(|uatrième,  cin(|uième  ou  sixième  siècle  de  notre  ère;  le  modèle  qui  nous  «■»( 
parvenu  ornait  peut-être  son  tombeau. 

Le  spécimen  présiMHé    pai-  M.   Liiidem.inn   ot    massif:  il  e-l    limite  [mv  litiilc 
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losanges  égaux  foiinanL  un  polyèdre  circonscrit  à  une  splièVc;  sut  les  Ir'cnie- 
flcux  sommets  de  ce  polyèdre  il  y  en  a  douze  où  viehncnt  aboutir  cinq  des 
trente  losanges  et  vingt  où  viennent  aboutir  trois  seulemeiitdes  trente  losanges. 

Pringslieini  (AC).  —  Sur  l'iniégrale  de  Catlchj.  Deuxième  afticle. 

(oc)5-3o4). 

Démonstration  J^bur  les  fonctions  d'une  varilablfc  cohipleite  de  la  formule  des 
accroissements  finis,  ou  plutôt  de  la  généralisatioh  de  cette  formule  qUe  l*on 
doit  à  M.  Darboux. 

Ce  théorème  Une  fois  établi,  il  est  aisé  de  démontrer  que  la  condition  néces- 
saire et  suffisante  poui"  qli'unc  fonction /(x;  )  d'une  variable  complexe  ^,  uni- 
voque  et  finie  dans  un  domaine  (E),  soit  continue  dans  ce  domaine  et  y  ad- 
mette une  fonction  dérivée /'(c  ),  elle-même  univoque  et  continue,  est  que  le 
quotient  des  diiïérr'ncCs 

,/7ç+A£2_:-/(^) 
~  Yz  ' 

soit  une  fonction  uniformément  èontihue  des  deUx  Variables  z,  A^,  poui-  toutes 
les  valeurs  de  z  faisant  partie  du  domaine  (E)  et  pour  tous  les  A«  plus  petits, 
en  valeur  absolue,  qu'un  rlombre  fini  arbitrairement  fixé. 

ScJimidt  {AdolpJi).  —  Sur  une  nouvelle  détermination  du  poten- 
liel  m  agnétifjiie  Icrreslre.  (3o5)i 

Cette  communication  est  insérée  dans  les  Mémoires  de  rACaclémiC. 

Dyck  (IV.).  —  Conlribiilion  à  la  théorie  du  potentiel.  Second 
arlicle  :  Sur  la  formule  de  Gaiiss  se  rapportant  à  l'enlacement 
réciproque  de  deux  courbes  gauches  et  sur  son  extension  à  des 
variétés  d'ordre  supérieur*  Représentation  du  nombre  des  enla- 
cements au  moyen  de  caractéristiques  de  cet-tains  systèmes  de 
(onctionsi  (3o3,  447-499)- 

Ce  Mémoire  de  M.  Dyck  compftnd  deux  parties.  Dahs  la  première  il  édifie 
une  théorie  générale  de  renlacemeht  de  deux  courbes  gauches  fermées  quel- 
conques n'ayant  aucun  point  commun.  A  cet  effet,  il  établit  les  relations  qui 
lient  l'intégrale  dc  Gauss,  au  moyen  de  laquelle  on  peut  évaluer  le  nohibre 
des  enlacements  de  deux  courbes  gauches,  et  la  caractéristique  (au  sens  dc 
Kronerker)  de  certains  systèmes  de  fonctions.  Oh  obtient  Ces  systèhrcs  de  fonc- 
tions en  représentant  les  coot-données  des  deux  courbes  gatichès  en  fonction  de 
paramètres  convenablement  choisis  et  aussi  en  envisageant  chactine  des  deuîc 
courbes  gauches  comme  l'intersection  de  surfaces  convenablement  choisies. 

Dans  la  seconde  partie  de  son  Mémoire  M.  Dyck  définit  l'enlacement  d^me 
variété  d'ordre  k  autour  d'une  viariété  d'ordre  (n  — A  — ï)  lot-sqlle  ces  deux 
variétés  sont  situées  dans  un  espace  (linéaire)  à  n  dimensions.  Il  étend  à  ce 
cas  général  des  formules  analytiques  obtenues  directement  dans  le  cas  où  n  =  3 
et   k  ~  1.   Il    obtient   ainsi,   dans   l'espace  à  n  dimensions,  tout  un   système  de 
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paires  de  variétés  d'ordres  o  cl  n —  i,  i  et  /i — 2,  2  et  n  —  3,    ...,  auxquelles 
correspond  le  même  nombre  d'enlacements. 

Ces  recherches   de  M.   Dyck,    mettent  en   pleine  lumière  l'importance  de   la 
notion  de  caractéristique  due  à  Kronecker. 

PringsJieini  (A.).  —  Sur  la  façon  dont  peuvent  se  comporter  les 
séries  entières  sur  la  circonférence  de  leur  cercle  de  convergence 
et  sur  les  séries  de  Fourier.  [?)3y-?)-o). 
Soit 

f{.v)=  y  a,x% 


une  fonction  représentée  par  la  somme  d'une  série  entière  convergente  à  l'inté- 
rieur du  cercle  (C)  décrit  de  l'origine  des  coordonnées  comme  centre  avec  un 
rayon  égal  à  l'unité.  Nous  supposerons,  d'une  part  que,  sauf  en  un  nombre 
fini  de  points  a;  —  e"'  de  la  circonférence  (C),  l'expression  /(e"')  envisagée 
comme  une  fonction  de  la  variable  réelle  w,  est  non  seulement  continue  mais 
admet  aussi  des  dérivées  de  tous  les  ordres;  et,  d'autre  part,  que  cette  mèn)e 
fonction  /(e"")  de  la  variable  réelle  oi,  est  intégrable  en  chaque  point  de  la 
circonférence  (C).  Nous  supposerons  aussi  que  la  série  dont  le  terme  général 
est  a^e""^  est  convergente,  sauf  pour  des  valeurs  de  w  correspondant  à  un  nombre 
fini  de  points  de  la  circonférence  (C). 
Sous  ces  trois  hypothèses,  il  est  clair  que  l'expression 


1"~ 


^=0 


envisagée  comme  une  fonction  de  la  variable  réelle  w,  est  identique  avec  le 
développement  en  série  trigonométrique  de  la  fonction  /(e"")  de  la  varial)l(' 
réelle  w.  La  première  des  trois  hypothèses  est  d'ailleurs  inutile;  la  seconde 
peut  être  remplacée  par  une  hypothèse  bien  moins  restrictive:  quant  à  la  troi- 
sième, on  a  cru  pendant  assez  longtemps  qu'elle  était  toujours  vérifiée  dès  que 
l'expression /( 6^"),  envisagée  comme  une  fonction  de  la  variable  réelle  w,  est 
développable  en  série  trigonométrique.  Cette  erreur  étant  encore  assez  répandue, 
il  y  a  quelque  intérêt  à  démontrer  le  contraire  et  à  en  donner  des  exemples; 
c'est  ce  qu'a  fait  iM.  Pringsheim  en  démontrant  qu'il  existe  des  séries  entières 
qui  divergent  sur  la  circonférence  de  leur  cercle  de  convergence,  (|uoi(iue  hi 
fonction  que  représente  la  somme  de  ces  séries  à  l'intérieur  du  cercle  de  con- 
vergence, envisagée  comme  une  fonction  de  l'argument  de  la  variable  complexe 
sur  la  circonférence  de  ce  cercle  de  convergence,  soit  développable  en  série 
trigonométri((ue. 

M.  Pringsheim  donne  aussi  un  exemple  d'une  série  qui  converge  sur  la  cir- 
conférence de  son  cercle  de  convergence,  sauf  en  un  seul  point  de  cette  circon- 
lérence,  et  (|ui,  envisagée  sur  cette  circonférence  comme  une  fonction  de  l'.ir- 
gument  de  la  variable  complexe,  ne  peut  être  développée  en  une  série  de 
Fourier  dans  lat|nelle  les  cooflicients  soient  représentés  par  des  intégrale» 
définies  proprement  tlitcs,  mais  sculenicnl  en  une  ><érii'  de  l'ourler  tl.m» 
la(|uell(>   les  eoeffieients   sont  re|»résenlés   par   des   inlegralo  delinies  »   :;énera- 
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listes  »,  suivant  la  lerininologie  de  INI,  Jordan,  on  «  arlilicielles  »  snivant  celle 
de  M.  INIéray. 

I.chnuuin-Fillu's  {!(.).  —  Sur  les  pcrlurbalions  séculaires  de  la 
Lune  sous  rinlluence  d\me  force  de  gravitation  n'agissant  pas 
à  distance  d'une  f'a(jon  instantanée.  (371-422). 

Si  l'on  suppose  que  la  giavitalion  Csl  une  fotce  émanant  des  eëritlës  d'altrac- 
tion  cl  se  IransmlHlaiit  eil  ligné  dfoile  avec  UnG  vitessfc  cohstahlb  aVaht  de 
faire  sentir  son  action  sur  les  points  matériels  sur  lesquels  elle  agit;  il  ëh  ré- 
sulte nécessairement  cerlaiiles  perturbations  dans  le  mouvement  des  corps 
célestes  et  ces  peMuibations  ollVeht  uiie  certaine  anialogib  avbc  les  t:)héllohiîènes 
d'aberration  et  de  lumière. 

On  peut  se  pi'Oposer  d'évaluer  ces  perturbations  en  fonétion  dé  la  Vitesse 
constante  dé  là  gravitation,  dans  lé  mouvement  dé  la  Lune.  M.  Lëhmann- 
Filhès  dénloritte  qu'elles  Ont  nécessairethent  Jjour  effet  de  retarder  le  tooyen 
mouvement  séculaire  c(3nstant  de  H  louji^itude  de  cet  jistrc.  L'expérience^  coHnine 
on  sait,  nlontre  qile  c'est  juste lïtetU  le  contrait^e  cjui  a  lieu;  le  moyen  mou- 
vement séculaire  de  la  longitude  de  la  Lune  va  en  augmentant.  On  ilëst  donc 
pas  en  droit  de  faire  riiypothèsé  qui  a  serVi  de  pOlnt  de  dépari  aux  calculs  de 
M.  Leltmailn-Filhès;  la  gravitation  he  peut  être  une  force  éHnanattt  dé  éeUtres 
d'îittraction  et  se  transmettant  ert  ligrib  droite  avec  Une  vitesse  constantie. 

von  Weber  [Ed.);  —  Sur  certains  systèmes  d'équations  de  t^falT. 

Dans  ce  Mémoire^  AL  von  Weber  pOsé  lés  foildertlents  d'uile  tliéorie  géiiét-iàle 
de  l'intégration  dés  équations  aux  dérivées  pat'tlelles  dépendant  de  trois  va- 
riables indépendâriteS.  La  théorie  de  l'intégration  dés  équations  aux  dérivées 
JDartielles  du  second  ordre,  due  à  AL  Darboux,  peut  être  coittplétée,  intei^prétée 
Suivant  les  principes  géométriques  dé  Sophus  Lie^  et  iénfin  étendue  à  des  équia- 
tions  et  systèmes  d'équations  aux  dérivées  partielles  d'uii  Ordlé  quelcoriqué. 


tome  XXVL 
CbiilmUniciltions  faites  à  l'Académie  éri  i8()6. 

]  (jss  {Â.).  —  Sur  la  transformation  cogrédiënte  des  formes  bili- 
néaii'C  en  elles-mêmes;  (i-^3); 

Daiis  les  leéons  dé  Oéométl-ie  dé  Clebsch,  rédigées  pai"  ÀL.  Lindémann-,  bn 
trouve  une  méthode  perniétLant  d'obtenir  toutes  les  trartsforniatiônS  linéaires 
qui  transforitiént  éh  ellé-mèmc  une  forme  quadratique  dépendant  de  trois  oU  dé 
quatre  variables.  M.  Lœwy  s'est  proposé  d'effectuer  la  même  réclicl-che-,  éU 
suivant  la  méthode  de  ClcbSch,  niais  en  l'étendant  aU  crts  général  oU  id  foi-mé 
quadratique  dépend  d'un  nionibre  quelèbnque  de  variables.  Corïimc  les  fol-mUlés 
générales  obtenues  par  AL  LœWy  ne  périiieltciit  [)as  d'évalutt-  It  ii()ml)l-é  dé 
paramètres  indépendants  figuraitt  dans  h's  liansfoi-iii;ilioiis  t-i  (juc)  d'autre  part, 
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on  n'aperçoit  aucune  analogie  entre  ces  formules  et  celles  bien  connues  de 
Cayley  qui  se  rapportent  à  la  transformation  d'une  somme  de  carrés  en  elle- 
même,  M.  Voss  a  cru  devoir  reprendre  le  même  problème  en  se  plaçant  à  un 
point  de  vue  différent. 

La  solution  qu'il  en  donne  peut  être  étendue  au  problème  plus  général  encore 
de  la  transformation  cogrédiente  en  elle-même  d'une  forme  bilinéaire  quel- 
conque, à  déterminant  différent  à  zéro. 

Parmi  les  transformations  cogrédientes  d'une  forme  bilinéaire  en  elle-même, 
M.  Voss  envisage,  en  particulier,  celles  qui  transforment  en  elles-mêmes  les 
formes  bilinéaires  symétriques  et  celles  qui  transforment  en  elles-mêmes  les 
formes  bilinéaires  alternées.  II  montre  comment  on  peut  déterminer  aisément, 
dans  ces  deux  cas,  le  nombre  de  paramètres  indépendants  figurant  dans  la 
transformation  et  étudie  la  fonction  caractéristique  de  chacune  de  ces  deux 
transformations. 

Seeligei'  (//.).  -^  Sur  l'agrandissement  apparent  de  l'ombre  de 
Ja  Terre  dans  les  éclipses  de  Lune.  (â4). 

Cette  Communication  est  Insérée  dans  les  Mémoires  de  l'Acadéitlie. 

Lœivy  {A.).  —  Remarques  sur  la  théorie  des  transformations  con- 
juguées d'une  forme  bilinéaire  en  elle-même.  ('25-3o)» 

i^z  li  k  =  n 
Une  transformation   conjuguée  d'une  forme  bilinéaire  A  =  ^      ^   (^ik^iyi< 

en  elle-même  est  propre  ou  impropre  suivant  que  le  déterminant  de  trans- 
formation est  égal  à  +1  ou  à  — i.  On  reconnaît  aussi  qu'elle  est  propre  ou 
impropre   suivant   que    le  produit  des   racines   de   réquation    caractéristique 

I  \  —  p  E I  =  0 
est  égal  à  H- 1  ou  à  — i.  Rappelons  que  p  désigne  un  paramètre  Variable,  E  la 

iznn 

forme  E  =  \    ^cYi  et  |  A  —  pEj  le  détermihant  de  la  forme  bilinéaii-e  A  —  p  E. 

M.  Lœwy  démontre  cjuè  pour  qu'une  forme  bilinéaire  A,  à  déterminant  dillV- 
rent  de  zéro,  se  transforme  en  elle-même  par  des  transformations  cohjuguées, 
propres  et  impropres,  il  faut  et  il  suffit  que  la  fonction  caractéristique  |  A  —  pE  | 
de  cette  forme  A  admette  au  moins  un  diviseur  élémehtaire  à  exposant  impair. 
Ce  sont  donc  deux  choses  entièrement  équivalentes  que  l'on  exprime  en  disant 
que  les  exposants  des  diviseurs  élémentaires  de  la  fonction  caractéristique  dune 
forme  bilinéaire  sont  tous  pairs,  ou  que  la  forme  bilinéaire  ne  peut  être  trans- 
formée en  elle-même  que  par  des  transformations  propres. 

INl.  Voss  avait  montré  que  toute  forme  symétrique  se  transforme  en  elle- 
même  par  des  transformations  symétriques.  En  appliquant  aux  formes  symc- 
Iriquos  les  considérations  générales  développées  par  IVI.  Lœwy,  on  peut  com- 
pléler  ce  résultat  en  ajoutant  que,  parmi  les  formes  symétriques,  il  y  en  a 
certainement  qui  ne  peuvent  être  transformées  en  elles-mêmes  par  des  trans- 
formations sym(''tii((ucs  impropres. 


6?.  SECONDE    PAHTIE. 

LindcDidim    {F.)-    —    Sur    les    Iransformalions    linéaires   d'une 
variété  quadralic|uc  en  elle-même.  (.")i-(3r)). 

L'objet  principal  du  ÎMcinoirc  de  M.  Lindcrnann  est  de  meLlre  les  formules 
générales  de  M.  Lœwy,  concernanL  les  Iransformalions  linéaires  d'une  variété 
quadratique  quelconque  en  elle-même,  sous  une  forme  telle  que  les  résultats 
se  rapportant  aux  mêmes  transformations,  obtenus  par  M.  Voss  dans  un  Mé- 
moire dont  il  a  été  rendu  compte  plus  haut,  s'en  déduisent  aisément. 

Godt  {IJ'.)'  —  Sur  le  cercle  de  Fcuerbach  cl  sur  une  courbe  du 
quatrième  ordre  et  de   Iroisicmc  classe  envisagée  par  Steiner. 

(i  i()-i  (]()). 

Soit  I,,!,!^!;!  un  quadrangle  dont  les  trois  paires  de  côtés  opposés  se  coupent 
à  angle  droit  en  trois  points  A,  B,  C.  On  sait  que  ces  trois  points  A,  B,  G  et 
les  milieux  des  six  cotés  du  quadrangle  sont  situés  sur  la  circonférence  d'un 
cercle  auquel  on  donne  parfois  le  nom  de  cercle  de  Feuerbach.  On  sait  aussi 
que  l'emploi  de  ce  cercle  permet  d'établir  facilement  plusieurs  théorèmes  inté- 
ressants de  Géométrie  élémentaire.  M.  Godt  montre  qu'il  permet  aussi  de 
démontrer  plusieurs  des  théorèmes  énoncés  sans  démonstration  par  Steiner 
(Œuvres,  t.  II,  p.  641  et  suivantes)  et  démontrés  en  partie  par  Cremona 
{Journal  fia'  MatJiematik,  t.  64)  par  une  tout  autre  voie. 

Priiigsheim  {A.).  —    Sur  la    théorie  des  fonctions   sjnectiques 

(167-182). 

Démonstration  nouvelle  du  théorème  d'après  lequel  toute  fonction  synec- 
iique  dans  un  domaine  (E)  (c'est-à-dire  univoque  et  admettant  dans  ce  do- 
maine une  dérivée  continue  au  sens  de  la  théorie  des  fonctions  d'une  variable 
complexe),  est  développable  en  série  entière  aux  environs  de  chacun  des  points 
de  ce  domaine. 

Le  mode  de  démonstration  est  le  même  que  celui  dont  M.  Pringsheim  a  déjà 
fait  usage  dans  une  précédente  Communication  à  l'Académie  en  i8(j5.  Il  s'appuie 
sur  les  propriétés  de  la  valeur  moyenne 

M/(/-), 

d'une  fonction  f{r)  dont  on  trouvera  la  définition  dans  le  compte  rendu  de 
cette  communication. 

Ce  théorème  une  fois  établi,  l'étude  des  intégrales  des  fonctions  synectiques 
ne  présente  naturellement  plus  aucune  difficulté;  le  théorème  fondamental  de 
Cauchy,  en  particulier,  se   présente  sous  forme  d'une  identité.  On  voit  aussi 

/dx 
■ —  )  prise  le  long  d  une  courbe  fermée  entou- 
X        u 

rant  le  point  a,  est  égale  à  "iir.,  sans  qu'il  soit  nécessaire  pour  obtenir  ce  ré- 
sultat d'introduire  des  coordonnées  polaires  comme  on  le  fait  d'habitude.  Plus 
généralement  l'étude  des  intégrales  des  fonctions  rationnelles  d'une  variable  et 
celle  des  fonctions  rationnelles  de  ^  et  de  la  racine  carrée  d'un  polynôme  en  x, 
peut  être  abordée  avec  un  bagage  très  restreint  de  connaissances  en)pru niées 
à  la  théorie  générale  des  fonctions  d'une  variable  complexe. 
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Voss  (A.),  a.  —  Sur  le  nombre  des  transformations  cogrédientes 
et  adjoinles  d'une  forme  bilinéaire  en  elle-même.  (21  1-2-2). 

Voss  (A,),  b.    -^  Solutions  symétriques  et  alternées  de  l'équation 

sx  =  xs^  (273-281). 

a.  Le  problème  se  ramèhe  à  la  détermination  du  nombre  de  solutions  linéai- 
rement indépendantes  de  deux  systèmes  d'équations  linéaires  déterminées. 

Dans  le  cas  général,  l'étude  directe  des  mineurs  des  déterminants  de  ces 
deux  systèmes  d'équations  linéaires  ne  semble  pas  être  facile.  Mais  il  est  un 
cas  particulier  où  Cette  étude  se  ramène,  par  des  opérations  rationnelles  seule- 
ment, à  celle  de  la  fonction  caractéristique  de  la  forme  envisagée,  M.  Voss 
consacre  la  plus  grande  partie  de  son  Mémoire  à  l'étude  de  ce  cas  particulier 
qu'il  développe  avec  soin.  Le  dernier  paragraphe  contient  toutefois  quelques 
considérations  d'un  caractère  plus  général. 

On  remarquera  le  lien  qui  unit  la  solution  du  problème  proposé  à  la  déter- 
mination du  nombre  de  formes  bilinéaires  X,  symétriques  ou  alternées,  véri- 
fiant une  relation  de  la  forme  particulière 

SXS'  =  S'XS. 

b.  Recherche  analogue  ayant  pout*  objet  de  détci*miner  le  nombre  de  fofmes  X 
symétriques  ou  alternées  qui  vérifient  une  relation  de  la  forme 

SX  =  XS'j 

la   forme   S    est  donnée;  son  déterminant  est  didérent  de  zéro;  S'  est   sem- 
blable à  S. 

Charlier  (C).  —  Recherche  sur  les  méthodes  permettant  de 
construire  des  Tables  pour  les  perturbations  des  petites  pla- 
nètes. (287-308). 

von    Voit.   —   Notice    biographique   sur  Franz-Ernst  Ncumann. 

(338-343). 

Seeliget-  [II.).  —  Sut^  la  loi  de  gravitatiori  de  Newton.  (3^3-400). 

D'après  M.  Sceliger,  si  noils  admettons  que  la  loi  de  gravitation  de  Newton 
s'applique  à  tout  l'Univers,  il  nous  faut  aussi  admettre  que  les  masses  de  deii- 
sité  finie  n'occupent  qu'un  espace  yZ/îr  (  et  non  indéfini)  dans  tout  l'Univers,  Si, 
au  contraire)  nous  admettons  que  les  masses  de  densité  finie  distribuées  dans 
l'Univers  y  occupent  un  espace  infini,  il  nous  faut  aussi  iulmeltrc  que  la  loi  de 
Newton  ne  saurait  être  qu'une  loi  approchée.  Il  est  fort  possible  (|ue  l'on  par- 
vienne un  jour  à  expli(iuer,  sans  modifier  aucunement  la  loi  de  Newton,  lc^ 
quelques  rares  anomalies  que  semble  encore  présenter  notre  système  solaire; 
mais,  même  alors,  on  ne  serait  aucunement  en  droit  d'en  conclure  à  la  pos- 
s ihili te  d'clcndvc,  la  loi  de  N(>wton  à  tout  l't  nivers;  bien  au  ct)ntraire,  on  devrait 
admettre  (|ue  seules  les  |)etites  dimensions  de  notre  système  solaire,  relaliNC- 
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inenL  aux  distances  (jui  nous  séparent  des  étoiles,  permettent  de  lui  appliquer 
sans  aucune  correction  la  loi  de  Newton. 

Dans  un(5  seconde  partie  de  son  Mémoire,  M.  Secliger  montre  que,  dans 
l'hypothèse  d'une  masse  infinie  distribuée  dans  l'Univers,  il  n'est  aucunement 
nécessaire,  pour  expliquer  que  l'éclat  de  la  voûte  céleste  est  loin  d'être  com- 
parable à  celle  du  Soleil,  de  supposer,  comme  l'ont  fait  L.  de  Cheseaux  et,  plus 
tard,  Olbers,  que  la  lumière  provenant  des  étoiles  est  absorbée,  en  tout  ou 
partie,  par  les  espaces  célestes  qu'elle  traverse  avant  de  frapper  notre  rétine. 

Luidemanîi  (F-)-  —  Continuation  analytique  des  fonctions  qui 
permellent  d'effectuer  la  représentation  conforme,  sur  un  demi- 
plan,  de  l'aire  intérieure  à  une  conique  donnée.  (/îoi-4'^.4)- 

Les  formules  au  moyen  desquelles  on  peut  ellectuer  la  représentation  con- 
forme sur  un  cercle  de  rayon  égal  à  i  ou,  si  l'on  veut,  sur  un  demi-plan,  soit 
de  la  partie  d'un  plan  située  à  l'intérieur  soit  de  celle  située  à  l'extérieur, 
d'une  ellipse  ou  d'une  parabole  sont,  comme  on  sait,  dues  à  M.  H. -A.  Schwarz 
[Œuvres,  t.  II,  p.  77,  102  et  i4i]-  ^'  Lindemann  a  résolu  le  même  problème 
dans  le  cas  où  l'ellipse  est  remplacée  par  une  hyperbole. 

Dans  sa  Communication  à  l'Académie,  il  commence  par  établir  à  nouveau 
les  formules  de  M.  Schwarz.  Il  étudie  ensuite  la  continuation  analytique  de 
chacune  des  fonctions  obtenues. 

von  JJeber  (Ed.).  —  Sur  les  équations  aux  dérivées  partielles 
du  second  ordre  dont  l'intégration  se  ramène  à  celle  d'équations 
différentielles  ordinaires.  (  425-437). 

En  s'appuyant  sur  une  suite  de  propositions  énoncées  sans  démonstration 
en  1S72  par  M.  Lévy  dans  les  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences, 
M.  Konig  a,  dans  le  tome  XXIV  des  Mathemadsche  Annalen,  énoncé  à  son 
tour,  sans  le  démontrer,  un  théorème  d'après  lequel  l'application  des  critériums 
donnés  par  M.  Daiboux  {Annales  de  l'École  Normale  supérieure,  t.  VI) 
permet  d'obtenir  ^Oi^^es  les  classes  d'équations  aux  dérivées  partielles  du  second 
ordre  dont  l'intégration  se  ramène  à  celle  d'équations  différentielles  ordinaires. 

M.  von  Weber  se  propose  de  démontrer  le  théorème  de  Kônig.  D'une  façon 
plus  précise,  il  démontre  que  pour  que  l'intégration  d'une  équation  aux  déri- 
vées partielles  du  second  ordre  dont  les  deux  systèmes  de  caractéristiques  sont 
distincts,  se  ramène  à  celle  d'une  équation  différentielle  ordinaire,  //  faut  et 
il  suffit  qu'il  existe  deux  nombres  distincts  /',  /'  tels  que  les  équations  défi- 
nissant les  caractéristiques  d'ordre  /•  et  les  caractéristiques  d'ordre  /*'  de  l'un 
des  deux  systèmes  de  caractéristiques  admettent  les  unes  et  les  autres  une 
combinaison  intégrale. 

Kantor  (S.).  —  Sur  les  moments  /t,  de  complexes  R/  dans  R,. 
(  53i-544)- 

Il  s'agit  d'une  extension  de  la  théorie  des  moments  de  M.  Keye. 
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Pringslieim  {A).  —  Sur  la  limite  et  sur  le  domaine  limite  entre 
convergence  et  divergence.  (6o5-624)- 

Envisageons  deux  suites  indéfinies  monotones  décroissantes  de  nonibres  posi- 
tifs tendant  vers  zéro, 

^.1»      Cr      c,,      ...,      r„ 

c/,,     c/,,     cl.,,     ...,     r/„,     ..., 

la  première  convergente,  la  seconde  divergente,  telles  que  l'on  ait,  pour  chaque 

indice  v, 

d .  >  c . 


et  que 


lim    ^ 

l'  =  oc       '^ii 


Si 

rt„,     r/,,     a.,,      ...,     «„,      ... 

désigne  une  suite  indéfinie  monotone  de  nombres  positifs,  cette  suite  ne  peut 
être  que  convergente,  lorsqu'il  existe  un  entier  n  tel  que,  pour  tout  indice  v~n, 
on  ait 

(A)  a^U^.; 

elle  ne  peut  être  que  divergente,  lorsqu'il  existe  un  entier  n  tel  que,  pour  tout 
indice  v^n,  on  ait 

Mais  si,  quelque  grand  que  soit  l'indice  v,,  a,  vérifie  les  inégalités 

sans  ({uo  l'on  puisse  assigner  un  nombre  déterminé  n  tel  que  l'on  ait  pour  tout  v 
plus  grand  que  «,  soit  c^  =  a^,,  soit  a^  =  rf^,  les  deux  cas  peuvent  se  présentei-, 
la  suite  «u,  a,,  «o»  •••■>  cin->  •••  P^ut  être  convergente,  elle  peut  aussi  être  diver- 
gente :  on  dira,  dans  ce  cas,  qu'elle  appartient  au  domaine-limite  entre  con- 
vergence et  divergence,  borné  par  les  deux  suites  c^,  c,,  ...,  c„,  ...,  et  i/„. 
rf,,  ...,  c/,„  .... 
F.  du  Bois-Reymond  et  plusieurs  autres  géomètres  ont  cru  qu'il  suffisait  de 

fixer  arbitrairement  ces  deux  bornes  c,„  C',,  ...,c„,  .  . . ,  et  f/„,  ^/p  .  . .,  r/„ 

pour  pouvoir  partager  les  séries  à  termes  positifs  décroissant  d'une  façon  mono- 
tone, en  trois  groupes  nettement  caractérisés,  le  premier  par  les  inégalités  (A), 
le  second  par  les  inégalités  (B),  le  troisième  par  les  inégalités  (Cl).  Ce  n'est 
pas  exact.  On  peut,  en  effet,  démontrer  que,  quel  que  soit  le  choix  cpie  l'on  ait 
fait  des  deux  bornes  c^,  c,,  c.  . . . ,  c„,  ...  et  rf„,  rf,,  d.,^  . . . ,  r/, ,  . .  . ,  il  existe 
une  infinité  de  suites  monolones 

n'appartenant  à  aucun  de  ces  trois  groupes  et  pour  lesquelles  ou  a.  ou  bien 


06  siî:condk  PAU  il  il 

ou  l)icn 

ou  bien 

(C)  a[<c-^,     a'^> '^^■x^ 

pour  un  nombre  indéfini  d'indices  distincts  >v  et  ;x;  dans  les  cas  (A')  el  (B')  les 
nombres  X  et  jx  épuisent  entièrement  la  suite  des  nombres  entiers  plus  grands 
qu'un  nombre  assignable  ;?. 

Ainsi  à  tout  choix  de  deux  suites  monotones  c^,  c\,  c,,  ...,  c„,  ...  et  <:/„,  <:/,, 
d^,  ...,  c/„,  ...,  correspond  une  infinité  de  suites  monotones  a'„,  a\,  «!,,  ..., 
«',,,  .,.,  n'appartenant  pas  au  domaine-limite  entre  convergence  et  divergence 
borné  par  les  deux  suites  c„,  (P,,  c.,,  . . . ,  c„,  . . .,  et  d^^,  dy,  d^j,  . . . ,  r/„,  . . . ,  et 
dont  la  convergence  ou  divergence  ne  peut  cependant  pas  être  discernée  en  com- 
parant les  termes  «/,  avec  ceux  de  même  rang  c^  ou  d^.  On  en  conclut  (ju'il  ne 
saurait  exister  à  la  fois  une  borne  générale  de  convergence  et  une  borne  géné- 
rale de  divergence.  Or,  il  y  a  une  borne  générale  de  convergence  qu'on  va 
apprendre  à  former;  il  n'y  a  donc  pas  de  borne  générale  de  divergence. 

Dans  une  seconde  partie  de  son  Mémoire,  iM.  Pringsheim  étudie  de  plus  près 
d'abord  le  cas  de  la  convergence,  puis  celui  de  la  divergence  des  séries.  Il 
montre  que  la  condition 

Jim  {m^)  =  o, 

est  nécessaire  pour  que  la  suite 

t?(|f         '*P         ^^2'  •    *   '  5  •  ;;>  •   f   • 

soit  convergente,  mais  qu'il  peut  se  fyirc  que  cette  suite  soit  convergente  sans 

que  la  condition 

lim  [vm,a^]~  0 

soit  vérifiée  quelque  lentement  que  l'on  suppose  que  )cs  nombres  m^,  croissent 
indéfiniment  avec  l'indice  v. 
Chaque  suite 


où  s  désigne  un  nombre  positifyZ,re  arbitrairement  aussi    ptlit  que   l'on   veut, 
est  une  borne  générale  de  convergence,  car  si  la  suite 

«.r     ^f^•     ''i ^^,1      ■■' 

cgt  convergente,  il  existe  nécessairement  un  entier  n  tel  que,  pour  tout  indice 
v^n-,  on  ail 

mais  quelque   lente   (jue  soit   la  façon   dont   on  imagine  que  les   termes  d'une 
suite 
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tendent  vers  zih'o  quand  Ji  augmente  indéfiniment,  il  existe  une  infinité  de 
séries  monotones  décroissantes 

a„,     «,,     «2^     ...,     a„,     ..., 

qui  sont  convergentes  et  dont  les  termes  deviennent  cependant,  à  partir  d'un 
terme  quelconques,  une  infinité  de  fois  plus  grands  et  une  infinité  do  fois  plus 
petits  que  le  terme  de  même  rang  de  la  suite 

I         -.1  n 

Il  en  résulte  que,  quelque  rapide  que  soit  la  convergence  d'une  série  donnée 


III  I 

0       ^1 


wJ,i  KJt  \^ty  i-^ 


on  peut  toujours  concevoir  des  séries  monotones  décroissantes 

a„,    a,,    a,,     ...,    a„,     ..., 

qui  soient  divergentes  et  dont  les  termes  deviennent  cependant  une  infinité  de 
fois,  à  partir  d'un  indice  quelconque  n,  plus  petits  que  les  termes  correspon- 
dants de  la  série  convergente  donnée,  en  sorte  que  la  limite  inférieure,  au 
sens  de  Caucliy,  du  produit  C^a^,  pour  p  =  00,  soit  nulle. 

On  peut  d'ailleurs  toujours  former  efi'ectivement  de  telles  séries  «„,  a,,  a,,  ... , 
rt,p  ...,dès  que  les  coefficients  C^^  de  la  série  donnée  sont  connus.  Ces  résultats 
s'étendent  immédiatement  aux  intégrales  de  la  forme 


r 


fix)djc, 


où  f{x)  désigne  une  fonction  monotone  décroissante  tendant  vers  zéro  quand  x 
augmente  indéfiniment.  Cette  intégrale  converge  ou  diverge,  en  effet,  en  même 
1'  =  00 

temps  que  la  somme    >    f{v).  Chaque  courbe  ayant  une  équation  de  la  forni(> 

i'  —  ù 

xy  =  î, 

où  £  est  un  nombre  positif  fixé  arbitrairement  aussi  petit  que  l'on  veut,  fornie 
donc  une  borne  de  convergence  pour  l'intégrale  envisagée,  en  sorte  que  toutes 
les  courbes  monotones 

à  intégrale  convergente  sont  situées  au-dessous  de  cette  courbe  xy  =  s;  elles 
coupent  cependant   une  infinité  de  fois  toute   courbe  dont   léqualion   est  de  la 

forme 

xy  z=:  ()(x), 

où  0{x)  désigne  une  fonction  (juclconque  de  x,  tendant  vers  l'inlini  en  mèu)»' 
que  X.  aussi  lentement  d'ailleurs  que  l'on  veut. 

Il  n'existe,  au  contraire,  aucune  borne  de  divergence  |)(>ur  linlégrale  envi- 
sagée en  sorte  que  cette  intégrale  peut  diverger,  même  si  la  courbe  monotone 
ayant   pour  (' |uation  y=f{x)  coupe   un    nombre   infini    de    fois  toute  courbe 
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dont  récjiialioii   r  —  r(-^)  ^st  telle  que  riiih'-^ralc     /       ■^(.r)dx  converge  aussi 
rapidemciil  que  Ton  veut. 

LiiKJcniaïui  {F-)-  —  CoiitribuLioii  à  l'iiisloirc  des  origines  cl  des 
premiers  développements  de  la  notion  des  polyèdres  et  des  sym- 
boles numériques.  (G2r)--58). 

On  attribue  généraleuicnt  aux  Grecs  l'orii^ine  des  polyèdres  rrguliers,  pour 
la  plupart  en  pierre  ou  en  bron/e,  que  Ton  a  trouves  dans  diverses  fouilles; 
ce  sont,  en  général,  des  dodécaèdres.  On  admet  (|u'ils  <latent  environ  du  cin- 
quième siècle  avant  notre  ère.  M.  Lindemann  ne  partage  pas  cette  manière  de 
voir.  Ayant  constaté  que  l'un  au  moins  de  ces  dodécaèdres  est  certainement 
d'origine  plus  ancienne  et  l'ayant  comparé  à  d'autres  dodécaèdres  moins  an- 
ciens, découverts  soit  dans  les  limites  de  l'ancienne  Gaule,  soit  dans  des  régions 
voisines,  il  est  parvenu  à  des  conclusions  bien  dilférentes. 

Les  habitants  dij  Piémont  et  de  l'île  d'Elbe  pendant  la  période  préhistorique 
que  nous  appelons  Vdge  du  fer  ont  été,  d'a|)rès  M.  Lindemann,  les  premiers 
liommes  qui  aient  envisagé  des  dodécaèdres  et  des  icosaèdres  réguliers  :  les 
cristan>K  de  pyrite  de  fer  trouvés  dans  ces  régions  affectent  souvent  à  très  peu 
près  la  forme  d'qn  icosaèdre  régulier  ou  d'un  dodécaèdre  à  faces  pentagonales 
presque  régulières;  pour  ces  habitants  le  fer  était  certainement  un  métal  ayant 
une  grande  valeur;  il  est  donc  assez  naturel  (juils  aient  été  frappés  par  la 
forme  presque  régulière  affectée  par  ces  cristaux  et  qu'ils  lui  aient  attribué  un 
sens  symbolique  conforme  à  leurs  idées  rpligieuses.  Les  mêmes  idées  semblent 
s'être  répandues  plus  tard  chez  les  Étrusques  et  les  Gaulois  où  elles  persistaient 
encoie  du  tenrjps  des  empereurs  romains.  Ce  sont  les  Gaulois,  ou,  peut-être,  les 
Etrusques,  qui  ont  appris  à  Pythagore  l'existence  d'icosaèdres  et  de  dodécaèdres. 
(Il  en  est  sans  doute  de  même  du  pentagone  étoile  que  l'on  connaissait  avant 
Pythagore.) 

M.  Lindenjann  renpirque,  d'autre  part,  que  les  signes  que  portent  sur  leurs 
faces  les  dodécaèdres  d'<^i''g''ie  anti(|ue,  et  sans  doute  celtique,  qu'il  a  pu  com- 
parer entre  eux,  sont  des  signes  de  nombres  dont  l'origine  égyptienne  ou 
babylonienne  n'est  pas  douteuse.  En  Egypte,  les  symboles  représentant  les  pre- 
miers nombres  ont  été  formés  au  moyen  des  éléments  les  plus  simples  tels  que 
les  signes  .,  |  ,  — ,  /^,  ou  \,  peut-être,  en  partie,  en  utilisant  des  modèles 
babylonieijs;  les  symboles  représentant  les  noiiibres  plus  grands  comme  Go,  Ho, 
90,  iQO,  iQOQ  et  peut-être  10  et  '\o,  sont  directement  (Miipruntés  au  système 
babylonien.  Ces  symboles  ont  été  sans  doute  répandus  en  Italie  par  l'intermé- 
diaire des  Phéniciens  pendant  la  période  qui  comprend  les  dix  premiers  siècles 
avant  notre  ère;  il  est  toutefois  fort  possible  que  les  Etrusques  en  aient  eu 
connaissance  avant  l'an  —  1000,  lors  d'expéditions  lointaines  entreprises  par 
eux  et  les  ay^ant  mis  en  contact  avec  les  (égyptiens.  L'origine  étrusque  des 
chiffres  roJTiains  s'expliquant  de  la  façon  la  plus  naturelle,  on  voit  comment 
les  différents  signes  dont  nous  venons  de  parler,  employés  par  les  anciens  pour 
représenter  les  nombres,  peuvent  être  rattachés  les  uns  aux  autres  et  comment 
l'on  est  amené  à  leur  donner  une  origine  babylonienne  commune. 

Il  est  probable  que,  dans  ses  calculs,  Pythagore  sest  servi  de  chiffres  égyp- 
tiens. Un  grand  nombre  d'autres  façons  de  se  représenter  les  nombres,  les  unes 
ayant  une  orifîine  préliistoric|ue,  les  autres  une  origine  hislori([ue  très  ancienne. 
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mais  ayant  les  unes  cL  les  autres  un  caractère  synnbolique,  se  rencontrent  sur 
tout  le  littoral  de  la  Méditerranée;  on  en  a  fait  usage  pendant  toute  la  durée 
du  ino3^en  âge  et  m^me  parfois  pendant  les  leinps  modernes. 

M.  Lindemann  conclut  aussi,  des  nombreuses  recherches  auxquelles  il  s'est 
livré  au  sujet  des  signes  tracés  sur  les  polyèdres  d'origine  antique  dont  il  vient 
d'être  question,  que  la  philosophie  pythagoricienne  est  en  relation  intime  avec 
les  doctrines  qu'enseignaient  les  prêtres  étrusques  et  gaulois.  Il  rapporte  en 
particulier  à  ces  doctrines  le  goût  prononcé  des  pythagoriciens  pour  les  relations 
ayant  un  caraclrr  ;  arithmétique. 


Tome  XXVIl. 
Communications  ("ailes  à  l'Académie,  en    1807. 

Fôppl  {A .).  —  Sur  uno  extension  possible  de  la  ]oi  de  ^e^^lon. 

Supposons  que  les  points  de  l'espace  soient  affectés  de  coefficients,  les  uns 
positifs,  d'autres  négatifs,  d'autres  encore  nuls,  auxquels  nous  donnei-ons,  par 
une  extension  assez  naturelle  du  langage,  le  nom  de  masse  de  ces  points.  Sup- 
|)osons  aussi  que  l'action  de  la  gravitation  ne  soit  pas  instantanée,  mais  se 
propage  par  l'intermédiaire  de  Téther,  que  les  masses  des  divers  points  soient 
les  sources  de  flux  de  forces  allant  des  masses  positives,  par  exemple,  aux 
masses  négatives,  que  la  somme  des  soui-ces  positi\es  soit  égale  à  la  somme 
des  sources  négatives  et  que  lénergie  du  champ  de  gravitation  distril)uée  sur 
un  élément  de  ^(^lume  r/r  soit  donnée  par  une  expiession  analogue  à  celle  qui 
donne,  d'après   Maxwell,  l't'nergie  du  champ  élcrtriqrio  disirilniée   sur  un   ('It'- 

mfnt  r/r  ;  il  suffit,  pour  l'ohtenii-.  de  changer  le  signe  de  l'expiession       c\-(/{\ 

donnée  par  .Maxwell  et  fl'ajouter  une  constante  <?„  ;  la  fonction  vectoiielle  \  , 
sans  tourl>illon,  qui  y  ligure  et  détermine  l'état  actuel  du  champ  de  gravita- 
tion, est  supposée  n(;  (h'peudre  que  du  rayon  vecteur  aboutissant  à  un  point  de 
l'élément  envisagé  f/r;  les  sou/ces  de  cette  fonction  vectoriell?  enfin  sont  sup- 
posées coïncider  avec  les  masses  positives  ou  nt^galives  de  l'espace.  Quant  au\ 
deux  constantes  c  et  C(,,  elles  (b'-pendent  du  milieu  par  lequel  on  suppose  (|ue 
la  gravitation  se  propage  dans  l'espace;  la  seconde  e^^  est  r('uergic  contenue 
dans  ruiiilé  de  volume  de  l'c^space  quand  la  fonction  \ectoiielie  y  est  nulle. 

M.  l'TippI  dt'moiitre  (|ue,  sous  ces  hypothèses,  deux  masses  ((ueleou(|ucs  de 
nièinc  signe  s'attirent  suivant  ta  toi  (te  Aeivton.  tandis  que  deux  masses 
(|ueleonques  de  signes  contraires  se  repoussent  suivant  la  loi  de  .\e%vton. 
I>'utiivers  entier  serait  (h)nc  comparable  à  un  ensemble  de  masses  électriques 
les  unes  positives,  les  autres  m'gatixes;  seulenient  là  où  il  \  aurait  allr.ietioii 
avec  CCS  masses  électriques  il  y  a  répulsion,  et  inversement. 

On  sait  que  l'on  a  observé  dans  plusieurs  systèmes  d'éloiles  douldes  (|ue  le 
mouvenjcut  relatif  du  compagnon  autour  de  l'étoile  principale  a  lieu  conformé- 
n)ent  à  la  loi  de  INcwlon.  D'après  le  théorème  démontré  pai-  M.  Koppl.  ce  fait 
peut  tout  aussi  bien  concorder  avec  l'hypothèse  d'aj)iès  laquelle  l'éloilc  prin- 
cipale et  son   couipagnon    auraient  des   masses  négatives   toutes  deux'  (ju'avcc 

Bull,  des  Sciences  inalUein.,  ■'*  série,  t.  \\\'.  (Mars  1901)-  H. 6 


70  SECONDE    PARTIE. 

celle  (l'iiprès  I;i(|iielle  leurs  iiinsscs  seraient  [positives  loiUes  deux,  si  l'on  admet 
(|ue  la  disliihiilion  de  réneri;ie  dans  le  cliamp  de  la  t;iavilation  a  lieu  suivant 
la  Itii  anal<)i;ne  à  celle  de  ÎMaxucll,  indi(iuée  plus  haut.  On  n'est  pas  en  dioit 
d'en  conclure  que  le  champ  de  la  gravitation  s'élend  nécessairement  à  l'infini; 
il  peut  fort  bien  être  limité;  il  l'est  sous  les  hypothèses  faites  plus  haut,  hypo- 
thèses que  IVI.  F()ppl  estime  avoir  quelque  caractère  de  vraisemblance;  mais 
comme,  malgré  tout,  ces  hypothèses  ne  sont  que  des  hypothèses,  rien  ne  nous 
prouve  cependant  qu'il  le  soit.  Une  seule  chose  est  certaine,  c'est  que  dans  notre 
système  solaire  les  masses  sont  toutes  de  même  signe,  même  celles  des  comètes 
(|ui  y  pénètrent  sans  en  faire  partie. 

Pruigshelm  {A.).    —    Sur    les   principes    foiidamenlaiix    de    la 
théorie  des  séries  à  double  entrée.  (ioi-i52). 

Il  s'agit  d'établir  ces  principes  par  des  considérations  directes  et  ayant  un 
caractère  élémentaire.  INI.  Pringsheim  commence  par  exposer  en  détail  comment 
on  obtient  les  relations,  en  partie  bien  connues,  sous  lesquelles  les  limites 

lim        [«';],  lim    F  lima('''l,  lim  [   lim   a''»], 

ou,  plus  généralement,  les  limites  supérieures  d'indétermination 

lim  sup    [a''''],         lim  sup  f  lim  suprt''''l ,         lim  sup  flim  supa''''!, 

IJl=:oo,V:=oo  ^  [X  =  ooLv  =  oo  ^^J  y  —  ce        [         ^,  =  x  ^J 

ou  enfin  les  limites  inférieures  d'indétermination 

lim  inf    [«'^1^'],         lim  inf  f  lim  infa'''n  ,        liminf  f  lim  infa'^'l, 

sont  égales. 

Les  diiïércntes  éventualités  qui  peuvent  se  présenter  dans  l'étude  de  la  con- 
vergence ou  de  la  divergence  d'une  série  à  double  entrée  sont  ensuite  mises 
en  pleine  lumière,  et  l'on  perçoit  nettement  la  dilTérence  qu'il  y  a  entre  une 
série  à  double  entrée  et  la  série  à  simple  entrée  dont  les  éléments  sont  les 
sommes  des  séries  formées  par  les  colonnes  (ou  les  lignes)  de  cette  série  à 
double  entrée.  A  chaque  cas  sont  joints  un  ou  plusieurs  exemples. 

M.  Pringsheim  s'attache  aussi  à  caractériser  la  difîérence  qu'il  y  a  entre  une 
série  convergente  à  double  entrée 

wj;'*         (;j.,  V  ^  0,  I,  2,   ...,  ce), 
et  la  série  à  simple  entrée  dont  les  éléments 

sont  les  sommes  des  diagonales  du  Tableau  formé  par  les  éléments  w'^'  de  la 
série  à  double  entrée.  Il  démontre  que  si  S  est  la  somme 

S  =^«[,"         (H-,  V  =  o,  I,  '.i,  ...,  x) 
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des  clcmcnls  d'une  série  convergente  à  double  enlréc 

^C'  (l-^'    '^   =   f'i    ^    2,     ...,   oc), 

r 

et  si  chaque  colonne  et  chaque  ligne  du  Tableau  forme  par  les  éléments  w'^''  de 
cette  série  à  double  entrée,  converge,  ou  encore  oscille  entre  des  limites  finies, 
la  série 

W„,      W^,      IV2,       ...,      <V„,      ... 

ne  peut  aussi  que  converger  ou  osciller  entre  des  limites  finies,  tandis  qu'elle 
ne  peut  jamais  diverger  dans  le  sens  propre  du  mot.  Dans  le  cas  oîi  chaque 
ligne  et  chaque  colonne  du  Tableau  envisagé  converge,  on  a  d'ailleurs  néces- 
sairement 


n  =  00 


s=2:- 


rt  -0 

Parmi  les  séries  convergentes  à  double  entrée 

?/;>         ([J.,  V  ==  o,  I,  o.,  ...,  cr.), 

celles  pour  lesquelles  la  série  à  double  entrée 

\^Ç\         (!^,  V  =  o,  I,  -j,   ...,  x) 

est  convcrgcnle  jouent  un  rôle  particulier;  on  dit  qu'elles  sont  absolument  con- 
vergentes. On  sait  (\nc,  dans  toute  série  à  double  entrée  (jui  est  absohiment 
convergente,  on  peut  intervertir  à  volonté  l'ordre  des  termes,  ou  grouper  à 
volonté  ces  termes,  sans  changer  la  valeur  de  sa  somme.  Inversement,  lorsque, 
dans  une  série  à  double  entrée  convergente,  on  peut  intervertir  à  volonté 
l'ordre  des  ternies,  ou  grouper  à  volonté  ces  termes^  sans  changer  la  i^a- 
leur  de  sa  som/ne,  cette  séi-ie  à  double  entrée  est  nécessairement  absolument 
convergente. 

Un  dernier  paiagraphe  est  consacré  à  l'exposé  de  diverses  méthodes  propres 
à  fournir  des  critériums  de  convergence  et  de  divergence  pour  les  séries  à 
double  entrée. 

Liiulemaiiii  (/".).  —  Lcllrc  de  M.  IJermitc.  (i53). 

INI.  Lindemann  dontte  lecture  à  l'Académie  d'une  lettre  de  M.  Ilermite  dans 
la(|uellc  l'illustre  géomcire  remercie  l'Acadéniie  de  l'envoi  qu'elle  a  bien  voulu 
lui  faire  (les  Oluivres  complètes  de  liesse  et  rend  hommage  aux  services  rendus 
à  la  science  par  ce  mathémalicieu  bavarois. 

von  Orff  [K.).  — llcniarf|ties  sur  l'iililiu'  ([iic  pcuvenl  avoir  pour 
le  clévcloppenienl  de  la  (jéologie  les  m(siir(\s  de  la  jx^sanUMir 
cncctuées  en  diverses  régions.  KapporI  sur  les  mesures  ellec- 
liiées  en  Bavière  au  luoveii  du  j)endule.  (i55-i"()). 

On  ne  saurait  déduire  directement  des  mesures  i\c  la  [lesanleur  eiïocluées  en 
diverses   régions    aucune    consé(jucnce   concernant    la    cmi^iii  ni  ion    i-Ucrnc   du 
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i;l(>l)('  Ici  rosi r(^  ;  iiiiiis  si  (|iit'I»nir  li\  pollu'-sc  concernanl  la  |M)>iiion  occupée  ])ar 
(les  masses  perlui  halrices  s  liiccs  à  rinlériciir  du  globe  leiieslre,  ou  encore 
la  forme,  les  dimensions  el  la  densité  de  ces  masses,  semble  vraisemblable  aux 
géologues,  les  mesures  de  la  |)esaiUeur  permettent  de  contrôler  riiypotlièsc  ou 
au  moins  de  décider  s'il  y  a  lieu  de  la  rejeter  purement  et  simplement  ou  de 
l'envisager  comme  ayant  tiuel(|ue  caractère  de  probabilité.  M.  von  Ord'  en  donne 
ut»  exemple. 

horfi  {A.).  —  Sur  les  ronchons  moléculaires.  (181-196). 

A  la  formule  c.xacle 

dm        , .       Ùloi 
£  =  — p-  =   lim    — -  , 
dv       Ai'^o  A(^ 

qui  fournit  en  mécanic|ue  rationnelle  l'expression  de  la  masse  spécifiques  d'un 
continuum  malliématique  quelconque,  en  wn  point  enveloppé  par  l'élément 
d'élendue  At»  de  ce  continuum,  élément  dans  lequel  on  suppose  disliibuée  la 
masse  Im.  on  substitue  en  Physique  expérimentale  la  formule  a[qirocliée 

qui  fournil  l'expression  de  la  masse  spécifique  s^  d'une  petite  partie  de  l'élendue 
que  l'on  envisage.  Ces  deux  masses  spécifiques  s  et  e„  sont  manifestement  liées 
par  la  relation 

où  l'intégrale  est  étendue  à  tous  les  éléments  de  la  petite  étendue  envisagée  ^v, 
en  sorte  que  z^  est  une  valeur  moyenne  de  e  dans  le  volume  de  \v.  On  suppo- 
sera qu'en  cliaque  point  situé  à  l'intérieur  de  l'étendue  envisagée,  l'expression 
Ey  ne  diffère  de  la  valeur  d'une  fonction  continue  déterminée  de  x,  y^  z  que  de 
quantités  (jui,  par  rapport  à  l'unité  de  densité,  sont  petites,  de  l'ordre  du  rap- 
port des  dimensions  de  àv  à  l'unité  de  longueur. 

Sous  cette  hy|)ollièse,  ISI.  Korn  se  propose  d'évaluer  l'erreur  que  l'on  commet 
en  remplaçant  £  par  £„  dans  la  formule  de  d'Alembert  convenant  au  cas  où  il 
n'y  a  pas  de  forces  données  et  mise  sous  la  forme 


.(■'",/■=  [^ 


dv 


da' 


.    ox  -\ — ,-  Cl-  + 
U  dt   ^         dt 


oz 


dv  —  o, 


où  l'intégrale  intérieure  est  étendue  à  tous  les  éléments  dv  de  l'étendue  que 
l'on  envisage.  11  est  ainsi  amené  à  introduire  des  quantités  auxquelles  il  donne 
le  nom  de  fonctions  moléculaires  du  premier  ordre,  du  second  ordre,  etc. 
Il  étudie,  en  iiarticulier,  l'influence  des  fonctions  moléculaires  du  premier 
ordre  sur  la  forme  que  prennent,  dans  le  cas  envisagé,  les  équations  de  l'Hydro- 
dymamiquc. 

Koin  {A^.  —  Modèle  se  rapportant  à  la  théorie  lijchodjnamique 
(le  la  gi-aviîation.  (  i  97-20  1). 

Imaginons  un  fini. le  impondérable   incf)mpressiblc.  ou  d'une  compressibilité 
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très  faible,  remplissant  tout  l'espace.  Supposons  que  notre  syslèine  solaire  soit 
formé  par  des  éléments  E  beaucoup  plus  compressibles  baignés  dans  le  fluide 
impondérable  et  que  la  partie  de  ce  fluide  impondérable  dans  laquelle  se  trouve 
notre  système  solaire  soit  soumise  à  une  pression  périodique.  On  peut  démon- 
trer que  les  éléments  E  se  mettront  alors  tous  à  se  dilater  et  à  se  comprimer 
alternativement  de  telle  façon  que  les  périodes  et  les  phases  des  oscillations 
représentant  ces  pulsations  des  éléments  E  soient  identiques.  Dès  lors  il  résulte 
des  recherches  de  M.  Bjerkncss  {Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences, 
1879-S1  ;  Journal  de  Physique,  1880)  que  les  éléments  E  du  système  solaire 
se  mouvront  comme  s'ils  s'attiraient  suivant  la  loi  de  Newton. 

Un  appareil  construit  par  M.  Korn  a  pour  objet  de  pcrmellre  de  conlroler 
les  calculs  en  faisant  une  série  d'expéi'icnces  délerminéos. 

Voss  (^A.).  —  Gonlribiilion  à  la   lliéoile  des  déformalions  infini- 
ment pelilcs  des  surfaces  flexibles.  (22()-3oi). 

Dans  sa  Théorie  générale  des  surfaces  (  t.  IV,  p.  !\'2  et  suivantes),  M.  Darboux 
a  donné  des  formules  qui  fournissent  les  expressions  des  trois  coordonnées  des 
points  d'une  surface  sous  une  forme  que  Ton  peut  envisager  comme  résultant 
d'une  transformation  en  coordonnées  curvilignes  quelcoii(|iies  des  formules  de 
Lelieuvre  {Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  18S8,  p.  i2()).  Les  focmules 
de  M.  Darboux  présentent  un  intérêt  particulier  ;  elles  perniellenl.  parcxeniplo, 
de  mettre  les  é(|uations  aux  dérivées  partielles  d'une  surface  courl)e  f|ueIcon(|ue 
sous  une  forme  tout  autre  que  celle  de  Gauss  et  bien  plus  avaulagcuse  à  cer- 
tains égards. 

Le  Mémoire  de  INI.  Voss  a  pour  objet  de  montrer  que  celte  forme  des  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  d'une  surface  courbe  quelconque  facilite  singu- 
lièrement l'étude  générale  des  déformations  infiniment  |)eli(es  des  surfaces 
nexil)les.  Dans  l'exposé  d'ensemble  (ju'il  fait  de  la  ({ueslion,  M.  \'oss  retrouve 
naturellement  plusieurs  des  résultats  connus  dus  à  .M  .M.  Daiboux,  IJianchi  ou 
Cosseral,  mais  il  parvient  aussi  à  (juel(]ues  propositions  nouvelles  ([ui  pourront 
elles-mêmes  servir  de  point  de  départ  à  de  nouvelles  recherches. 

Pi'ingsJieini  [A.).  —  Sur  la  notion  de  liniile  i\c  conve!gcn(M^  de 
Paul  du  Bois-Rejniontl  et  sur  une  foime  parlicnlièic  donnée  par 
cet  auteur  à  la  condilion  sous  la(|uelle  une  série  es(  converi^enlc. 
(3o3-334,  35()-358). 

l'aul  du  Bois-lleymond  a  cherché  {Mathematisc/ie  Anncilen,  t.  \\L  [».  i.")'> 
et  suivantes)  à  légitimer  l'introduction,  dans  la  théorie  générale  des  fonctiiuK. 
d'une  (xrtaine  fonction  T(a)  (tiu'il  démonti'e  d'ailleurs  ne  pr)uvoir  être  aui  imc 
des  fonctions  connues)  marquant  la  liniile  enlie  la  cou vergenct*  et  la  di\er- 
genre  des  intégrales  dv  la  foirne 

I        '    lix}<lx. 

en  ce  sens  ((uc  pour  toutes  ks  lu  ni  lions  t{x)  '  t  (  a  j  dan^-  l  111  te  r\  aile  ciin  isii  ;;('•. 
l'intégrale  serait  convergente  tandis  qu'elle  serait  (li\(igente  pour  touto  les 
lonctions  ^  (  x  )  ;:    t (  x  )  dans  rintervalle  envi>agé. 
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M.  Pringshcim  examine  de  près  les  arguiucnls  de  P.  du  Bois-Heyinond  el 
montre  qu'ils  sont  loin  d'être  probants.  L'étude  de  la  façon  dont  P.  du  Bois- 
Heymond  a  présenté  la  condition  néces^^aire  et  suffisante  de  la  convergence 
d'une  série  donnée  par  Cauchy  dans  le  Tome  II  de  ses  Exercices  de  Mathé- 
matiques (p.  221),  amène  ensuite  M.  Pringsheim  à  critiquer  i)lusieurs  des  idées 
fondamentales  émises  par  P.  du  Bois-Heymond  sur  les  principes  de  la  théoiic 
des  fonctions. 

Dyck  (  [r.).  —  Sur  les  machines  à  calculer  en  général,  el  sur  un 
nouveau  tjpe  de  inacliinc  à  calculer  construit  par  JMM.  O. 
Steijer  et  E.  Egli,  à  Zurich.  (335). 

Pringsheim  {A.).  —  Sur  deux  théorèmes  d'Abel  concernant  la 
continuité  des  fonctions  représentées  par  des  sommes  de  séries 
convergentes.  (343-35(3). 

Il  s'agit  de  doux  théorèmes  démontrés  par  Abel  {OEuvres,  t.  T,  p.  223-2i^) 
et  dont  le  premier  concerne  la  continuité  de   la  fonction  de  x  dédnie  par  la 

V  =  00 

somme  ^  a.^x'  d'une  série  entière  où  les  coefficients  «,^  sont  des  constantes 

V  =0 
par  rapport  à  x,  tandis  que  le  second  concerne  la  continuité  de  la  fonction 

de  y  définie  par  la  somme  d'une  série  convergente  de  la  forme  /^  fXy)^^y 

dans  laquelle  x  est  envisagée  comme  une  constante  par  rapport  à  y. 

La  Communication  de  M.  Pringsheim  comprend  des  considérations  histori- 
ques à  propos  du  premier  de  ces  deux  théorèmes,  suivies  d'une  extension  de 
ce  premier  théorème  aux  fonctions  d'une  variable  complexe;  on  peut,  en  effet, 
démontrer  que  si  la  série 

converge  en  un  point  X  de  la  circonférence  de  son  cercle  de  convergence,  elle 
converge  unifonnéiuent  dans  toute  aire  limitée  par  un  quelconque  des  trian- 
gles 37,1  Xa^i  déterminés  par  ce  point  X  et  deux  points  quelconques  ^r^,  x^  inté- 
rieurs au  cercle  de  convergence  (les  points  situés  sur  les  côtés  de  ce  triangle 
étant  supposés  faire  partie  de  l'aire  du  triangle). 

M.  Pringsheim  examine,  d'autre  part,  les  criti(]ues  foruuilées  contre  le  mode 
de  démonstration  employé  par  Abel  {)our  établir  son  second  théorème.  Il  est 
ainsi  amené  à  se  demander  si  ce  second  théorème  d'Abel  est  toujours  exact.  Il 
ne  l'est  pas  toujours,  et  pour  le  mettre  en  évidence  M.  Pringsheim  construit 
une  fonction  pour  laquelle  il  est  en  défaut. 

JJauei'  {G.).  —  Sur  deux  tétraèdres  qui  sont  à  la  fois  inscrits  et 
circonscrits  l'un  à  l'autre.  (35(^-366). 

P»echerclies  plus  complètes  et  plus  générales  mais  rentrant  dans  le  même 
ordre  que  certaines  recherches  de  Mœbius  {Œuvres,  t.  I,  p,  4H9)- 
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Kantor  (S.).  —  Théorie  de  l'équivalence  de  faisceaux  linéaires  00^ 
de  formes  bilinéaires.  (36--38i). 

Reclicrclies  rentrant,  quant  au  fond,  dans  l'ordre  des  recherches  de  M.  Gordan 
sur  la  théorie  des  Combinantes  ou  dans  celui  de  la  théorie  plus  générale  de  la 
transformation  des  formes  de  plusieurs  systèmes  de  variables  par  des  substi- 
tutions linéaires  indépendantes.  (  Voir  aussi  Frobenius,  Journal  fiir  Mathe- 
niatik,  t.  86). 

Le  point  de  vue  auquel  se  place  M.  Kantor  est  toutefois  entièrement  diffé- 
rent. A  ce  point  de  vue  la  théorie  des  diviseurs  élémentaires  de  Weierstrass 
apparaît  sous  un  jour  tout  nouveau.  En  résumé,  l'auteur  est  amené  à  une  géné- 
ralisation de  la  théorie  de  l'équivalence. 

von  Voit.  —  Notice  biographique  sur  Carl-Theodor-^Yilhehll 
Weierstrass.  (402-409). 

von  Voit.  —  Notice  biographique  sur  Ilugo-Johann- August 
Gjlden.  (4o9-4i3). 

von  Orff  {K.).  —  Rapport  sur  les  mesures  de  la  pesanteur  exé- 
cutées dans  le  courant  de  Tannée  par  la  section  bavaroise  de 
l'Association  géodésique  internationale,  en  vue  de  contribuer  à 
la  détermination  de  la  forme  et  des  dimensions  de  la  Terre. 
(475)- 

Lindeniann  {F.).  —  Sur  l'étude  des  dodécaèdres  et  des  monnaies 
d'origine  ancienne  ainsi  que  sur  celle  des  svmboles  ayant  autre- 
fois servi  à  représenter  les  nombres.  Résultat  de  recherches 
entreprises  pendant  un  vojage  fait  en  Italie  sous  les  auspices 
de  l'Académie  de  Munich.  (475). 

Cette  Communication  fera  l'objet  d'un  Mémoire  qui  sera  inséré  ultérieure- 
ment. 

Tome  XXVIII. 
Comnuinicalions  faites  à  l'Académie  en  i8j)8. 

Franke  [J.-Il.).  —  Transformations  de  coordonnées  (hnis  un 
réseau  de  triangles.  (i()-3()). 

Lindeniann  (/*'.).  —  Sur  ccrt;iins  problèmt^s  (TinNorsion  cpie  \\\\\ 
rencontre  dans  la  théorie  des  fondions  (^llij)h(jues.  (3--.VJ). 

Les  équations  du  mouvcmcnl  d'un  point  matériel  P  de  mat;sc  1  alliré  p.ndruv 
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cciilrcs  lixcs  (le  ludiscs  ///  et  ni  suivanl  la  loi  de  NewLon,  Jcduilesdu  Ihéorèmc 
fondamental  d'Ilaniilton-Jacohi,  se  rédiiiscnl,  ((iiand  on  y  fait  m' -o^  à  deux 
o([iialions  tle  la  forme 


(0 


où  R(«)  désigne  un  polynôme  du  quatrième  degré  à  racines  inégales,  et  où 
les  limites  supérieures  d'intégration  /;  et  q  sont  liées  très  simplement  aux 
coordonnées  ellipticiues  planes  du  point  V ,  pour  une  ellipse  de  référence  con- 
venaMement  choisie. 

iJ'autre  part,  le  mouvement  envisagé  se  rt^luit,  pour  /u' —  o,  au  mouvemcnL 
ollipti(|nc  (non  troublé)  d'une  planète  autour  du  Soleil,  pourvu  (|ue  la  vitesse 
initiale  du  point  matériel  P  ne  dépasse  pas  une  limite  tléterminée,  et  l'on  sait 
que  l'étude  de  la  k)i  du  mouvement  et,  par  conséquent,  celle  de  l'expression 
des  coordonnées  du  point  P  en  fonction  du  temps  t,  se  ramène  à  la  résolution 
de  l'équation  de  Kepler. 

Il  faut  donC(|ue  l'inversion  des  équations  (i)  se  ramène  à  la  résolution  d'une 
équation  transcendante  identique  à  celle  de  Kepler. 

iM.  Lindcmann  commence  par  établir  cette  équation  transcendarUe  ;  puis  il 
montre  comment  on  peut,  par  des  transformations  convenables,  la  réduire 
eUectivement  à  l'équation  de  Kepler.  11  examine  enfin  quelques  conséquences 
géométriques  bien  intéressantes  que  l'on  peut  tirer  des  transformations  eiïec- 
tuées. 

Pi'Liigslieini  (A.).   —   Coalribiilion   à  la   lliéorie  des  intégrales 

doubles.  (^9-74)- 

Lorsqu'on  suppose  connus  les  résullats  obtenus  dans  la  théorie  des  ensembles 
de  Cantor,  on  n'éprouve  aucune  difficulté  à  étentlre  aux  intégrales  définies 
doubles  les  définitions  et  les  démonstrations  concernant  l'existence  des  inté- 
grales définies  simples.  11  en  est  tout  autrement  lorsqu'on  se  propose  de  démon- 
trer que  le  calcul  d'une  intégrale  définie  double  peut,  sous  certaines  restrie- 
lions,  se  ramener  au  calcul  successif  de  deux  intégrales  définies  simples.  Cela 
provient  de  ce  que  l'existence  d'urie  intégrale  définie  double 

étemlue  à  une  aire  déterminée,  n'entraîne  pas  nécessairement  celle  des  inté- 
grales simples  correspondantes    /  /(  J7,  y)  dx  ou   j  f{x,  y)  dy,  dans  lesquelles 

y  ou  X  est  envisagé  comme  constant. 

M.  C.  Jordan  a,  le  premier,  élucidé  la  question  en  faisant  usage  des  notions 
d'intégrale  par  excès  et  par  défaut,  ducs,  c(»mme  on  sait,  à  M.  Darboux. 
M.  Pringslieim  reprend  la  question  en  se  plaçant  à  un  point  de  vue  moins 
abstrait  que  ne  l'a  fait  M.  Jordan.  Il  parvient  ainsi  à  compléter  et  à  rendre 
rigoureuses  deux  dénnonstrations  dont  le  principe  est  dû  à  Paul  du  Bois- 
Rpvmond  et  à  Harnack. 


HEVUIi  DES   PUBLICATIONS.  77 

Se  bornant  ensuite  à  envisager  le  cas  où  l'aire  plane  donnée  est  un  rectangle 
dont  les  côtés  sont  parallèles  aux  axes  coordonnés,  M.  Pringsheim  montre  sous 
quelles  conditions  on  a,  en  désignant  par  d7  l'aire  élémentaire  dx  dy  du  rec- 
tangle, 

Un  artifice  dont  on  fait  parfois  usage  dans  la  théorie  de  l'altraction  des  corps 
et  dans  d'autres  branches  de  l'Analyse,  mais  que  l'on  n'avait  pas  encore  songé 
à  appliquer  à  l'objet  actuel,  lui  permet  enfin  d'étendre  les  résultats  obtenus  au 
cas  où  le  contour  de  l'aire  plane  donnée  est  un  contour  curviligne  de  forme 
quelconque  constitué  par  une  ou  plusieurs  courbes  continues  formées  d'un 
nombre  fini  de  parties  monotones  par  rapport  à  chacun  des  deux  axes  coor- 
donnés. 

Glan  (P-)'  — ■  Recherches  lliëoriques  sur  les  coips  élastiques  et 
sur  l'électricité,  (i  i--i25). 

Kor/i  (A.).  —  Stir  les  causes  du  magnétisme  terrestre  quand  on 
adopte  la  théorie  hydrodynamique  de  la  gravitation.  (129-134). 

La  théorie  hydrodynamique  de  la  gravitation  permet  de  se  rendre  compte 
des  raisons  pour  lesquelles  l'axe  magnétique  de  la  Terre  est  voisin  de  l'axe  de 
rotation  de  la  Terre.  En  supposant  que  les  oscillations  des  pulsations  de  la 
Terre  (voir  l'analyse  de  la  Communication  précédente  de  .M.  Korn  à  l'Académie, 
t.  \XVII  des  Sitzungsberichte)  aient  môme  période  et  même  phase  que  les 
oscillations  magnétiques,  AL  Korn  démontre,  en  elVel,  que  l'axe  magnétique  de 
la  Terre  coïncide  nécessairejnent  avec  son  axe  de  rotation.  Le  manque  de  coïn- 
cidence absolue,  en  fait,  peut  provenir  de  ce  que  les  corps  conducteurs  ne  sont 
pas  distribués  d'une  façon  uniforme  à  l'intérieur  de  la  Terre,  et  les  variations 
diurnes  et  séculaires  du  magnétisme  terrestre  peuvent  avoir  pour  cause  l'action 
exercée  par  les  autres  corps  célestes  sur  la  distribution  des  corps  conducteurs 
et  sur  la  direction  des  courants  électriques  dans  l'intérieur  de  la  Terre. 

M.  Korn  indifjuC;  en  terminant,  comment  ou  pourrait  étendre  au  magnétisme 
permanent,  en  général,  le  point  de  vue  hydrodynamique  autiucl  il  se  place 
dans  ses  recherches. 

Korn   (/-/.).    —    Sur   la   conservation    de    l'cMat   diélectrique   d'un 
fluide  incompressihle.  (i3.)-i  {()). 

lÀndemanii  (F.).  —  Sur  le  mouvement  d'un  solide  rigide  aulour 
de  son  centre  de  gravité.  (i8i->02). 

L'intégration  (ies  é(]uations  dilVércnlitdlos  du  mouvement  d'un  solide  rigide 
pesant  autour  de  son  centre  de  gravité  se  ramène,  comme  on  sait  à  l'intégra- 
tion  successive  de  deux  systèmes  de  trois  équations  dilTiMcnticllo-^  simultanées 
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du  proniicr  ordi'C.  L'inLégralion  du  premier  de  ces  deux  systèmes  n'uiïre  aucune 
espèce  de  difficulté;  il  n'en  est  pas  de  même  de  l'intégration  du  second,  malgré 
les  grandes  simplifications  que  les  lechcrches  d'ilermite  ont  permis  d'apporter 
à  la  solution  de  ce  problème. 

M.  Lindemann  cherche  à  simplifier  la  question  en  envisageant,  au  lieu  du 
mouvement  du  corps  solide  rigide  dans  l'espace,  le  mouvement  de  l'espace  par 
rapport  au  solide  rigide.  Le  problème  se  ramène  alors  à  la  solution  d'un  pro- 
blème d'Hydrodynamique  étudié  par  M.  Voigt;  M.  Yenske  a  d'ailleurs  ramené 
la  solution  de  ce  problème  à  des  quadratures. 

INI.  Lindemann  a  cdectué  tous  les  calculs  en  ne  perdant  pas  un  seul  instant 
de  vue  la  symétrie  et  l'élégance  des  formules,  et  a  choisi  ses  notations  de  façon 
que  les  résultats  se  |)résentcnt  sous  la  forme  même  sous  laquelle  ils  ont  été 
donnés  par  M.  Iletmite. 

Dans  un  dernier  paragraphe,  il  montre  que  des  considérations  analogues, 
ayant  pour  point  de  départ  l'analogie  qu'ollVc  le  mouvement  d'un  solide  rigide 
dans  un  fluide  incompressible  et  le  mouvement  d'un  solide  rigide  dans  le  vide 
lorsque  l'un  des  points  du  solide  est  fixe,  permettent  de  ramener  de  même  la 
solution  de  certains  problèmes  de  rotation  d'un  solide  rigide  autour  de  son 
centre  de  gravité,  dans  le  cas  où  d'autres  fcjrces  que  la  pesanteur  sont  distri- 
buées sur  ce  solide,  à  la  solution  de  problèmes  d'Hydrodynamique  déjà  étudiés 
par  Clebsch,  I\L  H.  \\  eber  et  M.  Kotter. 

Supposons,  pour  en  donner  un  exemple,  qu'une  masse  m^  soit  distribuée 
d'une  façon  uniforme  sur  un  cercle  fixe  de  rayon  r^,  ayant  son  centre  au  point 
fixe  du  solide  rigide  envisagé.  Si  cette  masse  attire  le  solide  rigide  suivant  la 
loi  de  Newton,  le  premier  système  de  trois  équations  différentielles  simultanées 
du  premier  ordre  qu'il  s'agit  d'intégrer  est  le  suivant 

A§^+(C-B)^,-=^f^(B-C)T,T3/ 

dans  ces  équations  A,  B,  G  désignent  les  trois  moments  d'inertie  principaux 
du  solide  par  rapport  au  point  fixe  O;  y?,  q,  r  désignent  les  composantes,  sui- 
vant les  trf)is  axes  principaux  d'inertie  en  0,  de  la  vitesse  angulaire  de  rota- 
tion actuelle  du  solide  autour  de  O;  fi,  y^,  y^  désignent  les  cosinus  directeurs, 
par  rapport  à  ces  trois  axes  principaux  d'inertie  en  0,  de  la  normale  menée 
par  O  au  plan  du  cercle  û\c  dans  l'espace;  enfin  f  désigne  la  constante  numé- 
rique mesurant  l'attraction  exercée  |)ar  deux  masscs-unilé  placées  à  l'unité  de 
distance.  Le  second  système  d'équations  différentielles  qu'il  faut  ensuite  inté- 
grer, après  y  avoir  reni|)htcé  p,  q,  r  par  les  intégrales  fournies  par  le  premier 
système  d'équations  dilférenticlies  que  l'on  vient  d'écrire,  est  d'ailleurs  mani- 
festement 

c?y,  i/y,  dy.^ 

-^=y.r-y,q,  ~=y,p-y^r,  ^=:y^ç-y,p. 

Ces  équations  dilférenticlies  rentrent  comme  cas  particulier  dans  le  type 
plus  géucral  auquel  Clebsh  {Maiheinatiscke  Annalcn,  t.  III)  a  ramené  l'étude 


KEVUE  DES  PUBLICATIONS.  79 

du  mouvement  d'un  solide  rigide  dans  un  fluide,  quand  ce  solide  rigide  admet, 
relativement  à  sa  forme  et  à  la  distribution  de  sa  masse,  trois  plans  de  symé- 
trie rectangulaire.  M.  II.  "W'eber  a  étudié  {Mathematische  Annalen,  t.  XIV) 
un  cas  particulier  du  problème  de  Clebsch  dans  le(|ucl  les  é(|uations  (lifl"éren- 
tielles  du  mouvement  s'intègrent  au  moyen  de  fondions  thêta  de  deux  variables; 
les  équations  difTérentielIcs  de  ce  cas  particulier  peuvent  être  identifiées  avec 
les  six  équations  différentielles  du  problème  de  J\I.  Lindemann,  à  condition 
toutefois  de  prendre  ( — /)  égal  au  carré  d'une  constante  qui,  dans  le  problème 
de  M.  Weber,  dépend  de  l'état  initial  des  vitesses;  il  en  résulte  que  les  argu- 
ments des  fonctions  thêta  de  deux  variables  qui  fournissent  la  solution  du  pro- 
blème de  M.  Lindemann  sont  purement  imaginaires. 

M.  H.  Weber  n'avait  poussé  jusqu'au  bout  la  solution  de  son  problème 
d'Hydrodynamique  qu'en  faisant  certaines  restrictions  concernant  les  condi- 
tions initiales;  mais  M.  Kotter  {  Sitzun gsberichte  de  Berlin,  1891)  s'est  affranchi 
de  ces  restrictions  et  a  montré  que,  quelles  que  soient  les  conditions  initiales, 
la  solution  du  problème  peut  être  donnée  d'une  façon  complète.  Il  en  résulte 
que,  dans  tous  les  cas,  le  problème  du  mouvement  de  rotation  d'un  solide 
rigide  fixé  par  un  de  ses  points  et  attiré  par  la  masse  envisagée  m^  suivant  la 
loi  de  Newton,  peut  être  envisagé  comme  entièrement  résolu.  Si  le  solide 
rigide  est  pesant,  le  point  fixe  doit  être  supposé  en  son  centre  de  gravité. 

Dyck  (  W.).  —  Contribution  à  la  théorie  dti  potentiel.  Troisième 
article.  (2o3-224). 

Envisageons  dans  un  espace  à  n  dimensions  une  région  (R)^  de  dimen- 
sion (n  —  k),  ayant  pour  enceinle  une  variété  d'ordre  (n  —  k  —  i);  désignons 
par  -Cl,  ^2>  •••'^«  'es  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  l'espace  à  «dimen- 
sions; les  coordonnées  des  points  de  la  région  (R)^  vérifient  l'inégalité 

Foi^n  -s.»  ••.,  -J  >o 
et  les  A"  égalités 

F^{z^,  z._,   ...,  zJ  =  o,       F2(c,,  c,,   ...,  c„  )  =  o,        ...,        V^{z„  z.y   .  . . ,  zj  =  o, 

tandis  que  ceux  de  l'enceinte  de  (R)^.  vérifient  les  (A  -4-1)  égalités 
Eo(^n  -2»    .  . -,  -s,,)  =  o,        F^{z^,  Z.,   .  .  .,  Zj  =  o^        ..,,        F^{z^,  Z..,    .  .  . ,  zj  =  o. 

Désignons  par  Ap  A^,  ...,  A^,  les  points  de  la  région  (  B  );.  dont  les  coordon- 
nées (a,,  a.,,  ,..,  rt^,  )  annulent  (n  —  A)  fonctions  univ()(|ues 

I^)t+i(-i »-•-»•••»  -J  =  o.        I'\^2(-n  -•-'•••.  -J  =  "»        ■•■,        E,,(C|,  C.,,  ...,  c„)=o 

des  n  variables  réelles  c,,  z._,  ...,  z^^,  en  sorte  que,  si  aV^,  a2'\  ...,  alP  sont  les 
coordonnées  du  point  A^,  on  a 

F,{a['\  a'J\  ...,  alP)>o 
et 

pour 


p  =  j,  2,   ...,  n. 
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M.  Dyck  (lémonlre  que  l'on  peut  oblcnir,  au  moyen  de  deux  intégrales 
iTHilliples,  l'une  d'ordre  {/i  —  A)  étendue  à  toute  la  région  (  H  )i  >  l'autre 
d'ordre  {ri  —  /{  —  i)  étendue  à  rcnccintc  de  cette  région,  la  somme 


S  =  yi^a['\  ai'\  ...,a'J^) 


des  valeurs  (jue  prend  une  fonction  unwoque  quelconque  donnée 

V  (  ^1,  c^,  . . . ,  z ^^) 

des  n  variables  réelles  z^,  z^_,  ...,  ^,,,  aux  points  em^isagés  Ap  A^,  ...,  A  . 

C'est  la  généralisation  compliîte  d'un  problème  bien  connu  résolu  par  Caucliy. 

L'indice  k  peut,  pour  chaque  valeur  donnée  de  «,  prendre  une  (juclconque  des 
valeurs  o,  i,  ■?.,  ...{n  —  i).  Dans  le.  cas  où  k -=.  n  —  i,  la  détermination  de  la 
somme  S  se  ramène  à  celle  d'une  intégrale  simple  et  à  celle  d'une  somme  algé- 
brique. Dans  le  cas  où  A' =  o,  la  région  (R)(,  est  de  même  dimension  n  que 
l'espace  dans  lequel  elle  est  située  et  l'enceinte  de  cette  région  a  pour  équation 

les  deux  intégrales  qui    fournissent  la   somme   S  sont    alors   l'une    d'ordre  n, 
l'autre  d'ordre  {n  —  i),  et  l'on  retombe  sur  un  théorème  démontré  par  Kronecker 
en  1869  dans  les  Monasteberichte  de  Berlin. 

Toutefois,  quand  on  applique  le  théorème  de  Kronecker  à  une  fonction  uni- 
voque  donnée 

/(  ^i>  '2'   •  •  ••  ^,t)i 


ce  n'est  pas  la  somme 


^/(al'\«^^...,«L'^) 


des  valeurs  que  prentl  cette  fonction  aux  points  Ap  A,  ...,  A  que  l'on  obtient, 
mais  la  somme  pour  i  =  i,  2,  . . . ,  p  des  valeurs  que  prend  cette  fonction  en  Ap 
multipliée  chacune  par  +1   ou  par  — i  suivant  que  la  valeur 

\{a['\  ai'\  ...,  alp) 

que  prend  au  point  A-  le  déterminant  fonctionnel  ■^o{z^,  z.,,  ...,  z^^)  des  n  fonc- 
tions F,(-Sp  z.,,  ...,  zj,  IsC^p  z._,  ...,  zj,  ...,  F„(^p  z.,,  .  ..,  zj  est  positif 
ou  négatif.  AI.  \V.  Dyck  a  fait  observer  dès  iSç)^  et  189'),  dans  deux  Communi- 
cations faites  à  l'Académie  des  Sciences  de  Paris  {  Com/>tes  rendus,  t.  C\I\, 
p.  i25'|,et  t.  C\X,  p.  3'|)  et  intitulées  Sur  la  détermination  des  nombres  des 
racines  communes  à  un  système  d'équations  sinndtanées  d  Sur  le  calcul  de 
la  somme  des  valeurs  d'une  fonction  en  ces  points,  qu'il  suffit  de  prendre 
pour  la  fonction  f{z^,  z.,,  ...,  -s,,  )  le  produit  de  la  fonction  l''(-Cp  z.,,  ...,  z^^) 
j)ar   une   fonclion   *!>(■:;,,   z.,,    ...,   z^^)  qu'il   a[)pren(l   à   former  et  qui  se  réduit 

à  +  I  en  ceux  des  points  Vp  V.,,  .  .  .,  A  où  A„  («i'  ,  a','\  ...,  alp  )  est  positif  et 
à  — I  en  ceux  de  ces  poin!s  où  Ay  («i' ,  ci:,  ...,  «,,   )  est  négatif,  pour  déduire 
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de  Texpression  trouvée  par  Ki-onecker  celle  de  la  somme  clicrchée 

M.  Dyck  montre,  eti  outre,  que  si  l'ou  remplace  /(-,,  ^o-  •••?  ^«  )  P''''  '^ 
produit  de  l*'(^p  ^2-'  •••'  ^«  )  P**'"  '^'"^  autre  fonction  convenablement  choisie 
et  tout  aussi  aisée  à  former  que  la  fonction  *ï*(Cp  z.,,  ..,,  r,J,  la  formule  de 
Kroticcker  fournit  l'expression  de  la  somme 

i—  n 

des  valeurs  absolues  de  la  fonction  F(  z^,  Zr,,  . . .,  ^,,  )  aux  points  A,,  A.,,  . . .,  A  . 

Ce  qui,  dans  le  Mémoire  actuel,  se  rapporte  au  cas  où  A  =o  peut  être  con- 
sidéré comme  le  développement  des  Communications  à  l'Académie  des  Sciences 
de  Paris  que  l'on  vient  de  rappeler.  Si  l'on  remplace  F(s,,x;2,  ...,  z^J,  qui  est 
à  notre  disposition,  par  Vanité,  l'expression  de  S  fournit,  en  particulier,  le 
nombre  p  de  points  A,,  Aj,  . . . ,  A  ,  situés  dans  la  région  (  R  )j„  et  la  formule  que 
l'on  obtient  coïncide  avec  celle  duc  à  M.  Picard  {Comptes  rendus,  7  et  12  no- 
vembre 1891  ),  qui  l'a  d'ailleurs  obtenue  par  une  autre  voie. 

La  forme  des  fonctions  données  peut  ne  pas  être  avantageuse  pour  efTeclucr 
les  intégrales  multiples  à  la  détermination  desquelles  se  ramène,  dans  tous  les 
cas,  la  somme  S.  Dans  cet  ordre  d'idées,  on  peut  observer  tout  d'abord  que 
VAnalj^sis  situs  fournit  parfois  un  moyen  de  modifier  avantageusement  les 
fonctions  F,,  F.^,  ...,  F„  en  les  remplaçant  par  d'autres  fonctions  se  prêtant 
mieux  au  calcul;  les  zéros  de  ces  fonctions  importent  seuls  en  effet;  il  suffit 
donc  de  faire  ce  changement  de  façon  que  les  points  Ap  A,,  ...,  A  ,  ne  changent 
pas.  On   peut  de  même  modifier  parfois  avantageusement  la  fonction  F  en  la 

faisant  varier  d'une  façon  continue  sans  que  les  valeurs  ¥{a['\  a'/K  ...,  olP) 

qu'elle  prend  aux  points  Ap  An,  ...,  \,  ne  changent.  On  peut  aussi,  et 
cette  remarque  est  loin  d'être  aussi  évidente,  remplacer  la  fonction  donnée 
Fg(;;p  z..,,,  ...,  z^^)  dont  dépendent  les  limites  (rin(égratii>n,  par  d'autres  fonc- 
tions se  prêtant  mieux  au  calcul.  INI.  Dyck  montre,  en  ellet,  (|ue  l'on  peut, 
dans  tous  les  cas,  remplacer  les  intégrales  à  edectuer,  [)ai'  ces  intégrales  prises 
dans  des  régions  (T)  arbitrairement  fixées  parmi  celles  cpii  comprennent  le 
champ  d'intégration,  et  par  d'autres  intégrales  déterminées  étendues  aux  mêmes 
nouvelles  régions,  intégrales  dans  l'élément  différentiel  desquelles  figure  la 
fonction  1"'^  que  l'on  a  éliminée  des  limites  des  champs  tl'intégration. 

Dans  le  cas  où  k  ~  0,  la  détermination  de  la  somme  S  peut  ainsi  toujours  se 
ramener  à  celle  de  deux  intégrales  multiples  ellcctuées  dans  l'espace  à  n  dimen- 
sions, l'une  d'ordre  /?,  l'autre  d'ordre  {n  —  1),  étendues  à  tles   variétés  pla/ics 

caractérisées  cliacune  par  le  fait  que  l'une  des  variables  Cp  z.. c„  y  a  une 

valeur  constante,  en  sorte  qu'elles  forment  dans  l'espace  à  n  dimensions  une 
figure  scalaire  analogue  à  un  polyêilre  dont  les  faces  seraient  toutes  parallèles 
à  l'un  ou  à  l'autre  des  trois  plans  de  coordonnées  rectangulaires. 

Kronecker  avait  démontré  son  lhéoièn)e  fondamental  concernant  la  tlètcr- 
mination  de  S  dans  le  cas  où  A  r-  o,  au  ino\(Mi  Ac  formuI("s  empruntée^  à  la 
théorie  du  potentiel  d'une  masse  dislribuèe  dan<  une  région  (letcnninre  à  /t  di- 
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mcnsions  situéo  ilans  un  espace  à  n  dimensions,  J\I.  Dyck  éLal)Iit  les  proposi- 
tions les  plus  f^éncraics  que  nous  venons  de  ciLerau  moyen  de  formules  concer- 
nant le  potentiel  d'une  masse  distribuée  dans  une  variété  à  (  n  — A)  dimensions, 
section  plane  de  la  masse  à  n  dimensions  envisai^ée  par  KronerUcr.  Dans  le  cas 
où  k  =  n  —  I  le  potentiel  logarithmique  remplace  le  potentiel. 

Seeliger  (II.).  —  Considérai  ions  générales  sur  la  distrlhntion  des 
étoiles  dans  l'espace.  (2^6  et  3()3). 

Cette  Communication  est  publiée  dans  les  Mémoires  de  l'Académie. 

Prlngshclm  {^i .)-  —  Sur  la  convergence  des  IVactions  continues 
illimitées.  (2()5-3 '>.4  )• 

Ce  Mémoire  est  consacré  à  rétablissement  de  conditions  sujjlsantes  pour  la 
convergence  de  fractions  continues  illimitées  dont  les  termes  sont  des  quantités 
quelconques,  réelles  ou  complexes.  Ces  conditions  sont  très  simples  et  assez 
générales  pour  permettie  dans  un  nombre  de  cas  relativement  considérable 
de  reconnaître  immédiatement  la  convergence  des  fractions  continues  que  l'on 
envisage. 

Envisageons  une  fraction  continue  illimitée 


(0  ^  +  — 


^,4- 


dont  les  termes  6„,  «,,  b^,  a^_,  b^,  . . .,  a^,  b^y  ...  soient  des  quantités  réelles  ou 
imaginaires;  désignons  par  Ay,  B^^,  A,,  B,,  ...,  A^,,  B,,  ...   les  expressions 


Au=--  b,, 

B„=i. 

A,.-=  61  ^'„+  a^, 

B,=  b„ 

A.=  ^>,,A,-Hrt.  \o, 

B,  =  b,  r.,  -f-  a,  B,„ 

A,,  =  b^  A^,_, 4-  a^,  A^,._2,         B^,  =  b^, B^,_,  +  a^ B,_., 
• 7         } 

A 

— ^  est  la  réduite  d'ordre  v  de  la  fraction  continue  illimitée;  il  convient  d'étu- 
dier de  près  le  cas  où  le  dénominateur  B,  de  Tune  des  réduites  s'annule. 

A 

Une  fraction  continue  illimitée  (i)  est  convergente  lorscjuc  -~  tend  vers  une 

B^ 

limite  déterminée  (qui   peut  cire  nulle)  quand  v  augmente  indéfiniment.  Elle 
est  divergente  dans  le  cas  contraire. 

De  ce  qu'une  fraction  continue  illimitée  (i)  est  convergente  on  ne  peut  con- 
clure (jue  la  fraction  continue  que  l'on  obtient  en  laissant  de  côté  quelques-uns 
de  ses  premiers  termes  est  encore  convergente;  il  convient  donc  de  distinguer, 
parmi  les  fractions  continues  illimitées  (i)  convergentes,  celles  pour  lesquelles 
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la  fraction  continue  illimitée 


(2) 


bm  +  l- 


^,«+2 


obtenue  eu  laissant  de  côté,  dans  l'expression  (i),  les  premiers  termes  6„,  a,, 
6p  ....  «„,,  Z^,„,  est  encore  convergente,  quel  que  soit  ni,  et  celles  pour  les- 
quelles il  existe  au  moins  un  entier  positif  /)i  pour  lequel  la  fraction  continue 
illimitée  (  2)  est  divergente.  Nous  dirons  des  premières  qu'elles  sont  conver- 
gentes sans  restrictio7i,  et  des  secondes  qu'elles  ne  sont  que  conditionnelle- 
meiit  convergentes. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  fraction  continue  illimitée 
convergente 


r3 


<2, 


b. 


A 

le  soit  sans  restriction,  est  qu'aucune  de  ses  réduites  -/-  ne  soit  égale  à  la 

nx 

valeur  finie  K  de  cette  fraction  continue  illimitée  convergente.  Lorsque  la 
fraclion  continue  illimitée  convergente  (3)  ne  converge  que  conditionnelle- 
ment,  il  existe  donc  au  moins  un  nombre  positif  m  tel  que  l'on  ait 

^  -  K 
B     ~     ' 

tn 

en  sorte  que  l'on  peut  remplacer,  dans  ce  cas,  la  fraclion  continue  illimitée  (3  ) 
par  la  fraction  continue  limitée 


lorsque  K  =  o,  on  a  nécessairement  ni  =  o  et  celle  dernière  fiaclion  continue 
limitée  doit  être  remplacée  par  o.  Une  fraction  continue  illiiiiilée  ayant  une 
somme  nulle  ne  peut  être  convergente  que  condilionnellomcnt. 

On  peut  meltre  toute  fraclion  continue  illimitée  (3)  sous  la  forme 


b,  \  -+-  y^^ — 


*^'-^..  ,  fi._,f5. 
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où,  pour  chaque  indice  v,  l<7j  cL  \b/\  désigncnl  les  valeurs  absolues  de  a, 
cl  b^.,  et  a,,  J3,,  des  nombres  réels  ou  complexes  ayant  une  valeur  absolue  égale 
à  I  ;  toul  critérium  concernanL  la  convergence,  sans  reslriclion  ou  condilion- 
nelle,  des  fractions  continues  illimilées  de  la   forme 

(4)  -''"' 


7i-^ 

où  /?,,  7i,  /?2,  </2i  •  •  •'  /'i'  7v.'  •  •  •  sont  des  nombres  positifs  cl  s,,  e.,'  •••?£:«  •  •  • 
des  nombres  réels  ou  complexes  égaux  à  i  en  valeur  absolue,  fournil  donc 
immédiatement  un  cri'érium  correspondant  pour  les  fractions  continues  illi- 
mitées du  type  général  (3).  Or,  M.  Pringslieiin  démontre  qu'il  si/J/it  que  l'on 
ait,  pour  tout  indice  v    -  i,  2,  3,   ..., 

pour  que  la  fraction  continue  illimitée  (4)  con^'crge  sans  restriction.  C'est 
une  généralisation  d'un  théorème  démontré  par  Seidel,  en  i855,  dans  le  cas  où 
tous  les  nombres />^,  sont  égaux  à  i  et  les  e^  à  —  i,  puis  par  Slern  dans  le  cas 
où  les  p^,  désignant  des  nombres  positifs  quelconques,  les  e^  sont  encore 
égaux  à  —  I. 

Si  K  désigne  la  valeur  de  la  fraction  continue  illimitée  (4),  qui  converge 
sans  restriction  sous  les  hypothèses  (5),  on  peut  démontrer  que  la  valeur 
absolue  de  K  vérifie  nécessairement  les  inégalités 

o  <  I  K  I  <  I , 
sauf  dans  le  cas  où  la  limite 

lim  [i  H-/», +  y^, /?.  +  ...+  (/?,/?,  .../?J] 

est  infinie  et  où  l'on  a,  en  oulr-e,  pour  tout  indice  t'^i, 

'/.  —  />..=  •         et         £^,^,=r— r 
au(|ncl  cas  on  a 

I  K  !  =  I 

ou  du  ne  façon  précise 

K  =  e. 

Ce  théorème  permet  de  démontrer  le  théorème  suivant  d('jà  énoncé  par 
Legendre  et  donnant  des  conditions  suffisantes  sous  lesquelles  une  fraction 
continue  définit  un  nombre  irrationnel  : 

«  La  fraction  continue  illimitée  ( 4  )  dans  laquelle  chacun  des  nombres  réels  e,. 
E.,,  ...,  £ désigne  à  volonté  l'unité  positive  ou  l'unité  négative,  est  con- 
vergente et  représente  un  nombre  iirationnel,  à  moins  que  l'on  ne  puisse  assi- 
gner un  nombre  m  _i   tel  (jue  pour  tout  indice  r  ^^  ///,  on  ait 

'7.  —  /^.=  '         et         t^^^^  —  i, 
auquel   cas  le  produit  de  e,  par  la   valeur  de  la  fraction  continue  illimitée  (4) 


UEVUli   DliS   IHIHLICATIONS. 


;^ 


est  égal  à  i,   ou  à   une  fraction  plus   pctilc  que   i,  suivant  que   m  =  i  ou   que 
m  >  1 .  » 

On  rencontre  souvent  des  fractions  continues  illimitées  de  la  forme 


^± 


h.. 


b..± 


où  6p  62'  •■•}bvi  ••■  désignent  des  nombres  réels  (ou  complexes)  quelconques. 
M.  Pringsheim  démontre  qu'une  telle  fraction  continue  illimitée  converge 
toujours  sans  restriction  lorsque  l'on  a,  pour  tout  indice  v  =  1,  2,  3,  .  .  ., 


I 


La  condition 


U> 


est,  a  fortiori^  suffisante  pour  qu'il  en  soit  ainsi;  cette  condition  est  celle  que 
fournit  le  théorème  précédent  pour  <2^  =  i  (c^  =  i,  2,  3,  . .  .)v  M.  Pinclierle  avait 
donné  comme  condition  suffisante  (  Comptes  rendus  de  l'Académie  de  Borne, 
série  IV,  t.  V,  p.  G/^o)  que  pour  tout  indice  v  on  ait 

\b^\>  2  +  z 

où  e  désigne  un  nombre  positif. 

On  rencontre  aussi  bien  souvent  des  fractions  continues  illimitées  de  la  forme 


fU 


où  a,,  «21  •...«„,  •  •  •  désignent  des  nombres  réels  (  ou  complexes  )  quelconques. 
M.  Pringsheim  démontre  qu'une  telle  fraction  continue  illimitée  est  toujours 
convergente  sans  restriction  lorsque  l'on  a,   pour  tout  indice  t^  =  i,  2,   3,  ..., 


>^'i. ,..'!  +  !  «2.4- ■.•!-  -' 


et 


Les  conditions 


«2K  , 


Ix 


(c03), 


sont,  a  fortiori,  suffisantes  pour  (ju'il  en  soit  ainsi. 
/>////.  (les  Sciences  nidt/icfn.,    v  série,  t.  \\\'.  (  Vvril   i-)()i.) 


il   - 
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(lonmie   loiile   fraclion   conliniic   illimilcc  {'r»)   pciil  rire   inisc  sous  la  (briiie 


«2 


'"^..  6,._,6,. 


I  + 


on  déduit  immédialcmcnt  du  dernier  théorème  une  condition  suffisante  sous 
laquelle  toute  fraction  continue  illimitée  (3)  est  convergente  sans  restriction. 
Cette  condition  est  exprimée  par  les  inégalités 


ù,ù. 


Si  l'on  a 


<-/' 


a.. 


«,, 


^w+1^2.+2 


(^  =  0- 


b,b., 


<^' 


^_t^.r  4 


(i'^3). 


la  fraction  continue  illimitée  (3)  est,  a  fortiori,  convergente  sans  restriction. 
M.  Helge  von  Kocli  avait  donné  {Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences, 
t.  CXX,  p.  145  ),  comme  condition  suffisante,  que  l'on  ait 


< 


Pringsheini  (A.).  —  Sur  la  première  démonslralion  de  rinconi- 
mensurabilité  des  nombres  e  et  tt.  (325-3?.^). 

On  admet  généralement  que  la  première  démonstration  de  l'irrationalité  des 
nombres  e  et  ir  et  de  celle  des  nombres  que  l'on  obtient  en  remplaçant  ce  par 
un  nombre  rationnel  quelconque  dans  les  expressions  de  e-^  ou  de  tanga?,  est 
due  à  Lambert  et  que  Legendre  a  complété  la  démonstration  de  Lambert  en  la 
rendant  plus  rigoureuse.  M.  Pringslieim  montre  que  cette  opinion  est  contraire 
aux  faits. 

Et  d'abord,  ce  n'est  pas  à  Lambert,  mais  à  Euler,  qu'est  due  la  première 
démonstration  de  cet  ordre.  Dans  un  Mémoire  inséré  dans  les  Commentaires 
de  l'Académie  de  Saint-Pétersbourg,  t.  IX,  p.  98-137,  et  intitulé  :  De  frac- 
tionibus  continuis  dissertatio,  Euler  a  montré  comment  on  peut,  au  moyen 
de  l'équation  de  Riccati,  obtenir  le  développement,  en  fraction  continue,  d'un 
grand  nombre  d'expressions  telles  que 


(0 


e  —  I 


'    v/^i    -  (ve  — i),    -  ( 


0, 


et,  plus  généralement,  des  fonctions 


e.v, 


e""  +  I 


C«—  I 
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Il  suffit,  M  cet  efi'ct,  d'intégrer  l'équation  de  Riccali  de  deux  manières,  d'une 
part  au  moyen  d'une  fraction  continue  illimitée,  d'aulre  part  sous  forme  finie 
au  moyen  de  fondions  exponentielles,  dans  tous  les  cas  où  cela  est  possible. 
Comme  Euler  observe  expressément  qu'à  tout  nombre  rationnel  correspond 
un  développement  limité  àa  la  forme 


où  6„.  6,,  b^,  .  . .,  6,„  sont  des  nombres  entiers,  on  peut  conclure  de  ses  recherches 
que  tout  développement  illimité  de  la  forme 


b,  +  - 
b, 


b..-\- 


comme  ceux  auxquels  il  est  parvenu  pour  les  expressions  précédentes,  ne  peut 
représenter  qu'un  nombre  irrationnel. 

Pour  être  ep.  droit  d'envisager  comme  rigoureuses  les  recherches  d'Euler,  il 
faut,  sans  doute,  y  joindre,  d'une  part,  la  démonstration  de  la  convergence  des 
fractions  continues  illimitées  auxquelles  il  parvient  et,  d'autre  part,  la  démon- 
stration que  ces  développements  convergents  représentent  eiïectivement  les 
nombres  (i).  Mais  cette  démonstration  ne  se  trouve  pas  plus  dans  les  Mémoires 
de  Legendre  que  dans  celui  d'Euler.  Ce  n'est  d'ailleurs  que  vers  le  milieu  du 
XIX*  siècle  que  la  nécessité  de  ce  genre  de  recherches  commence  à  s'imposer  à 
l'esprit  des  géomètres. 

Il  est  d'autant  plus  remarquable  que  Lambert  ait  donné  implicitement  celle 
démonstration  dans  le  cas  du  développement  de  tangc, 


tangi^  = 


I  I 

I 


3 

-    4-  — 


2t^ 


Celte  démonstration  est  conlenue  dans  un  Mémoire  lu  en  i7<»7  et  inséré,  en  i-;C)S, 
dans  les  Mémoires  de  l' Académie  de  Berlin.  Lainbert  forme  directement,  sur 

le  développement  obtenu,  les  réduites  successives  '  "  de  ce  développemeni  cl 

montre  ensuite  ({ue  si  l'on  fait  croître  v  indéfiniment,  l'expression  de  ~  tend 

effectivement  vers  tang^». 

La  démonstration  de  Legendre,  loin  de  rendre  plus  rigoureuse  colle  de  La  m 

bcrt,  comme  on  le  répète  si  souvent,  n'est  au  contraire  pas  rigoureuse  du  tout. 
Elle  ne  complète  même  pas  cette  démonstralion.  Par  contre,  elle  la  rend  plu-- 
élégante,  en  substituant  un  procédé  de  récurrence  à  la  recherche  de  phi-^  ^r.ind» 
communs  diviseurs  quclVeclue  Lambert  avec  (juehiue  lourdeur. 
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On  remarquera  loutefois  que  l'exacliUide  du  Icmme  de  Lcgcndre,  qui  con- 
stitue en  réalité  le  nœud  de  la  démonstration  et  que  l'on  peut  énoncer  en  disant 
que,  si  «i,  n,  ni',  n\  ...,  /w^"),  «("),  ...  désignent  des  nombres  entiers  positifs 

.,        ,  ,  .  mm'  rn'^"^  . 

ou  nciratiis  tels  que  les  quotients  —  j  — r  >  •  •  ■  j  — ^r  »  •  •  •  soient  tous  plus  petits 


que  I,  la  fraction  continue 


m 


n 


m 


m(") 


/î(^) 


a  toujours  une  valeur  irrationnelle,  ne  peut  être  mise  en  doute  dans  aucun  cas. 
Elle  a  été  démontrée  en  toute  rigueur  par  M.  Pringsheim  lui-même  {voir  l'ana- 
lyse de  sa  communication  précédente  à  l'Académie). 

von  Weber  {E-)-  —  Sur  les  faisceaux  de  formes  biliriéaires. 
(369-394). 

Exposé  de  la  théorie  des  invariants  d'un  faisceau  de  formes  bilinéaires 

u^a^^^x^y^^  v^b^^^x^y^^         (a,  p  =  i,  2,  . . .,  n) 

dans  le  cas  où  les  formes  envisagées  sont  symétriques  gauches,  cas  caractérisé 
par  les  conditions 

et  OÙ  l'on  n'envisage  que  des  transformations  linéaires  congruentes  des  deux 
groupes  de  variables  x  et  y. 

Les  méthodes  générales  de  réduction,  dues  à  Weierstrass  et  à  Kronecker,  ne 
s'appliquent  à  ce  cas  que  si  on  leur  fait  subir  des  modifications  profondes. 
Comme,  d'autre  part,  ce  cas  joue  un  rôle  important  dans  la  théorie  générale 
des  systèmes  d'équations  de  Pfaff,  il  y  a  lieu  de  l'étudier  avec  soin.  C'est  ce 
qu'a  fait  M.  von  Weber. 

von     Voit.     —    Nolice    biographique    sur    Leonhard     Sohncke. 

(440-449)- 

von    Voit.    —    Notice     biographique     sur    Francesco    Brioschi. 

(449-452). 

Dyck  (  W.)  présente  le  premier  fascicule  de  l'édilion  allemande 
de  V Encyclopédie  des  Sciences  mathématiques,  publiée  sous 
les  auspices  des  Académies  des  Sciences  de  Munich  et  de 
Vienne  et  de  la  Société  des  Sciences  de  Gœltingue. 

J.   M. 


(X)MPTES  Rh^NDUS  hebdomadaires  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences, 

par  MM.  les  Secrétaires  perpétuels. 

Tome  CXXVIII;   1899(1). 

Poisson  {G.).  —  Sur  la  propagation  des  ondes  liquides  dans  les 
cours  d'eau.  (42-45)- 

Les  travaux  dus  à  De  Sainl-Venant  et  surtout  à  M.  Boussinesq  expliquent  la 
plupart  des  faits  constatés.  Néanmoins,  quand  il  faut  appliquer  les  formules,  on 
est  souvent  arrête  par  ce  fait  qu'elles  sont  établies  pour  des  ondes  de  faible 
hauteur,  se  propageant  dans  des  canaux  de  forme  régulière,  tandis  qu'on  peut 
avoir  à  considérer  des  ondes  relativements  hautes,  et  des  cours  d'eau  de  forme 
et  de  pente  très  variables. 

M.  G.  Poisson  se  propose  de  donner  dans  ce  cas  une  indication  approxima- 
tive sur  les  variations  de  la  hauteur  maxima  de  l'onde  en  chaque  point  du 
cours  d'eau.  Sous  le  bénéfice  des  hypothèses  habituellement  admises,  il  trouve 
que  l'écoulement  permanent  se  fait  à  débit  constant,  et  que  le  profil  en  long 
de  la  surface  libre  correspondante  est  déterminé  si  l'on  connaît  la  hauteur  et 
la  vitesse  dans  une  section  quelconque.  Son  analyse  fournit  ainsi  la  hauteur 
maxima  dans  chaque  section  et  la  vitesse  correspondante  de  l'eau. 

Elle  permet  en  outre  d'étudier  en  première  approximation  les  modifications 
que  subit  la  hauteur  d'une  onde  liquide,  par  l'efTet  des  variations  de  pente  et 
de  section  du  cours  d'eau  dans  lequel  elle  se  propage. 

Hait.  —  Rapport  sur  un  Mémoire  de  M.  Partiot,  du  6  juin   1898  : 
Choix  d^ une  formule  de  célérité.  (73-76). 

Fabry  (^Eug.).   —    Généralisation  du    prolongement    analytique 
d'une  fonction.  (;j8-8()). 

Lorsqu'une  fonction  analytique  a  une  ligne  singulière  fermée,  on  considère 
cette  fonction  comme  n'ayant  plus  aucun  sens,  si  la  variable  traverse  cette 
ligne  singulière.  L'auteur  se  propose  de  montrer  que  l'on  peut,  par  la  seule 
considération  de  la  continuité,  généraliser  la  définition  des  fonctions  analy- 
tiques, de  façon  à  pouvoir,  dans  des  cas  très  généraux,  les  prolonger  au  delà 
des  lignes  singulières. 

Servant.  —  Sur  les  points  singuliers  d'une  fonction  définie  pai' 
une  série  de  Tajlor.  (8o-83). 

L'auteur,  après  avoir  rappelé  les  travaux  de  ses  devanciers,  généralise  nn 
résultat  dû  à  INL  Bord.  A  une  série  de  Taylor 

/(-)  =  C„-hC,C4-C.,C--f-.... 
(')  Voir  IhiUclin,  t.  WIV.,.  p    ^y?.. 
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convcrgciilc  à  l'iiilciiciii"  du  cercle  de  rayon   i,  on  associe  la  foiiclion  adjointe 


,, ,     ,  c.a        cœ'  c„a" 


Si  l'argument  d'un  point  singulier  est  a,  on  a 

1 
lini  sup[K(ac)]«=  epfos(9-a)         (^  =  pe'^), 

formule  qui  permet  de  déterminer  les  points  singuliers  de  f{^)  situés  sur  le 
cercle  de  convergence  et  même  sur  le  polygone  de  sommabilité,  quelle  que  soit 
leur  nature. 

Suivent   diverses  généralisations  de  propriétés  découvertes  par  MM.   Hada- 
mard  et  Borel. 

Loveti  [E .-O.).  —  Sur  la  correspondance  entre  les  lignes  clroiles 
et  les  sphères.  (83-86). 

Il  s'agit  de  savoir  si,  dans  l'espace  à  n  dimensions,  la  droite 

j  =  n 
y^  a..^x.  +  a.^„  ==0         (  z  =  1 ,  2,  .  . . ,  /?,  —  I ) 

peut  être  transformée  en  sphère  par  la  correspondance  établie  par  les  équations 

/  =  n 
i  =  n 

2|<]^,(X„  ...,  X„):r,+  .|.,(X„  ...,X„)  =  o. 


;  =  1 


Pour  les  espaces  à  cinq  dimensions  et  davantage,  il  n'existe  point  de  corres- 
pondance de  cette  forme  entre  droites  et  sphères.  Pour  l'espace  à  quatre  dimen- 
sions, les  équations 

a;  +  (Z  —  ïW)s  —  (X+    i\){w^i)  =  o, 
y—{\—   iY)z  —  {Y -hi\\){w -i-i)  =  o 

transforment  les  droites  arbitraires  en  sphères.  Mais  la  transformation  ainsi 
définie  n'est  pas  une  transformation  de  contact;  elle  dé^^énèrc  en  la  transfor- 
mation de  Sophus  Lie  quand  la  quatrième  dimension  s'annule.  La  correspon- 
dance directe  est  (i,  i),  mais  l'inverse  est  (i,  ce').  Si  une  droite  réelle  doit  être 
transformée  en  une  sphère  réelle,  la  sphère  se  réduit  à  un  point. 

Ribière.  —  Stir  la  flexion  du  cylindre  à  hase  circulaire.  (86-88). 

Saltykoiv.   —    Sur  les   intégrales  complètes   des   équations    anx 
dérivées  partielles.  (i6()-i68). 

On  considère  un  système  de  m  écjualions  aux  dérivées  partielles  du   premier 
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ordre  pour  une  fonction  z  de  n  variables  (n^  m).  Le  système  étant  supposé 
en  involution,  il  s'agit  d'exprimer  z  et  ses  n  dérivées  premières  en  fonction 
des  variables  indépendantes  et  de  71  —  m-t-i  constantes  arbitraires. 

Le  problème  dépend  de  l'intégration  d'un  système  de  2{n  —  m) -{-  i  équations 
aux  difTérentielles  totales.  Les  intégrales  générales  étant  supposées  obtenues 
avec  2(/i  —  /n)+i  constantes  arbitraires,  l'auteur  indique  trois  cas  dans 
lesquels  la  connaissance  de  ces  intégrales  suffit  pour  résoudre  la  question  pro- 
posée. 

Picard  (Ém.).  —  Quelques  remarques  sur  le  prolongement  ana- 
lytique des  fonctions.  (19.3-195). 

Le  mode  de  prolongement  proposé  par  M.  Picard  consiste  à  employer  toujours 
des  fonctions  analytiques,  mais  en  augmentant  le  nombre  des  variables. 
Ainsi,  soit  u{x,  y)  la  partie  réelle  d'une  fonction  analytique  de  x  +  iy  qui 
aurait  pour  coupure  une  certaine  courbe  fermée  C.  Supposons  qu'on  puisse 
trouver  une  fonction  analytique  réelle 

F {x,  y,  t) 

des  trois  variables  réelles  x,  y,  t,  fonction  définie  pour  toutes  valeurs  réelles 
de  X,  y  et  t,  quand  t  n'est  pas  nul,  et  pour  toutes  valeurs  de  x  cl  y  corres- 
pondant à  un  point  non  situé  sur  la  courbe  C  quand  t  est  nul;  supposons 
enfin  qu'à  l'intérieur  de  C,  on  ait 

^{x,  y,  0)  =  u{x,  y). 

On  peut  alors  aller  d'un  point  A  intérieur  à  G  à  un  point  B  extérieur,  sans 
franchir  G,  en  cheminant  dans  l'espace  {x,  y,  t);  on  fait  ainsi  une  succession 
de  prolongements  analytiques  et  l'on  arrive  en  B  avec  une  valeur  déterminée. 
iM.  Picard  donne  ensuite  l'indication  de  moyens  propres  à  restreindre  l'indé- 
termination de  la  fonclit)n  F. 

SaltykoKV.    —    Généralisation   de    la    |)remière    méthode   de   Ja- 
cobi  sur  l'intégration   d'une  équation  aux  dérivées  partielles. 

,     (225-227). 

Le  système  ne  contient  pas  la  fonction  inconnue  et  on  le  suppose  en  involii- 
tion.  Son  intégration  dépend  de  celle  d'un  système  d'équations  aux  dilloren- 
tiellcs  totales  {système  canonique). 

L'auteur  établit  le  lien  étroit  (jui  existe  entre  l'intégration  de  l'un  de  ces 
systèmes  et  l'intégration  de  l'autre,  ce  qui  lui  permet  de  généraliser  les  lliéo- 
rèmes  classiques  de  Jacobi  et  de  Liouville  sur  les  systèmes  canoni(iucs  d'étiua- 
tions  dilVérentielles  ordinaires. 

Miller  (G. -A.).  —  Sur  les  groiq)CS  d'opérations,  {•j.'j.-j -■.>:>.[)). 

L'auteur  a  énuniéré  {Comptes  rendus,  t.  GWll,  p.  '^~\)  tons  les  gnuipfs 
possibles  dont  l'ordre  n'excède  pas  .>").  Il  comnuini(|ue  ici  un  Tal)lcau  (•••iitc- 
nant  les  nombres  de  ces  grou[)es  jus(|u'à  l'ordre  (>}  inclusivcmenl  et  ajoule 
quel(|ues  indications  sur  la  façon  dont  ce  tableau  a  pu  être  constitué. 


9^  SKCONDK   l'Aimii. 

délier.  —  Sur  le  développement  de  certaines  irrationnelles  en 
fraction  continue.  (  229-28  i). 

Giiichard.  —  Sur  la  déformation  des  qnadriques  de  révolution. 

(232-233). 

Enoncé  de  trois  théorèmes  mettant  en  évidence  les  relations  géométriques 
qui  existent  entre  les  déformées  de  la  sphère  et  celles  des  quadriques  de 
révolution. 

Pellel  (^A.).  —  Sur  l'équation   normale  des  surfaces.  (233-235). 

Résultats  divers  relatifs  aux  surfaces  de  l'espace  à  n  dimensions  et  à  leurs 
lignes  de  courbure. 

Saltykow.   —  Sur  la  généralisation  de  la   première  méthode  de 
Jacobi.  (274-276). 

L'auteur  étend  aux  S3'stème5  considérés  dans  sa  première  Note  {Sur  les 
intégrales  complètes  des  équations  aux  dérivées  partielles)  les  résultats 
qu'il  a  démontrés  dans  la  suivante  {Généralisation  de  la  première  méthode 
dé  Jacobi  sur  l'intégration  d'une  équation  aux  dérivées  partielles)  pour 
des  systèmes  plus  particuliers. 

Maillet  (Edm.).  —  Sur  les  groupes  de  classe  N  —  «  et  de  degré  N 
au  moins  a  —  i  fois  transitifs.  (277). 

Lémeray.  —  Sur  le  problème  de  l'itération.  (278-279). 

Stekloff  [IV.).  —  Sur  le  développement  d'une  fonction  donnée 
suivant  les  fonctions  harmoniques.  (279-282). 

Considérons  les  fonctions  V, (5  =  i,  -i,  .  .  .  )  qui  satisfont  respectivement  aux 
conditions 

AV,+  A-,V,=  G, 
V,=  o, 

à  l'intérieur  d'un   domaine  (D)  et  sur  la  frontière  de  ce  domaine,  les  /,\.  (itant 
des  nombres  positifs  qui  croissent  indéfiniment  avec  s. 
L'auteur  démontre  au  sujet  de  ces  fonctions  la  proposition  suivante  : 
Une  fonction  est  développable  en  série  procédant  suivant  les  fonctions  V^,  si 
elle  est  fixe  et  continue  ainsi  que  ses  dérivées  des  deux  premiers  ordres  à  l'in- 
térieur de  (  D  )  et  s'annule  à  la  frontière. 

Borel.    —     Sur    le     prolongement    des    fonctions    analytiques. 

(283-285). 

L'auteur  précise  le  point  de  vue  auquel  on  doit,  suivant  lui,  se  placer  pour 
g:énéraliser  la  définition  du  prolongement  analytique  due  à  W'eicstrass. 
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Pellet  {A.).  —  Sur  les  sjslcmcs  orthogonaux.  (5»84-285). 

Indication  de  surfaces  formant  des  systèmes  orthogonaux  dans  l'espace 
à  n  dimensions. 

Raffy  (L.).  —  Surfaces  doublement  cylindrées  et  surfaces  iso- 
thermiques. (285-288). 

Si  une  surface  présente  un  réseau  conjugué  (u,  v)  tel  que  les  plans  osculalcurs, 
menés  aux  courbes  v  =  const.  en  tous  les  points  de  chaque  courbe  u  —  const. 
soient  parallèles  à  une  direction  fixe,  l'auteur  dit  que  la  famille  u  ■=  const.  est 
cylindrée  (ce  qui  est  le  cas  de  toute  famille  de  lignes  de  courbures  planes); 
la  surface  est  dite  doublement  cylindrée  si  la  même  propriété  appartient  aux 
deux  familles  du  réseau. 

M.  Raffy  donne  d'abord  le  moyen  de  déterminer  toutes  les  surfaces  double- 
ment cylindrées  suivant  leurs  lignes  de  courbure;  puis  il  définit  géométrique- 
ment celles  de  ces  surfaces  qui  sont  isothermiques. 

Tzitzéica.  —  Sur  les  surfaces  à  courbure  totale  constante.  (288). 
Blutel.    —    Sur   les   lie^ncs    de    courbure   de   certaines   surfaces. 

(289-291). 

L'auteur  étudie  les  surfaces  (S)  qui  jouissent  de  cette  propriété  que  les 
sphères  principales  relatives  à  l'une  des  familles  de  lignes  de  courbure  coupent 
un  plan  ou  une  sphère  sous  un  angle  constant. 

Parmi  ces  surfaces  figurent  celles  à  lignes  de  courbure  planes,  celles  à  lignes 
de  courbure  sphériques  flans  un  sysième  et  plus  généralement  celles  qui  oui 
même  image  sphérique  qu'une  surface  à  lignes  de  courbure  sphériques. 

Si  la  propriété  des  sphères  principales  peut  être  réalisée  de  deux  manières. 
la  surface  est  à  lignes  de  courbure  sphériques  ou  à  lignes  de  courbure  planes. 

Poincaré  {U .).  —  Le  phénomène  de  Hall  et  la  théorie  de  Lorcnlz. 

(339-341). 

Réflexions  sur  la  façon  dont  s'explique  dans  la  théorie  de  iM.  Lorcnlz  le  plié- 
noinène  de  Hall  :  il  y  a  lieu  de  rechercher  expérimentalement  si  le  phénomène 
ne  se  produit  pas  pour  tous  les  métaux  quand  ils  portent  une  forte  charge,  cl 
s'il  ne  change  pas  de  signe  avec  celte  charge,  quand  elle  est  très  forte. 

IJiïrwUz.  —  Sur  uu  théorèuie  de  M.  lladamard.  (35o-j53). 
En  appliquant  le  ihéorèine  de  Cauchy  généralisé  à  l'inlégralc  double 
__J r  rf{z)-^{t)dzdt 

{2T.i)-  J  J  Zt—X 

l'auleur  a  rclrouvé   un   ihéorènio   ilc   M     ILnlamard   et    obhMiii   divers  résultat'^ 
analogues,  dont  celui  ci  ; 
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Si  les  foncLions 


/(^)=i.^Â'  9(=)=i:„â.- 


0 


iraclmctLcnt,  en  dehors  du  poiiiL  ^  =  o,  d'uuLics  singularilés  (juc  des  pôles 
simples,  la  fonction 

0 

sera  uniforme  dans  tout  le  plan  et  n'admettra,  elle  aussi,  en  dehors  de  points 
singuliers  de  f{z)  et  9(^),  d'autres  singularités  que  des  pôles  simples;  leurs 
affixes  seront  les  sommes  des  affixes  des  pôles  des  deux  fonctions /(^  )  et  9  (^), 
leurs  résidus  les  produits  des  résidus  correspondants. 

Plncherle  (S.).   —  Sur  les  séries  de  puissances  toujours  diver- 
gentes. (4o^-4io). 

L'auteur  indique  un  moyen  pour  transformer  ces  séries  (séries  entières  à 
rayon  de  convergence  nul)  en  d'autres  séries  ayant  un  champ  de  convergence; 
ce  procédé  est  fondé  sur  l'emploi  de  la  dérivée  fonctionnelle  d'une  opération 
distributive  A(cp)  appliquée  à  une  fonction  '■o{x).  Cette  opération  que  M.  Pin- 
cherle  a  introduite  est  définie  par  l'identité 

A'  (  cp  )  r=  A  (  a?  9  )  —  a;  A  (  9  ). 

Autoniie  {L.)-  —  Sur  les  intégrales  algébriques  de  l'équation  de 
Riccati.  (410-412). 

Pour  (ju'une  équation  algébrique 

f{u,  t)  =  o 

entière  et  de  degré  n  en  11,  rationnelle  en  t,  soit  transformable  par  une  substi- 
tution fractionnaire  eiïectuée  sur  a  en  un  polynôme  ¥ {u)  à  coefficients  indé- 
pendants de  ^,  il  faut  et  il  suffit  que  n  —  3  invariants  absolus  def{u,  ^  soient 
des  constantes, 

Borel  [Eni.).   —  Sur  la  croissance  des  fonctions  délinies  par  des 
équations  difTérentielles.  (490-492). 

On  doit  à  l*aul  du  lîois-Keymond  ce  théorème  important  : 

Etant  donnée  une  infinité  dénombrable  quelconque  de  fonctions  positives 
croissantes,  on  peut  trouver  une  fonction  j)ositive  croissante  qui  croisse  plus  vite 
que  chacune  d'elles, 

M.  Borel  montre  que  ce  théorème  est  susceptible  d'iiinombraljlcs  ap|)licalions, 
à  raison  de  la  conséquence  suivante  (|u'on  en  peut  tirer  et  (jui  se  prête  à 
beaucouj)  de  généralisations  : 

Etant  donnée  une  é(iuati()n  dillérenticllc  dont  le  premier  niembi'e  est  un 
polynôme   (iuelcon(|ue  en  JC,y,y',  ...,  à  coelficicnls  cnliers,  on  considère  une 
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intégrale  réelle  de  celle  équation,  définie  par  des  conditions  initiales  ration- 
nelles ^,1,  y„,  y'n,  ...;  i'  existe  toujours  une  fonction  qui  croît  plus  rapidement 
que  le  module  de  y  aux  environs  de  ses  divers  points  singuliers. 

Le  Roy.  —  Sur  les  séries  divergentes  et  les  fonctions  définies  par 
un  développement  de  Tajlor.  (492-490). 

L'auteur  résume  les  recherches  qu'il  a  faites  en  vue  d'obtenir  des  caractères 
qui  permettent  de  découvrir  la  nature  d'une  fonction  définie  par  un  dévelop- 
pement en  série  entière  (Voir  Comptes  vendus,  1898,  second  semestre).  11 
représente  la  série  par  une  intégrale  définie  qui  fournit  une  expression  analy- 
tique de  la  fonction,  valable  pour  un  domaine  absolument  quelconque  sauf  des 
coupures  grâce  auxquelles  on  atlcinl  les  points  singuliers  et  les  périodes  qui 
s'y  rapportent. 

Cette  méthode,  convenablement  généralisée,  permet  dans  des  cas  très  étendus 
l'étude  effective  d'une  série  donnée;  elle  donne,  dans  nombre  de  cas,  une  solu- 
tion déterminée  du  problème  des  moments  de  Stielljes;  elle  s'applique  à 
l'étude  des  fonctions  définies  par  certaines  séries  autres  que  la  série  de  Taylor 
(notamment  les  séries  trigonomélriques). 

Ces  mêmes  procédés  s'appliquent  au  problème  des  séries  entières  toujours 
divergentes;  si  on  les  combine  avec  celui  de  M.  Borel,  ils  permettent  d'étudier 
les  séries  entières  (convergentes  ou  divergentes)  par  lesquelles  s'intègrent  les 
équations  dillerentielles  linéaires  dont  les  coefficients  sont  des  polynômes  en- 
tiers par  rapport  à  la  variable. 

Cotton  {Em.).  —  Sur  les  formes  de  différentielles  invariantes  vis- 
à-vis  de  certains  groupes.  ( 495-497 )• 

L'auteur  indicjue  une  méthode  pour  former  des  systèmes  d'expressions  de 
Pfair,  invariants  vis-à-vis  de  certains  groupes  finis  et  continus;  puis  il  appli(iue 
ses  résultats  à  la  détermination  des  ds-  à  tiois  variables  qui  admettent  un 
groupe  continu  de  transformations. 

M.  Bianciii  a  traité  complètement  le  problème  pour  les  ds-  définis  positifs. 
Les  autres  sont  réductibles  à  l'un  des  six  types  nouveaux  que  M.  Cotton 
énumère. 

La  méthode  qu'il  emploie  permet  de  reconnaître  si  deux  variétés  données 
sont  applicables  et  de  déterminer  la  transformation  de  passage. 

Darboux  (G.).  —  Notice  siu-  M.  Sophus  Lie.  (5:>.5-529). 

Vessiot.    —   Sur  les   écpialious   linéaires   aux   dérivées   paiLiclIcs. 
(544-546). 

L'objet  de  celte  Note  est  de  répoudre  à  la  question  suivanle  : 
On  suppose  <|ue  deux  inlégralcs  in(lè()endantes  de  l'équation 


Oy 


■j  -J-  X  (  ^  X,  y)    •  ^  H-  jx  (  /,  X,  y  )  -j-  =  o 
lit  lie  0 


satisfont  a  un  sy^lènic  connu  dcqualions  aux   (Kri\ec>  |>ailicllc>,  iKordrc  d  ail- 
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leurs  ({ucIcoïKiuc,  Quel  parti  pcul-oti  en  tirer  pour  rintéyralitHi  de  l'équation 
proposée  ? 

Stekloff  (W.).  —  Stir  les  pi'oblètiies  fondamentaux  de  la  Physique 
malliémaliquc.  (588-5()i). 

En  rapprochant  et  combinant  les  travaux  récents  de  divers  auteurs,  IM.  Sle- 
klolT  a  réussi  à  résoudre  les  problèmes  fondamentaux  de  la  Physique  mathé- 
matique d'une  façon  simple  et  rigoureuse,  sans  admettre  le  principe  de  Dirichlet. 
Il  communique,  dans  la  présente  Note,  le  théorème  suivant  : 
Soit  V  le  potentiel  d'une  couche  simple  de  masse  totale  nulle,  répandue  sur 
une  surface  (S)  fermée,  admettant  partout  un  plan  tangent  et  ayant  partout 
sa  courbure  finie  et  déterminée;  soient 

deux  intégrales,  étendues,  la  première  à  tous  les  éléments  de  volume  cIt  du 
domaine  intérieur  à  (S),  la  seconde  à  tous  les  éléments  de  volume  dx'  du 
domaine  extérieur  à  (S),  ces  deux  intégrales  étant  d'ailleurs  supposées  avoir 
un  sens. 

A 

Si   le  rapport  —  admet   une  limite  supérieure  finie  et  une  limite  inférieure 

différente  de  zéro,  la  méthode  de  Robin  résout  le  problème  de  Neumann  et 
celui  de  la  distribution  électrostatique  pour  la  surface  (S). 

Goursat.  —  Sur  le  prolongement  analytique.  (ogi-SgS). 
Etant  donnée  la  série  entière 

qui,  pour  z' ■=  o,  se  réduit  à  ©(c),  on  fait  cheminer  les  deux  variables  indé- 
pendantes simultanément  dans  leurs  plans  respectifs,  z  suivant  un  arc  joignant 
le  point  a  au  point  6,  z'  le  long  d'une  courbe  fermée  partant  de  l'origine  et  y 
revenant,  et  cela  de  telle  façon  que  l'on  puisse  poursuivre  le  prolongement 
analytique  de  F(^,  z')  sans  être  arrêté.  On  arrive  ainsi  finalement  à  une  nou- 
velle série 


^^,nni^-b)--" 


qui,  pour  z' =^  o,  se  réduit  à  'l'(^).  L'auteur  montre  par  un  exemple  simple  que 
les  deux  fonctions  o{z)  et  '^{z)  peuvent  être  quelconques. 

Stephanos  {Cyp.).  —  Sur  une  extension  du  caleiil  des  substitu- 
tions linéaires.  (59:>,-5c)()). 

L'auteur  fait  connaître  deux  opérations  nouvelles  qu'il  appelle  composition 
bialternéc  et  conjonction  des  formes  bilinéuires  et  indique  leurs  principales 
prof)riétés. 
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Bord    (Em.).    —    Sur   la   nature    arithmétique    du    nombre    e. 

(596-599). 

On  sait  que  e  ne  peut  vérifier  aucune  équation  algébrique  à  coefficients 
entiers.  Etant  donné  l'entier  n,  si  l'on  cherche  à  déterminer  les  coefficients 
(entiers)  d'un  polynôme  P(57)  de  degré  n,  de  manière  que  P(e)soit  inférieur 
à  e,  la  somme  de  leurs  valeurs  absolues  est  supérieure  à  Me-i*,  M  étant  un 
nombre  fixe  et  |j.  étant  défini  par  la  relation 

-  =  loglogs, 
où  A"  est  une  constante. 

Guichard.   —  Sur  les  réseaux  conjugués  dont  les  courbes  d'un 
système  sont  des  géodésiques.  (599-601). 

Tzitzéica.    —    Sur   certains    systèmes    d'équations    de    Laplace. 

(6oi-6o3). 

htant  donne  un  système  de  équations  de  la  forme 

àp^àp^  dp,  dp, 

supposé  admettre  les  /i  -t-  2  solutions 

on  peut  obtenir  /i  +  2  autres  fonctions 

-Si,      .52'       ••••)      ^r,}      ^    '}      Z}, -h  zl -h  .  ■  . -\-  zl —  R'^, 

vérifiant  un  même  système  de  Laplace  de  la  forme  (L)  en  posant 

àx^  dx,,  r)x.  dx,^       r.  àR 

dp.  dp.  '  dp,  "    dpi  dp,  ' 

{Zi—  x^y-h  {z,—  x^y--]-.  ..-i-{z„—x,S-=  R=+  R'-. 

Cette  proposition  peut  d'ailleurs  être  généralisée. 

Cliessin.  —  Sur  les  théorèmes  de  Green  et  de  Cauchy.  (604-606). 

Pour  que  l'intégrale  d'une  fonction  f{z)  soit  nulle  le  long  du  conlour  d'un 
domaine  simplement  connexe  (D)  dans  lequel  f{z)  est  uniforme  et  continue, 
il  n'est  point  nécessaire,  comme  on  l'admet  généralement,  que  la  dérivée /'(:;  ) 
soit  continue  dans  tout  ce  domaine;  il  suffit  que /'(c)  soit  continue  dans  (  D  ). 
sauf  peut-être  en  des  points  ou  sur  des  lignes  formant  un  ensemble  réductible, 
où  nulle  hypothèse  sur  l'existence  ou  la  nature  de/'(c)  n'est  nécessaire. 

Poincarc  (//.).  —  Sur  1rs  nombres  de  Jklti.  (629-680). 
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Dans  son  INIémoirc  intitulé  Analysis  situs,  l'auteur  a  (-nonce  ce  théorème 
que,  dans  toute  variété  fermée,  les  nombres  de  Betli  également  distants  des 
extrêmes  sont  égaux. 

Ce  résultat  n'est  pas  exact,  ainsi  que  l'a  remar(|ué  M.  Ilugaard,  si  l'on  définit 
les  nombres  considérés  comme  l'a  fait  lielti  hii-mùme.  Mais  il  est  vrai  des 
nombres  définis  comme  l'a  fait  iM.  Poincaré. 

Bliitel.    —    Sur   les   lignes    de    eotirl)nre    de   cerlaincs    surfaces. 

(721-723). 

Il  s'agit  des  surfaces  (S)  que  l'auteur  a  considérées  dans  une  Note  récente 
{voir  ci-dessus).  M.  IMutel  démontre  que,  si  (S,)  est  l'une  de  ces  surfaces  rap- 
portée à  ses  lignes  de  courbure,  il  existe  une  infinité  de  surfaces  (S),  dépendant 
d'une  fonction  arbitraire,  qui  admettent  la  même  représentation  sphérique 
que  (S|).  De  plus,  on  peut  trouver  toutes  les  surfaces  (S,)  telles  que  1(îs 
sphères  correspondantes  passent  toutes  par  un  point  fixe. 

GuicJiard.  —  Sur  quelques  applications  de  la  loi  de  parallélisme 
des  réseaux  et  des  congruences.  (728-725). 

L'auteur  présente  diverses  applications  de  la  théorie  des  réseaux  et  des  con- 
gruences  parallèles,  qui  se  rapportent  principalement  aux  réseaux  récemment 
considérés  par  M.  Rall'y  {voir  ci-dessus)  sous  le  nom  de  réseaux  cylindres  et 
doublement  cylindres. 

Ainsi,  parmi  les  réseaux  parallèles  à  un  réseau  doublement  cylindre,  il  y  en 
a  un  dont  les  deux  tangentes  rencontrent  chacune  une  courbe  fixe.  Cette  pro- 
priété pernjet  de  construire  tous  ces  réseaux. 

Les  surfaces  doublement  cylindrées  suivant  leurs  lignes  de  courbure,  que 
M.  Raffy  a  déterminées  analytiqucment,  peuvent  être  définies  géonjétriquement  : 
ce  sont  celles  qui  ont  même  représentation  sphérique  de  leurs  lignes  de  courbure 
que  les  surfaces,  déterminées  par  Ossian  Bonnet,  qui  ont  pour  ligne  de  cour- 
bure des  cercles  géodésiques.  Il  suit  de  là  que,  sur  chaque  nappe  de  la  surface 
des  centres,  les  conjuguées  des  géodésiques  sont  des  courbes  planes. 

Stcickel  (P-)'  —  Sur  quelques  propriétés  arithmétiques  des  fonc- 
tions analytiques.  (723-727). 

Les  équations  algébriques  à  deux  variables  {x,  y),  à  coefficients  rationnels, 
ne  sont  pas  les  seules  qui  fassent  correspondre  à  toute  valeur  algébrique  de 
l'une  des  variables  seulement  des  valeurs  algébriques  de  l'autre  variable. 

C'est  ce  que  l'auteur  met  hors  de  doute  en  formant  une  équation  transcen- 
dante qui  jouit  de  celte  propriété. 

Darboux  (G.).    —    Sur  la  déformation  des  surfaces  du   second 
degré.  (760-76G). 

L'objet  de  cette  Note  est  de  retrouver  et  de  compléter  les  relations  que 
M.  Guichard  a  établies  entre  la  déformation  de  certaines  surfaces  du  second 
degré  et  celle  de  la  sphère.  L'auteur  énonce  et  établit  la  proposition  suivante  : 

Quand   une  quadriquc,  tangente  en  un  seul  point  au  cercle  de  l'infini,  roule 
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sur  une  siiiT;icc  applicable,  les  deux  génératrices  isotropes  qui  passent  par  le 
point  de  contact  de  la  qiiadriquc  et  du  cercle  de  l'infini  coupent  le  plan  de 
contact  suivant  deux  points  dont  le  milieu  décrit  une  surface  à  courbure  totale 
constante. 

Boussinesfj .  —  De  l'efi'ct  produit,  sur  Je  mouvement  d'inclinaison 
d'une  bicyclette  en  marche,  par  les  déplacements  latéraux  nue 
s'imj)rime  le  cavalier.  (766-'y^i). 

Leau.  —  Sur  les  fonctions  définies  par  un  développement  de 
Tajlor.  (8o4-8o5). 

La  méthode  que  l'auteur  a  indiquée  (  Comptes  rendus,  1898,  second  semestre  ) 
pour  l'étude  d'une  fonction  sur  le  cercle  de  convergence  de  la  série  de  Taylor 
qui  la  représente,  s'applique  également  à  la  recherche  des  régions  du  plan,  où 
cette  fonction  est  holomorphe.  iM.  Leau  indique  ici  la  modification  qu'il  con- 
vient d'y  apporter  à  cette  fin. 

Stàckel{P.).  —  Sur  quelques  propriétés  arithmétiques  des  fonc- 
tions analytiques.  (8o5-8o8). 

L'auteur  revient  sur  sa  récente  Communication  (  l'O?'/"  ci-dessus)  i)our  mellre 
hors  de  doute  l'irréductibilité  de  l'équation  transcendante  qu'il  avait  consitlérée. 

Stekloff  {W.).  —  Sur  l'existence  des  fonctions  fondamentales. 
(808-810). 

Démonstration,  indépendante  du  principe  de  Diriclilet,  de  rexistcnce  des 
fonctions  fondamentales  de  M.  Le  Koy  et  de  I\L  Poincaré,  pour  les  surfaces 
considérées  par  l'auteur  dans  sa  dernière  Note  {voir  ci-dessus). 

Lebesgue    (/^.).    —    Sur   les   fonctions    de    plusieurs    variables. 

(8ii-8i3). 

L'auteur  fait  connaître  la  suite  des  propositions  par  lesquelles  il  est  arrivé 
à  généraliser  un  théorème  établi  par  M.  IJaire  {Contptcs  rendus,  iSgS)  sur  les 
fonctions  d'une  variable  : 

Pour  qu'une  fonction  de  plusieurs  variables  soit  dévcloppabic  en  série  i]c 
polynômes,  il  faut  et  il  suffit  qu'elle  soit  ponctuellement  disct)ntiuue  dans  tout 
ensemble  parfait. 

M.  Lebesgue  a  construit  et  représenté  par  des  séries  de  polynômes  des  fonc- 
tions discontinues  dans  n'importe  quel  domaine  et  cependant  continues  sur 
toute  courbe  algébrique  ou  même  analytique. 

Darboux  {G.).  —  Sm-  la  défonnation  des  surfaces  du  second 
degré.  (85/î-8r)()). 

Suite  de  la  Note  précédente,  de  même  litre,  i-ltanl  (loiince  uiu- --urf.ice  à  cour- 
bure   totale   constante,  ou    peut    se    proposer   de    dctermitier   la    (juadiiiiue   (  (^)  ) 
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qui  lui  correspond.  Après  en  avoir  donné  le  moyen,  M.  Darboux  fait  connaître 
une  propricU'  caraclcristique  des  surfaces  applicables  sur  les  quadriques  de 
révolution. 

De  chaque  point  d'une  quadrique  de  révolution  (Q)  comme  centre,  décri- 
vons les  sphères  (S)  qui  sont  tangentes  à  une  splière  fixe  ayant  pour  centre 
l'un  des  foyers.  Si  la  quadrique  roule  sur  une  autre  surface  applicable  (  6  )  en 
entraînant  les  sphères  (S),  l'enveloppe  de  celle  de  ces  sphères  qui  a  son  centre 
au  point  de  contact  de  (  B  )  et  de  (  Q  )  est  une  surface  sur  les  deux  nappes  de 
laquelle  les  lignes  de  courbure  se  correspondent  toujours  et  correspondent  aux 
courbes  du  système  conjugué  commun  à  (©)  et  à  (Q). 

Ce  résultat  conduit  à  une  nouvelle  démonstration  de  l'un  des  théorèmes  de 
M.  Guichard. 

Boiissinesq.  —  Calcul,  dans  une  hjpolhèse  simple,  du  déplace- 
ment latéral  que  doit  s'imprimer  le  cavalier,  sur  une  bicyclette 
en  marche,  pour  porter  le  centre  de  gravité  du  système  à  une 
petite  distance  horizontale  voulue  de  la  base  de  la  bicyclette. 

(859-862). 

Dickson  (^L.-E .).  —  Sur  plusieurs  groupes  linéaires  isomorphes 
au  groupe  simple  d'ordre  25920.  (S^S-S^o). 

Liapounoff.  —  Sur  une  équation  différentielle  linéaire  du  second 
ordre.  (910-91  3). 

Il  s'agit  de  l'équation 

OÙ  p{x)  désigne   une  fonction   donnée    d'une   variable  réelle  x-,   continue    et 
périodique  et  [jl  un  paramètre  arbitraire  àonl  p{x)  ne  dépend  point. 

L'auteur  se  place  dans  l'hypothèse  où  p{x)  est  une  fonction  réelle  toujours 
positive  et  étudie  l'influence  de  la  valeur  de  \x  sur  la  nature  des  intégrales. 

Méray  {Ch.).  —  Interprétation  nouvelle  de  la  condition  requise 
pour  qu'une  intégrale  double,  prise  sur  une  plaque  de  surface, 
ne  dépende  que  du  bord  de  celle-ci.  (giS-yi^). 

Pour  que  l'intégrale 

(  A  dy  dz  4-  B  dz  dx  +  C  dx  dy), 


ff^ 


où  A,  B,  G  sont  des  fonctions  données  de  {x,  y,  z),  ne  dépende  pas  de  la  forme 
de  la  plaque  de  surface  à  laquelle  on  l'étend,  mais  seulement  de  la  courbe  qui 
sert  de  bord  à  cette  plaque,  il  faut  et  il  suffit  qu'il  existe  deux  fonctions  u  et  v 
des  trois  variables  x,  y^  z  telles  qu'on  ait  identiquement 

du  dv        ^^  ^^   _  \  ^"  <^^         c)a   dv  _  du   âv        du   dv   _  ^ 

ùy  dz        dz  dy  ~     '         dz   dx        dx  dz  ~     '         dx  dy        dy  dx 


^''t    fa^'^^ 
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Andrade.    —    Sur    riiomograj)liie    (!(;    la    ihcoric    des    j^oiUrcs. 

(917-99.0). 

JVdhcJi  {Em.).  —  Sur  les  surfaces  à  lignes  de  courbure  planes 
ou  sphéricfues.  (920-942). 

llatzidakis.  —  Trois  formules  1res  géuérales  relatives  aux  courbes 
dans  l'espace.  (923-924). 

L'auteur  indique  divers  procédés  pour  résoudre  le  problème  suivant  : 
Etant  données  deux  courbes  quelconques  dans  Tcspacc,  ex|)riincr  la  courbure 
et  la  torsion  de  l'une  par  la  courbure,  la  torsion  et  l'élément  d'arc  de  l'autre, 
et  par  la  position  mutuelle  des  deux  courbes. 

Le  moyen  le  plus  siin|)le  consiste  à  considérer  les  deux  courbes  comme  tra- 
cées sur  deux  surfaces  qui  auront  leurs  normales  parallèles  aux  points  corres- 
pondants des  deux  cour])cs;  ()n  peut  alors  appliquer  les  formules  données  dans 
le  Tome  II  des  Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces  de  'SI.  Darboux.  Les  rela- 
tions qu'on  obtient  ainsi  en  éliminant  les  rotations  des  trièdrcs  auxiliaires 
reviennent  à  celles  de  "SI.  Schonflics,  et  sont  susceptibles  de  nombreuses  appli- 
cations. 

Darboitx  (G.).  —  Sur  les  Iransfornialions  des  surfaces  à  courbure 
totale  constante.  (953-958). 

Suite  de  la  Conjmunication  précédente  de  M.  I^arboux.  Celte  Note  contient 
deux  démonstrations  géoniélriqiies  nouvelles  des  théorèmes  de  >L  Guicliard, 
démonstrations  qui  permettent  à  l'auteur  d'(''lablir  que  les  uK-tbodc^s  de  trans- 
formation des  surfaces  à  courbure  totale  constante  auxquelles  conduisent  ces 
théorèmes  ne  sont  pas  distinctes  de  celles  ([ue  ]\IM.  lîianrhi  et  lî.icklund  ont 
fait  connaître  antérieurement. 

Levt-Civila.    —    Sur    les    intégrales    périodi(|ues    des    é(|uali()us 
linéaires  au\  dérivées  partielles  du   [)rentier  ordre.  (()-8-()8r). 


Ivlanl   donnée  réqualion 


dt  ôx  ôy 


où  Ton  suppose  \  et  ^'  fonctions  périodiques  de  t,  avec  la  période  t.  holo- 
morphes  par  rapport  à  x  et  y  autour  de  l'orif^ine  O  et  nulles  à  la  fois  en  t> 
pour  t<tnte  valeur  de  /,  reconnaiti"e  s'il  existe  des  inléi;ialt's  lé^ulières  dans  le 
domaine  du  point  t)  et  périodi(|ncs  en  t  avec  la  période  t. 

Si  Ton  connaît  dtMix  intt''i;riiles  régulières  en  O  et  dont  le  déterminant  fonc- 
tionnel |»ar  ra|)port  à  x  et  à  y  ne  s'annule  pas  pour  .r  =  y  =  ^  =  0,  on  peut 
décider  si  toutes  les  intégrales  sont  |)ériodii|nes.  on  si  aucune  ne  l'ot  :  eu 
outre,  si  les  deux  intégrales  supposét^s  connues  satisfont  À  une  (N^rtaine  condi- 
tion d'inégalité,  il  existe  une  iiil<''gi;ilc  pc'wiodiqnc.  cl  une  simiIc. 

/>////.  (les  Scie/n'C.s  //uif/w/H .,  >'  sc-iie.   t.   \\\.   (Mai    im"")  I^-*^ 
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Pcli'ovilch .  —  Exlcnsioii  du  llK'orrme  de  la  moNenne  aux  équa- 
tions dKrcrentlclIcs  du  premier  ordre.  ((j8i-()84). 

Stc/iloff'  (JJ.).   —    Sur  la  lln'orie  des   fonctions   fondamentales. 

(984-987). 

L'auleur  fail  connaiLrc  divers  irsnlLats  relatifs  aux  fonctions  fondamentales 
{voir  sa  Note  précédente)  et  nptaniinent  une  formule  générale  susceptible 
d'applications  importantes. 

Darbour  (G.).  —  Sur  les  surfaces  à  courbure  constante  positive, 
(loi  8-1024). 

Cette  Note  contient  la  vérification  analytique  des  résultats  que  M.  Darboux 
avait  établis  par  voie  géométrique  dans  sa  dernière  Communication  {voir  ci- 
dessus).  Il  y  est  montré  que  le  théorème  de  M.  Guichard  permet  d'utiliser, 
pour  la  Géométrie  des  éléments  réels,  les  transformations  de  MM.  Bianchi  et 
Backlund  lorsque,  appliquées  aux  surfaces  à  courbure  positive,  elles  se  pré- 
sentent sous  une  forme  nécessairement  imaginaire.  On  peut  d'ailleurs  utiliser 
plus  complètement  ces  transformations,  lorsqu'elles  sont  imaginaires,  en  ellec- 
tuant  successivement  deux  transformations  de  FJiicklund,  assujetties  à  la  seule 
condition  d'être  imaginaires  conjuguées  l'une  de  l'autre. 

Poincaré  {H.).  —  Sur  les  groupes  continus.  (loGS-ioOp). 

L'auteur  présente  quelques  observations  sur  la  théorie  des  groupes  continus 
(Sophus  Lie)  et  démontre  d'une  manière  nouvelle  l'existence  d'un  groupe  de 
structure  donnée. 

Dickson  (^L.-E.).  —  Sur  une  généralisation  du  théorème  de 
Fermât.  (io83-io85). 

Liapounoff.  —  Sur  une  équation  transcendante  et  les  équations 
différentielles  linéaires  du  second  ordre  à  coefficients  pério- 
diques. (io85-io88). 

L'auteur  revient  {voir  sa  précédente  Communication)  sur  l'équation 

^  -i-[x/>(^)y  =  o, 

où  [x  est  un  paramètre  arbitraire  et  p{x)  une  fonction  continue  et  périodique 
de  la  variable  réelle  x.  Il  se  place  dans  un  cas  plus  général,  où  pix)  peut 
changer  de  signe,  et  donne  des  indications  sur  la  nature  des  intégrales  de  l'équa- 
tion différentielle,  suivant  les  valeurs  que  l'on  attribue  à  ;jl. 

Zaremha.    —  Note  sur  le   développement  d'une   fonction  arbi- 
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Iralrc  en  une  série  procédant  suivant  les  fondions  liarnioniqnes. 

(1088-1089). 

L'aiileur  communique  sans  clcmonslralion  le  théorème  suivant  : 

Soit(l))  un  domaine  limité  par  une  surfare  fermée  (S),  pouvant  se  composer 
(le  plusieurs  nappes,  mais  admettant  en  chacun  de  ses  points  des  rayons  de 
courbure  principaux  non  inférieurs  à  une  longueur  (ixe. 

Soit/(.r,  r,  z)  une  fonction  donnée  s'annulant  sur  la  surface  (S)  et  admet- 
tant dans  toute  l'étendue  du  domaine  (D)  des  dérivées  secondes. 

Soient  U,,  U^,  U,,  ...  la  suite  des  fonctions  harmoniques  relatives  au  do- 
maine (D)  et  /."[,  Â*2,  /»"3.  ...  celle  des  nombres  caractéristiques  correspondanls. 

On  pourra  trouver  des  constantes  Ap  A^,  A,,  ...  et  une  suite  infinie  de 
nombres  entiers  positifs  croissants/?,,  /?._,,  />,,  •••  tels  que  si  l'on  pose 

la    série    \\', -+- W.^  ~{- W^ -f-. . .    soit    uniformément    convergente    dans    toute 
l'étendue  du  donjaine  (D)  et  ait/(^,  y,  z)  pour  somme. 

Guichard  [C .).  —  Snr  les  réseaux  qui  correspondent  au  cas  où 
la  suite  de  Laplace  est  limitée  dans  un  sens,  (i  !/}()-!  i.V>.). 

L'auteur  commence  par  établir  deux  propriétés  générales  des  congruences 
et  des  réseaux,  d'où  découlent  les  conséquences  suivantes  : 

On  sait  trouver  tous  les  systèmes  conjugués  formés  d'une  série  de  courbes 
planes  et  dune  série  de  géodésiques. 

On  sait  trouver  tous  les  réseaux  cycliques  qui  contiennent  un  système  de 
courbes  planes. 

Le  Vavassru/'.  —  Les  groupes  d'ordre/?-^-,/?  étant  un  nombre 
premier  plus  grand  que  le  nombre  premier  q.  (i  i5'>>-i  i53). 

A/ii/ffg-LcfJle/'.  —  Sur  la  représentation  d'une  branche  uniforme 
de  fonction  analytique,  (i  2  i  2-1  s>.  1  5). 

L'auteur  coinmuni(|uc  sans  démonstration  trois  théorèmes  importants,  (|ui 
permettent  de  foi-mer  un  développement  |)ropre  à  représenter  une  bianchc 
uniforme  de  fonction  analyti(|ue,  prolongée  dans  le  domaine  le  plus  clendu 
possible;. 

Jîendon  (./.).  —   Sur  le  calcul  des  formules  conicnani  i\v>  loiu'- 
tions  ai'bitraircs.  (  i  2  1 .")- i  :>.  i  S  ). 

Daihou.r  {(^.).  —  Sur  l.t  ({('foi  inaliou   des  suiTaccs  gf-néralcs  du 
second  degré.  ii'j.()/\-i:>yo). 

Lue  (|uadri(|ue  générale  {())  l'oulant   ^iii   une  surface  .ipplicajilc  (H),  «mi  on- 
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sidrrc  les  surfiircs  diMM'itcs  p;ir  les  points  oii  le  plan  de  eontact  est  reneontré 
par  les  lin  il  généralriees  isuLropes  de  la  surface.  On  a  le  ihéorème  suivant  : 
Ces  huit  surfaees  sont  isollierniiques  et  se  correspondent  avec  similitude  des 
éltMHcnls  inlininicnl  petits;  leurs  lij^ncs  de  l(jni;u('ur  nulle  corres|)on(lenl  aux 
asyni|)t(»ti(|ues  de  la  surface  (H). 

M.  Dai'boux  déduit  ce  résultat  de  la  pro[)osition  i;énérale  que  voici  : 
Si  une  surface  réi^lée  (Q)  roule  sur  une  surface  api)licable  ((-)),  les  points  où 
les  din'érentes  lignes  de  longueur  nulle  de  (Q)  rencontrent  le  plan  de  contact 
de  (  (-)  )  et  lie  {(}),  points  qui  sont  tous  situés  sur  la  génératrice  de  (Q)  con- 
tenue dans  le  plan  de  contact,  décrivent  des  surfaces  qui  se  correspondent  avec 
similitude  tles  éléments  inlininuMit  petits;  les  lignes  de  loiigueur  nulle  de  ces 
surfaces  correspondent  aux  lignes  asymptotiqucs  de  (6). 

Thybaut  {A.).  —  Siii"lcs  surfaces  isolheiniiques  el  la  déforma- 
lion  du  paraboloïde.  {\'i-/\-v'i~i^). 

Sur  la  normale  en  chaque  point  ÎNI  d'une  surface  (M)  on  prend  le  conjugué 
harmonique  C  de  M  par  rapport  aux  deux  centres  tie  courbure;  de  C  comme 
centre  on  trace  la  sphère  (S)  dont  le  rayon  R  est  l'inverse  de  la  courbure 
moyenne  de  la  surface  (M)  au  point  M.  [.es  sphères  (S)  sont  tangentes  à  (M); 
lorsqu'elles  coupent  une  sphère  fixe  sous  un.  angle  constant,  la  surface  {M  ) 
est  isotherniique.  La  détermination  des  surfaces  (^I)  qui  jouissent  de  cette 
propriété  revient  à  celle  des  surfaces  applicables  sur  un  i)aral)oloïde  quelcon(|ue. 

Les  surfaces  isothermiques  que  ce  théorème  fait  correspondre  à  la  déforma- 
tion du  paraboloïde  à  un  plan  directeur  isotrope  sont  celles  que  ]\L  Tliybaul  a 
découvertes  précédemment  (Thèse  de  Doctorat). 

Tzitzéica.  —  Sur  la  déformalion  de  certaines  surfaces  liées  aux 
surfaces  du  second  degré.  (12-6-127^). 

Les  surfaces  tétraédrales,  en  nombre  simplement  infini,  pour  lesquelles  on  a 

1  3 

X  —  \{a  -\-  a ) -  ( a  4-  c  ) - , 

rr3B(^H-a)MZ/  +  t02, 

x;  =  C(c  +  u)Hc  +  v)^ 
avec  les  relations 

A-«'  H-  B-^  b'  +  C-  c'  —m-        (  f  =  0,  1 ,  2,  3,  4  ) 
les  m  étant  des  constantes  données,  sont  applicables  les  unes   sur  les  autres. 

Pauilc^'â  (P.).  —  Sur  le  développenienl  d'une  brandie  uniforme 
d'une  fonction  analjtif|ue.  (i  2^'^-!  280). 

L'auteur  rattache  les  résultats  récemment  publiés  par  M.  Mittag-Lefller 
{voir  ci-dessus)  à  un  mode  de  développement  des  fonctions  analytiques  réelles 
antérieurement  étudié  par  lui-même,  et  qui  lui  peimet  de  démontrer  et  de 
compléter  en  même  teir)ps  les  théorèiDcs  dont  il  s'agit. 
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Boiel  i^Eni.).  —  Sur  le  calcul  des  séries  de  Tajlor  à  ravon  de 
convergence  nul.  (i  281-1283). 

L'aiileur  in(li(|ue  le  parti  qu'on  peut  tirer  des  séries  de  M.  .Miltag-Lefiler 
{voir  ci-dessus)  pour  l'étude  des  séries  entières  dont  le  rayon  de  convergence 
se  réduit  à  zéro, 

Darboux  {G.).   —  Sur  les  surfaces  isolher-miques.  (1  2f()9-i3o;>). 

Dans  quel  cas  une  sphère  qui  dépend  de  deux  paramètres  enveloppe-t-elle 
une  surface  dont  les  deux  nappes  se  correspondent  avec  similitude  des  éléments 
infiniment  petits?  Tel  est  le  problème  que  se  pose  RI.  Darboux.  Après  avoir 
montré  que  les  deux  nappes  de  l'enveloppe  dotvent  être  isothermiques,  il 
établit  ce  théorème  : 

Etant  donnée  une  surface  isolherniique  quelconque  (iM),  on  peut  lui  faite 
correspondre,  avec  similitude  des  éléments  infiniment  petits  et  conservation 
des  lignes  de  coui'hure,  une  infinité  d'autres  surfaces  isothermiques  (M')  qaiv 
prises  chacune  avec  (M),  constituent  les  deux  nappes  d'une  enveloppe  de 
sphères. 

Voici,  en  outre,  une  propriété   caractéristique  des  surfaces  isolhermiques  : 

Etant  donnée  une  suii'ace  quelconque  (M),  on  construit  en  chacun  de  ses 
points  M  la  sphère  tangente  qui  a  pour  centre  le  conjugué  harmonique  de  M 
par  rapport  au  segment  formé  par  les  centres  de  courbure  principaux.  La  con- 
dilion  nécessaire  et  suffisante  pour  que  (M)  soit  isulheniii(|ue  est  que  cette 
sphère  envelo|)pe,  en  même  temps  que  (M  ),  une  surface  (  M'  )  dont  le^  lignes  de 
courbure  correspondent  à  celles  de  (M). 

GuicJiard  [C .).  —  Sur  les  réseaux  cvcliques  qui  conliennrnl  un 
système  de  géodésiques.  (i3o8-i3io). 

La  représenlalion  spht'rique  des  surfaces  (M)  telles  que  la  congruence  des 
tangentes  à  Tune  des  familles  de  lignes  de  courbure  soit  une  congruence 
cyclique,  déjiend  d'une  é(|uation  aux  déi'ivèes  partielles  du  troisième  ordre. 

\  cha(|ue  surface  (M  )  ou  peut  faire  C()rresj)()ndie  une  infinité  de  siiifaces  (  M  ) 
telles  que 

1°  Les  rayons  d»;  courbure  correspondants  sont  ('i^aux; 

2°  Les  lignes  de  courbure  d'une  famille  ont  même  longueur; 

o"  Celles  de  l'auti'e  famille  ont  même  ra\on  de  courbure  aux  points  corres- 
pondants. 

LrrcJi.  —  Sur  les  séries  de  Diricldel.  (i.)i()-i3i  i"). 

1  icard  Çh/)).).  —  Sur  les  dé\ '"loppenicnls  en  si'rie  do  iiih'-- 
gralcs  des  équaLions  dilléreulielles  par  la  niiHliode  de  CaucliN. 
(i363-ï3()()). 

L  auteur  monti-(>  (|U(\  sous  crriaines  condiiions  très  peu  rt^^t  rict  i  ve<.  on  ptMU 
obtenir  par  la  m(''tliode  de  (".aiichy-Lipsclul/  (b-s  dcvriuppcuienis  (|ni  (onxrr- 
genl    l,Mil    (|ue  les    inlègrales  rotent   eoni  m  lU'v.   Iji   [mi  I  n-nlicr-.  «I.inl    donne    le 
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système 

dx 

— -'    =  X,(^,,   X.,,     ....   X„)  (/  =  I,    2,    ...,   /?) 

où  les  \-  sont  des  polynômes,  les  x  pourront  être  représentés  par  des  séries 
de  polynômes  en  ^,  qui  seront  eonvergentes  tant  que  les  x  seront  des  fonctions 
continues  de  t. 

La  méthode  en  question,  dont  l'api)lication  n'est  pas  d'ailleurs  restreinte  aux 
éléments  réels,  est  donc  supérieure  à  toutes  les  autres  méthodes  proposées  pour 
le  même  objet. 

Maillet  (Edni.).  —  Sur  les  équations  indélerminées  ù  (Jeux  et 
trois  variables  qui  n'ont  qu'un  nombre  fini  de  solutions  en 
nombres  entiers.  (i383-i385). 

luioncé  de  diverses  conditions  qui  assurent  rcxistence  de  points  à  coordon- 
nées entières  sur  les  courbes  et  les  surfaces  algébriques  dont  les  é(|uations  ont 
leurs  coefficients  entiers  et  sont  arithmétiquement  irréductibles. 

Coulon  ('/.).  —  Sur  les  équations  aux  dérivées  partielles  du 
second  ordre  à  caractéristiques  réeUes.  (i  0(S(3-i  38(jj. 

Extension  à  l'équation 

d' u      <r-\}  à- u  _  r)nj  _  ^  _         r/' u 


Ox'.     '     Ox';    '  •'•  '     (jx'l         ()]'i         à)''l       *''        ()y-, 


des  résultats  obtenus   par  MM.  \'olterra   et  Tcdone  dans  le  cas  parliculicr  où 
la  dérivée  partielle  affectée  du  signe  p/us  est  seule  de  son  espèce  {p  =  i). 

Plii'Cfgmén.  —  Sur  une  extension  d'un   théorème  de  M.  IMitta^;- 
J.efder.  (i43  i-i4'>7)- 

Il  s'agit  du  théorème  sur  la  reprt'scntation  d'une  branche  uniforme  de  fonc- 
tion analyti(|ue,  récemment  juiblié  par  M.  Mitlag-Leffler  {voir  ci-dessus). 

Ce  théorème  [)eut  être  dt'iiionlré  d'une  manière  tout  à  fait  élémentaire,  si  l'on 
suppose  connue  la  représentation  analogue  de  la  fonctiou 


qu'on  peut  obtenir  très  facilement.  Ce  mode  de  d(';monstralion  permet,  en  oulre, 
comme  le  montre  l'auteur,  de  généraliser  le  résultat  en  question. 

Daihoiix  (G.).  —  Sur  une  classe  de  surfaces  isolliermiques  liées 
à   la   déloi'mation   d(^s   snrlacu^s  i\u   second   degré.   (  i /j83- i^Sy  ). 

L'aulenr  caraclérise,  parmi  toutes  les  surfaces  isolheirii i([ues,  celles  qui  sont 
dt'erUes,  (juand  uni;  (|ua(lri(|ue  ((})  roule  sur  une  surface  a|)plieable  (B),  par 
les  liuil  points  où  les  gt''n(''rat riees  isotropes  de  f<^))  percent  le  plan  de  contact 


UKVlIt:    DKS   PUBLICATIONS.  107 

de  Q  cl  de  (6).  Cliacune  de  ces  surfaces  satisfait  à  une  cMjiialion  de   la  forme 

son  élénietit  linéaire  rapporté  aux  lignes  de  courbure  étant 

ds-=  ir-(c/p-+  dp-i), 

u  et  II'  désignant  les  quantités  suivantes 

(  R,  H|  rayons  de  courbure  principaux)  et  A,  B,  C,  D  des  constante^;.  M.   Dar- 
boux  montre  que  cette  condition. nécessaire  est  en  même  temps  suffisante. 

Picard  i^E m.) .  —  Sur  la  déLerminalion  des  inlégrales  des  éqiia- 
lioiis  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  parleurs  valeurs 
sur  uu  contour  fermé.  (148^-1489). 

IM.  Picard,  ayant  complété  des  travaux  anlérieurs  sur  l'extension  du  prin- 
cipe de  Dirichlet  à  diverses  équations  du  second  ordre,  énonce  les  résultats 
qu'il  a  obtenus  relativement  à  l'équation  linéaire 

<)-u        ô- a  ,  f)u  êii 

-r-r,   +   1-^   -h  -id 1-26- \-  fa  =  o 

ôx-        oy-  ôx  ày 

sous  certaines  conditions  simples.  Ainsi,  en  supposant  que  les  cocflicients  r/,  e, 
y  soient  continus  ainsi  que  leurs  dérivées  premières,  on  peut,  par  une  série 
d'approximations  successives,  obtenir  l'intégrale  qui  [)rcnd  des  valeurs  données 
sur  un  contour  (simple  ou  composé),  pourvu  que  celte  succession  de  valeurs 
soit  continue  et  admette  des  dérivées  des  trois  premiers  ordres.  Si  les  coeffi- 
cients d,  e,  f  sont  analytiques,  il  est  possible  de  traiter  la  question  dans  des 
cas  plus  étendus. 

Lebesgue  (A/.).  —  Sur  quelques  surfaces  non-  réglées  applicables- 
sur  le  plan.  (i5o2-i5o3). 

L'auteur  substitue  à  la  définition  classique  de  l'applicabilité  la  nouvelle  défi- 
nition que  voici  : 

Une  surface  est  applicable  sur  le  plan,  s'il  est  possible  d'établir  entre  les 
points  de  cette  surface  et  ceux  d'une  aire  plane  une  correspondance  univo(Hie 
et  continue  telle  qu'à  toute  courbe  îvctiliable  de  la  surface  corres|ionde  dans 
l'aire  plane  une  courbe  vectifiahle  ayant  même  longueur,  et   inversement. 

Avec  cette  définition,  il  existe  d'anlies  stiilaccs  applical)ies  sui'  le  plan  que 
les  surfaces  développables.  M.  Lebesgue  donne  des  modes  de  génération  de 
[)areilles  surfaces,  les  unes  réglées  mais  non  développables,  les  autres  ne  con- 
tenant  aucun  segment  de  droite. 

I*<ti n li'vr  (/*.).  — ■  Sur  le  calcul  des  iuU''i;i'alcs  des  écpialions  di(- 
IcrcMilndles  par  la   tnél  liode  de  C.aucliv-rJpscliilz.  (i  ."ioj-i  .')o8). 

AL  Painlevé   s'est   servi   de   cette   m'tliode   [lour  étudier   le    mouvement   d'un 
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^  syslèiiie  malcriol  dans  l' intervalle  de  temps  le  plus  grand  possible,  avec  le 
minimum  de  rcslriclions  relatives  à  la  conliniiilé.  Il  résume  les  résultais  géné- 
raux qu'il  a  obtenus  et  leurs  principales  applications. 

Ainsi,  étant  données  deux  quantités  positives  A  et  e  (A^e)  aussi  petites  que 
l'on  veut,  on  peut,  dans  le  problème  des  n  corps,  calculer  avec  l'approxima- 
tion s  les  positions  des  n  corps  dans  un  intervalle  de  temps  ou  affirmer  que 
dans  cet  intervalle  l'écart  minimum  de  deux  astres  est  moindre  (|ue  A. 

pour  \\\\  système  matériel  ([uelconque,  s'il  n'existe  pas  de  position  singulière 
à  tlislance  Unie  et  si  la  force  vive  du  système  reste  (inie  pour  t  fini,  on  peut 
représenter  le  mouvement  du  système  par  des  séries  qui  convergent,  quel  que 
soit  t. 

Saltykow  (/V.).  —  Considérations  sur  les  travaux  de  MM.  S.  IJe 
et  A.  Mayer.  (i55o-i553). 

F/inlégration  d'un  système  complet  de  m  équations  aux  dérivées  partielles 
du  premier  ordre  pour  une  fonction  de  n  variables  (ny-m)  revient,  suivant 
Jacobi,  à  former  n  —  m  nouvelles  équations  constituant  avec  les  premières  un 
système  comf)let  et  résoluble  par  rapport  à  toutes  les  dérivées. 

Cette  dernière  restriction  nest  point  nécessaire,  ainsi  que  S.  Lie  l'a  démontré 
dans  le  cas  d'une  seule  équation.  Ensuite  ce  résultat  a  été  étendu  par  Mayer 
aux  équations  simultanées.  Mais  l'analyse  de  Ma^^er  prête  à  une  objection  que 
M.  Saltykow  fait  connaître,  avec  une  nouvelle  démonstration  non  sujette  à 
cette  diflicullé. 

Pépin  (le  P.).  —  Nouvelle  formule  relative  aux  résidus  quadra- 
tiques. (i853-i85G). 

Après  avoir  communiqué  une  formule  nouvelle  pour  déterminer  le  carac- 
tère quadratique  d'un  nombre  impair  et  positif  A  relativement  à  un  nombre 
premier,  le  P.  Pépin  en  déduit-la  démonstration  de  ce  théorème,  deviné  par 
Euler  :  Les  nombres  premiers  renfermés  dans  une  même  forme  linéaire  .\\x  -^  r 
sont,  ou  bien  tous  diviseurs,  ou  bien  tous  non-diviseurs  de  X' —  A, 

La  formule  du  P.  Pépin  se  démontrant  sans  le  secours  de  la  loi  de  récipro- 
cité, on  possède,  grâce  à  elle,  deux  méthodes  complètes  et  indépendantes  l'une 
de  l'autre  pour  établir  à  la  fois  la  théorie  des  diviseurs  cle  .r- —  A,  la  loi  de  réci- 
f)rocité  et  la  théorie  des  fprmes  réduites  de  Lagrange  complétée  par  le  théorème 
déduit  de  cette  formule. 


Tome  CWIX,  1899. 

LoK^eli.  —  Sur  les  transforinnlions  des  droites.  ('.io-^.S,  \l\\-\\~\ 

L'auteur  soumet  les  droites  de  l'espace  (  x,  jt',  :;)  aux  transformations 
<I>(^,  y,  z,  \,  V,  Z)  -^  (^,         ^V{x,  y,  z,  X,  Y,  Z)  =  0, 

qui  leur  font  corresj)oiidrc  des  surfaces  de  l'opacc  (\,  Y.  Z  ). 
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Kti  particulier,  si  les  équations  <^  =  o  et  ^'  —  o  sont  linéaires  en  a:;,  y,  z,  pour 
que  les  droites  soient  transforniécs  en  quadriques,  il  faut  que  les  équations 
soient  biiinéairrs.  On  trouve  oc'"  transforniations  de  cette  espère;  si  l'on  veut 
que  la  quadrique  soit  une  sphère,  il  n'y  en  a  plus  que  x^'^  parmi  lescpielles  figure 
la  célèbre  transformation  de  Lie,  et  qui  sont  toutes  des  transformations  de 
contact. 

Viennent  ensuite  quelques  indications  sur  les  transformations  de  droites  en 
sphères  dans  les  espaces  à  n  dimensions  {ti  ne  peut  dépasser  11). 

Guicliard,  —  Sur  les  surfaces  de  M.  Voss.  (ao-aG). 

Il  s'agit  des  surfaces  qui  admettent  un  réseau  conjugué  exclusivement  formé 
de  lignes  géodésiques.  L'auteur  montre  que  la  recherche  des  surfaces  de  Voss 
est  équivalente  à  celle  des  congruences  dont  l'un  des  réseaux  focaux  est  formé 
par  les  lignes  de  courbure  d'une  surface  et  dont  l'autre  se  projette  sur  un  plan 
lixe  suivant  un  réseau  orthogonal. 

Le  Vavasscur.  —  T.es  groupes  d'ordre   iCy?,/?  élanl  un  nombre 
premier  impair.  (^6-27). 

Trente-quatre  de  ces  groupes  sont  déconjposaldes.  L'auteur  énumère  les 
autres, 

Painlevé  ( P.).  —  Sur  le  développemeni  d'une  branche  uniforme 
de  fonction  analjlicpie  en  série  de  polynômes.  (2--01). 

Applications  diverses  de  la  méthode  donnée  par  l'auteur  pour  démontrer  le 
théorème  récemment  publié  par  M.  Mittag-Leffler. 

Gonrsat.   —  Sur  deux  équations   intégrables  du   second  ordre. 
(3.-3-.). 

L'auteur  fait  connaître  les  intégrales  générales  des  deux  é([uations 
szrzz  y/(i-r^2)(,  -^  q-),         5sin;  =  s/(  14- />-)(!  4- y-). 

Fiedhofni.  —  Sur  une  classe  d'écpiations  aux  délivres  parlielles. 

(3.-34). 

lOtant  donnée  une  forme  déliiiie/C^,  r,,  !^)  du  degré  j/j,  on  considère  l'équ.i- 
lion  linéaire 


(   ^  ^f  '^        ')        '^  \ 


u  =  o. 


vSi  l'on  désigne  par  '^{i,  r,,  !^  )  une   lurnie  ((uclcon((uc  du  degré   2n  —  2,  l'iu 
légrale 


"  '-~  A"  Ar^]  ^''  ''-  '  ^"^''  -  <^  ^'^)- 
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cLciuIuc  à  tous  les  cléiiiciils  (riiiic  droilc  silure  dans  !•■  plan 

x\  -1-yr,  H--^  =  0 
cl  passaiiL  par  le  point 

\  —  ^  y  —  ^-^1         ■t^rzzi  az  —  ex,        t,  —  bx  —  a  y 

est  une  inlégralc  homoi^ène  el  de  (Iei;ré  —  i  de  récjualion  (i)  sans  aulre   point 
siiii;ulier  réel  ([ue  rorii;ine.  Si  l'on  prend  en  parlieulier 


■1  n 


(  a  +  .3  +  Y 

on  ohlient  une  intégrale  dont  le  rôle  par  rapport   à  ré(jualion  (i)  est  analogue 
à  celui  de  la  fonelion       par  rapport  à  ré(juation  de  I^aplaee. 

Sctllykow.  — •  Considcia lions  sur  les   Iravaux  de  MINI.  S.  Lie  el 
A.  Majer.  (34-3;). 

L'auteur  revient  sur  le  cliangement  de  variables  de  M.  A.  Mayer,  indiqué 
dans  sa  dernière  Coniuiunication,  et  l'applique  à  Tcxemple  qu'il  avait  déjà  traité. 

Painlevé  (P-)-  —  Sur  le  développement  des  fonctions  analytiques 
de  plusieurs  variables.  (c)2-()5). 

L'auteur  considère  une  fonction  F(«,  (\')  de  deu\  variables  connpicxes,  holo- 
morplie  pour  z  ■■=  o,  (V  =  o.  Après  avoir  indi(|ué  le  moyen  de  définir  le  domaine 
de  convergence,  dans  l'espace  à  quatre  dimensions,  de  la  série  de  Mac-Laurin 
qui   représente  F  aux  environs  de   Torigine,  il  introduit   un   développement  de 

IVL  .Mitlag-Lefller  qui  représente en  dehors  du  segment  de  droite  (i,  4-  oc)  ; 

soit 


i\A-) 


H--0 


ce  développement.  Si  dans  les  P„  on  remplace  z^  par 


- —  w 
(hv„ 


In   série   ainsi   obtenue  converge   et  rcpri'sentc  V{z,  <v  )  dans   toute   Vétoile  de 
convergence  de  cette  fonction  (relative  à  l'argument  de  z). 

G iiiclidid.  —  Sur  la  llM'orie  i^ciiérale  des  coiigruenees  de  cercles 
et  de  spiières.  (147-149)- 

L'emploi  des  coordonnées  pcntaspliériques  fait  correspondre  les  congruences 
de  s|)hèrcs  de  l'espace  ordinaire  aux  congruences  de  droites  de  l'espace  à  cinq 
dimensions.  Par  un  procéib"  ([n'indique  l'auteur,  on  Hiil  corr(;spondre  les  con- 
gi'ucnces  de  cercles  aux  réseaux  de  ce  même  espace. 

i\n  conséquence,  à  toute  piopriélé  des  réseaux   et  congruences  de  rcspace  à 
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cinq  dimensions  correspondent  des  propriétés  des  congrucnees  de  cercles  et  de 
spliéres. 

Salty/xOiv.    —   Sur  la    théorie   des  équations   aux  dérivées   par- 
tielles. (i()5-iy8). 

L'auteur  revient  stir  ses  précédentes  recherches  (Comptes  rendus,  jan- 
vier 1899)  pour  étendre  sa  théorie  aux  (équations  quelconques  en  involution, 
sans  les  supposer  résolues  par  rapport  aux  dérivées  parlielles. 

Maillet    (Edm.).    —    Sur    les    écjualioiis    indéterminées    de    la 
forme  x'-  +  y^^-  =  c  z^^\  (198-1  pcj ) . 

Indication  de  nombreux  cas  d'impossibilité. 

Demoulin  (A.).  —  Sur  une  correspondance  enlrc  deux  espaces 
réglés.  (200-202). 

L'auteur  fait  connaître  deux  solutions  particulières  de  ce  problème  :  Etablir 
enire  deux  droites  une  correspondance  telle  que,  si  Tune  d'elles  engendre  une 
congruence  d(!  normales,  il  en  soit  de  même  de  Tanlre. 

L'une  de  ces  solutions  constitue  une  généralisation  nouvelle  du  ihéorèmc  de 
I  )  u  p  i  n . 

LnvciL  {E.-O.).  —  Sur  les  équations  de  Pfad.  {9.~\-9.-^). 

Généralisant  un  résullat  de  M.  Guldberg  {Comptes  rendus,  décembre  1898), 
l'auteur  démontre  que  : 

Une  équation  linéaire  aux  dinTérentielIcs  totales  (inlégrablc  ou  non  inté- 
grable)  peut  admettre  des  intégrales  singulières  dont  la  délerminalion  se  fait 
sans  intégration. 

Il   donne  deux  exemples,  dont  l'un   échappe   à   la   méthode  de  M.  Guldberg. 

r)ulac{Il .).  —  Sur  les  cols  des  écpial  ions  dinV'rentiellcs.  (2^6-2-0). 

Une  équation  dillerenlielle  du  premier  ordre  peut,  en  général,  dans  le  voisi- 
nage d'un  point  singulier,  se  uieltre  sous  la  forme 

{x-\-...)dy  =  dx{~\y  -\-...); 

les  coeflicients  de  dy  et  de  dx  sont  des  fonctions  holomor|)hcs  de  x  et  de  y 
dans  le  voisinage  de  x  =  y  =  o)  les  termes  non  écrits  sont  de  degré  supérieur 
au  premier. 

Dans  le  cas  où  X  n'est  pas  un  nombre  réel  positif,  on  sait  (|uc  rc(piation 
aduKît  une  inlinilé  d'intégrales  pour  les(|ucllcs  x  et  y  tendent  simultanément 
vci's  /.t'-r-o  (  Poiiic;ir(''  ). 

M.  I)ula(^  al)ord(>  W.  cas  011  X  est  positif;  il  détïiontre  (jne  si  >.  est  commen- 
suruble,  il  y  a  une  /////////c  d'intégrales  (jui  vont  passer  par  l'origine. 

\/)pcll .  —  Sur  l(^s  nioiivcinenls  de  roulcuionl  :  ('(pialions  du  nuni- 
vcuicnl  ;tu;il()i;u('s  A  celles  (\c  Lai;raiii;(^.  (.'>  1 --.)•><)  ). 
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Les  c((ualioiis  fie  L;igranj;e  ne  peuvent  p;is  cire  appliquées  sans  modifications 
aux  problèmes  clans  lesf[iiels  des  solides  roulent  et  pivotent  les  uns  sur  les 
autres.  L'anleur  indi(|ue  une  forme  sini|)!c  des  équations  du  mouNcmeut,  qui 
s'applique  en  particulier  à  ce  genre  de  liaisons. 

T^vetl  (A\-0.).  —  Sur  la  coricsponclauce  enli-c  les  li<^nes  droites 
et  les  sphères.  (383-385). 

L'auteur  complète  les  résullals  de  sa  Note  réeenle  sur  le  même  sujet  (voir 
ci-dessus).  Les  transformations  d'un  espace  (x^y,  z)  en  un  autre  espace  (X,  Y,  Z) 
définies  par  deux  équations  hiiinchiires  changent  une  droite  du  premier  en  une 
quadriquc  du  second.  Celle  (jnadrique  se  réduit  à  une  splière  dans  deux  cas; 
le  premier  est  celui  que  M.  Lovetl  avait  signalé;  le  second,  (ju'il  dcHinit  ici, 
conduit  à  une  famille  plus  éterulue  de  transformations  de  contact,  à  un  groupe 
de  ce'''  transformations.  On  les  obtient  en  combinant  la  célèbre  transformation 
de  Lie  avec  toutes  les  transformations  du  groupe  projectif  général. 

Lovett  (/i'.-O.).  —  Sur  un  groupe  continu  infini  de  transforina- 
tions  de  conlact  entre  les  droites  et  les  sphères.  (4o5-/|0^). 

En  ra|)prochant  des  résuliats  de  la  Note  qui  précède  ceux  que  l'auteur  a 
précédemment  donner  {Comptes  /■endus,  oc.lnhve  189S)  sur  les  Iransfoi-mations 
de  contact  les  plus  g(''nérales  qui  conservent  les  développables,  on  obtient  un 
groupe  de  transformations  de  contact  contenant  trois  ftmclions  arbitraires 
(c'est-à-dire  un  grou[)e  à  une  infinité  de  paramètres)  qui  transforme  les 
droites  en  sphères. 

Appell.  —  Sur  une  forme  générale  des  équations  de  la  Dyna- 
mique. (423-42-). 

L'auteur  fait  ressortir  la  grande  étendue  des  cas  auxquels  convient  la  forme 
qu'il  a  dominée  récemment  {voir  ci-dessus)  aux  équations  de  la  Dynami{|ue. 
Comme  exemple,  il  retrouve  d'une  façon  symétrique  les  équations  d'EuIer 
pour  le  mouvenjent  d'un  solide  autour  d'un  point  fixe. 

Be.rry  (Arlhur).  —  Sur  les  surfaces  du  quatrième  degré  qui 
admettent  une  intégrale  de  dillérentielle  lolale  de  première 
espèce.  (4  Uj--\-^>  ')• 

On  ne  connaissait,  en  dehors  des  cônes,  que  d(Mix  surfaces  du  quatrième 
degré  (et  leurs  transformées  homograplii(|ues)  admettant  une  intégrale  de  dif- 
férentielle totale  de  première  espèce. 

A  ces  deux  sui-faces  que  M.  I^oincaré  avait  signalées  et  qui  lui  |iaraissaient 
être  les  seules  répondant  à  la  question,  !M.  Herry  en  ajoute  trois  nouvelles 
qu'il  obtient  par  une  méthode  propi'c  à  fournir  toutes  les  solutions  du  pro- 
blème. Il  conclut  de  son  analyse  que  toule  surface  du  ([ualiicme  dcgi'é,  admet- 
tant une  intégrale  de  difl'érentielle  totale  de  première  espèce,  a  son  genre 
numérique  négatif  et  égal  à  — i. 
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AppeU.  —   Sur  une   lornie  iiouvelle  des  équalions  de  la   Dyna- 
mique.   {\V)V)-:\i)0). 

L'auteur  résume  ses  reclierchcs  précédcnlcs  dans  l'énoncé  que  voici  : 
Soit  un  système  à  liaisons  données,  soumis  à  des  forces  pouvant  dépendre 
des   positions,   des  vitesses  et   du    temps;    désignons  par  .1    l'accélération   d'un 
point  quelconque  du  syslèmc,  par  m  sa  masse  et  par  F  la  force  donnée  (|ui  lui 
est  appliquée,  puis  formons  la  fonction 


R 


=  -  y  A?z  J-  —  y  FJ  cos  (  F,  J  )  ; 


à  un  instant  quelconque,  la  position  du  système  et  l'état  des  vitesses  étant 
regardés  comme  déterminés,  les  accélérations  ont  des  valeurs  rendant  la  fonc- 
tion R  minimum. 

]\Jangeot  (S.).  —  Sur  quelques  dépendances  géométriques  enlre 
deux  systèmes  de  points  définis  par  des  équalions  algébriques. 

(464-466). 

Indication  d'un  covariant  très  général  relatif  à  plusieurs  fonctions  de  x,  ^\  z 
dans  la  transformation  de  coordonnées  rectangulaires.  L'auteur  en  déduit  les 
conditions  pour  que  deux  figures  soi(Mit  semblahles,  homothétiques,  égales, 
supcrposables  par  translation  ou  par  rotation,  ou  encore  symétriques  l'une  de 
l'autre  par  rapport  à  un  point,  à  une  droite,  à  un  plan. 

Rénaux.  —  Sur  un  développement  d'une  fonction  holomorplie  à 
l'intérieur  d'un  contour  en  une  série  de  polynômes.  (473-475). 

Soient  un  contour  sim[de  (S)  et  g,— /"(g)  la  fonction  qui  représenle  d'une 
manière  conforme  l'aire  extérieure  à  (S)  sur  l'aire  extérieure  à  un  cercle  du 
plan  des  z^  ayant  l'origine  pour  centre,  les  points  à  l'inlini  se  correspondant. 
Aux  cercles  ayant  pour  centre  l'origine  dans  le  plan  des  z^  correspondent  des 
courbes  de  niveau  dans  le  [)lan  des  ^.  L'auteur  énonce  que  toute  fonctiot» 
holomorplie  à  l'intéiieur  de  l'une  quelconque  (S,)  des  courbes  de  ni\eau  exté- 
rieures à  une  certaine  courbe  de  niveau  (S(,)  est  développable  sui\anl  une 
série  de  polynômes  déterminés,  les  mêmes  pour  toutes  les  coui'bcs  de  niveau, 
pourvu  (|MC  l'on  connaisse  les  valeurs  de  celle  fonclion  sur  le  contour  (Sj). 

Poisson  {G .).  —  Sur  ridenlité  de  solution  de  certains  j>roblèmes 
d'élasticité  et  (Elu  drtnl  ynaujupie.  ( .)  i  3-5  i  5). 

L'auteur  montre*  <pi<^,  dans  les  problènn^s  tl'élaslicilé  à  deux  diiiKMisions.  I.i 
recherche  ties  pressions  peut  souvent  se  ramener  à  rélude  du  mouvement  pei'- 
manenl  d'un  (luid(\  Cette  assimilation  enlre  deux  ordres  de  phénomènes 
phvsi(|ucs  donne  lieu  à  de  nombreuses  applications.  C'/est  ainsi  (|u"on  serait 
conduit  à  penser  (|ue  la  i'orm(>  normale  des  plis->cmenls  du  sol  lerre>lre  e>t 
ideiili((ue  à  celle  des  \agues  de  la   mer. 
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Léi\y  {^Miiui'ice).  —  Sur  Fcqnilibrc  clasli([uc  d  une  [)la(jiio  reclan- 
giilalre.  ( 535-539). 

Navier  a  résolu  le  prohlèine  de  ré([uilil)re  ('lasli(|nc  (rime  phujue  reclanpii- 
laire  appuyée  sans  eiicaslreiiicnt  sur  tout  son  pourtour.  M.  Maurice  Lévy  résout 
le  même  problème  dans  le  cas  où  deux  bords  opposés  sont  ainsi  appuyé^, 
cliacun  des  deux  autres  bords  p<)u\ant  être,  ou  libi'c,  ou  appuyé  avec  ou  sans 
encastrenient. 

Picard  (^l'Jtii.).  —  Quclcjnes  remarques  sur  les  intégrales  doubles 
de    seconde   espèee   dans   la   lliéorie    des   surfaces   algébriques. 

(539-540). 

L'une  des  difficultés  de  la  théorie  tient  au  fait  suivant.  I^^tant  donnée  une 
fonction  algébrique  z  àc  x  el  de  jk  et  une  fonction  rali(jnnclle  U  de  x,  y  et  z 
susceptible  de  se  mettre  sous  la  forme 

ôx        ôy 

il  peut  arriver  que,  pour  toutes  ces  représentations,  les  fonctions  rationnelles  A. 
et  li  deviennent  infinies  pour  des  vaie.urs  de  .r,  j^  et  z  (|ui  laissent  I»  finie.  C'est 
ce  que  -M.  Picard   montre  sur  une  fraction  rationnelle 

U(^,  y) 

relative  à  la  fonction  algébrique  z—  sjv  {x)\*  {y)  oh  P  est  un  polynôme  arbi- 
traire. 

Cette  même  fraction  rationnelle,  étant  prise  pour  élément  différentiel  d'une 
intégrale  double,  donne  lieu  à  une  intégrale  de  seconde  Q%^ècQ  Aonl  les  périodes 
cycliques  ne  sont  pas  toutes  nulles,  ce  qui  est  une  circonstance  instructive. 

Rénaux.  —  Sur  les  fonctions  fondamentales  et  sur  le  développe- 
ment d'une  fonction  liolomorplie  à  l'intérieur  d'un  conlour  en 
séries  de  fonctions  fondamentales.  (59.5-J2S). 

Appel! .  —  Sur  les  positions  d'équilibre  d'un  navire  avec  nn  char- 
gement liquide.  (5()y-569). 

p]xtension  de  la  méthode  de  l\f.  Guyou  pour  l'équilibre  d'un  flotteur  sans 
liquide  intérieur.  La  discussion  de  la  stabilité  est  ramenée  à  ce  problème  de 
géométrie  : 

Etant  données  deux  surfaces,  la  surface  (C)  du  centre  de  carène  et  la 
surface  (G)  lieu  du  centre  de  gravité  totale  du  système  fourni  par  le 
ilotteur  et  les  liquides,  trouver  la  plus  courte  distance  d'un  point  de  ((j) 
au  plan  tangent  à  (C). 

Goujsat.  —  Sur  un  |)robiL'ine  relatif  aux  congruences  de  druiles. 
(578-580). 
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Ce  proltième,  posé  par  M.  Bricard,  et  dont  M.  Deniouliii  a  fait  connaître 
récoinnieiU  deux  solutions  particulières  {voir  ci-dessus)  est   le  suivant  : 

Etablir  entre  deux  droites  la  correspondance  la  plus  générale  telle  que, 
si  l'une  d'elles  engendre  une  congruence  de  normales,  il  en  soit  de  même  de 
l'autre. 

M.  Goursat  résout  complètement  le  problème  en  montrant  que  toule  trans- 
formation de  contact  en  {x,  p)  de  l'espace  à  trois  dimensions  fournit  une  cor- 
respondance de  l'espèce  demandée,  et  réciproquement;  or  on  connaît  toutes 
les  transformations  de  contact  en  (^,  p). 

Marotte  (P-)-  —  Sur  la  classification  des  groupes  projectifs  de 
l'espace  à  n  dimensions.  (58o-o83). 

La  méthode  de  I\L  Lie  ne  pouvant  être  étendue  à  rhy[)ercspace,  l'auteur 
p?rt  de  ce  principe  : 

Si  une  figure  géométrique,  ponctuelle  ou  non,  reste  invariable  par  un  groui>e 
projectif  G,  l'ensemble  de  ses  éléments  singuliers  forme  une  multiplicité  inva- 
riable par  le  groupe  G. 

Il  est  ainsi  conduit  à  chercher  les  multiplicités,  ponctuelles  ou  non,  sans 
éléments  singuliers.  On  obtient  ainsi  la  classification  demandée.  L'auteur  se 
borne  ici  aux  groupes  continus  qui  laissent  invariable  une  multiplicité  ponc- 
tuelle, et  applique  ses  résultats  à  l'espace  à  quatre  dimensions. 

PeliovitcJi  [M.).  —  Théorème  sur  le  nombre  de  racines  dune 
équation  algébrique,  comprises  à  l'intérieur  d'une  ciiconférence 
donnée.  (583-58()). 

Appell.  —  Equilibre  d'un  flotteur  avec  un  chargement  liquide. 

(636-63;). 

Nouvelle  solution  de  ce  problème;  on  est  ramené  à  une  condition  identique 
à  celle  de  I\L  Guyou  pour  les  llotieurs  sans  liquides  intérieurs,  sauf  cjue  la 
surface  des  centres  de  carènes  est  remplacée  par  une  autre  surface. 

Ilumbert  (G.).  —  Sur  certaines  surfaces  remarquables  du  (pia- 
trième  ordre.  ( 64 0-64 '^). 

Il  s'agit  de  curieuses  surfaces,  les  unes  à  i')  points  doubles,  les  auties  s.ins 
point  double,  mais  avec  deux,  groupes  de  iG  droites,  auxquelles  conduisent  les 
fonctions  que  l'auteur  appelle  intermédiaires  normales  parmi  les  («mctiiuis 
abéliennes  de  deux  variables. 

Jlunibert  (C).  —  Sur  les  fondions  In  perabélicMines.  ('()(>;-()6()). 

0)nlribuli()n  à  la  théorie  des  surfaces  hyperabéliennes  de  M.  Picard.  L'auteur 
donne  des  exemples  simples  de  surfaces  dont  les  coordonnées  s'expriment  par 
(les  fonctions  hyperabéliennes  de  deux  paramètres,  dans  le  cas  où,  les  i'onclions 
abéliennes  correspondantes  ayant  poni-  pt-riodes  normales 


1,0:     0,1  :      i,'",  //  :     //. 


ri  > 


iif,  sF.coNnr:  pahtif.. 

la  reliition  cntro  ces  pciiodcs  est 

'*  on 

Telles  sont,  entre  autres,  les  suifaees  du  (jualriènie  oi'dre  qui  ont  resiieclive- 
ment  i)our  é(|uations 

œy  -\-  z  _  xz  -^ y  ^  _  {  y-—  \){z'^  —  i ) 

xy  —  z  ^  X  —  yz  y-  +  ^^ 

Coursât.  —  Sur  les  congrucnccs  do  normales.  (GGcj-Gjo). 

Les  formules  par  lesquelles  l'auteur  a  défini  réeeniment  {voir  ci-dessus)  la 
correspondance  la  plus  générale  entre  deux  droites,  qui  conserve  les  con- 
gruences  de  normales,  conduisent  à  l'élégante  construction  que  voici  : 

A  tout  plan  P  faire  correspondre  une  surface  S  de  telle  façon  qu'à  deux  plans 
parallèles  P,  P,  distants  de  /i  correspondent  deux  surfaces  i)arallèles  S,  S,, 
dont  Tune  s'obtient  en  portant  une  longueur  mh  sur  les  normales  à  l'autre, 
m  étant  constant.  Lorsque  P  reste  tangent  à  une  surface  non  développable  il, 
la  surface  S  a  une  enveloppe  ^'  qui  correspond  élément  par  élément  à  la 
surface  S.  Cette  transformation  de  contact  change  deux  surfaces  parallèles  en 
deux  surfaces  parallèles  et  fournit  la   solution  la  plus  générale  du   problème. 

Giiiclidi'd .  —  Sur  les  eongruences  de  cercles  et  de  sphères  ([ui 
interviennent  dans  Fétude  des  systèmes  ortliogonatix  et  des 
systèmes  cycliques.  (^48-7^^)- 

L'auteur  commence  par  énoncer  les  deux  théorèmes  suivants,  où  les  pôles 
d'un  cercle  sont  les  centres  des  sphères  de  rayon  nul  qui  passent  par  ce  cercle  : 

Si  une  sphère  S  décrit  une  congruence,  le  cercle  Cj,  qui  a  pour  pôles  les 
points  A  et  V  où  la  sphère  touche  son  enveloppe,  décrit  aussi  une  congruence. 

liéciproquement,  si  un  cercle  C  décrit  une  congruence,  la  sphère  S,  qui  a 
pour  centre  le  point  où  le  [dan  de  G  touche  son  enveloppe  et  qui  passe  |)ar  les 
pôles  A  ot  A' du  cercle  C,  déciit  aussi  une  congruence;  la  sphère  S  touche  son 
enveloppe  aux  points  A  et  A'. 

Tout  prolilème  sur  les  eongruences  de  sphères  est  ainsi  ramené  à  un  pro- 
blème sur  les  eongruences  de  cercles,  et  inversement. 

Vient  ensuite  la  déduition  de  certaines  eongruences  particulières  de  sphères. 

Painlevé  (P-)-  —  Sur  les  équations  du  second  ordre  à  points 
critiques  fixes.  (-5o-".)3). 

L'auteur  énonce  la  solution  complète  du  problème  suivant  : 
Étant  donnée  une  équation 

où  H  est  rationnel  en  —r-  et  ^',  analytique  en  X,  reconnaître  si  elle  a  ses  points 

critiques  fixes  et,  quand  il  en  est  ainsi,  l'inlégrcr  ou  la  ramener  à  un  type 
canonique  irréductible. 
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Padé  {H.).  —  Sur  la  généralisation  des  développements  en  frac- 
tions continues,  donnés  par  Gauss  et  par  Euler,  de  la  fonc- 
tion (i  H-  xY'.  (753-706). 

Les  fractions  données  par  l'auteur  dépendent  d'un  entier  positif  arbi- 
traire; leurs  réduites  sont  des  fractions  rationnelles  approchées  de  la  fonc- 
tion (i  +  x)'". 

Boussinesq  (/.).  —  Ce  que  devient  un  système  d'ondes  planes,  laté- 
ralement indéfinies,  dans  un  milieu  transparent  isotrope,  mais 
hétérogène,  formé  de  couches  planes  et  parallèles,  (794-799)- 

Landau  {Edm.),  —  Gontrihution  à  la  théorie  de  la  fonction  'C.[s) 
de  Riemann.  (8i2-8i5). 

Démonstration  de  la  convergence  de  la  série 

y  y-(A-)  log^ 

où  {i(i)  =1,  {jl(A')  =  o  si  k  est  divisible  par  un  carré  >i,  et  enfin  pour  les 
autres  valeurs  de  A",  jj.(A"  )  =  (  —  i)?,  p  désignant  le  nombre  des  facteurs  pre- 
miers de  k, 

Andrade.  —  Sur  les  systèmes  isolés  simultanés.  (81 5-8 18). 

Boussinesq  (/•)•  —  Propagation,  dans  un  milieu  transparent 
hétérogène,  d'un  pinceau  latéralement  limité  de  lumière  paral- 
lèle; intégration  des  équations  du  mouvement.  (859-864). 

Lcbesgue  (//•)•    —   Sur  la   définition  de   J'aire   d'une  surface. 

(870-872), 

On  ne  peut  pas  définir  l'aire  d'une  surface  courbe  par  la  considération  des 
surfaces  polyédrales  inscrites,  les  aires  de  ces  surfaces  n'ayant  pas  de  limite 
supérieure  (Schwartz). 

L'auteur  donne  une  définition  nouvelle  de  l'aire  des  surfaces  qu'il  appelle 
reclifiahles  (surfaces  sur  lesquelles,  à  toute  courbe  rcctifiable  du  plan,  corres- 
pond une  courbe  rcctifiable);  celle  définition,  analogue  à  celle  de  Peano,  est 
plus  facile  à  appliquer. 

Elle  conduit  à  une  définition  nouvelle  des  surfaces  applicables  (égalilé  des 
arcs  des  courbes  rectifiables  correspondantes),  qui  entraîne  la  conservation 
des  aires,  mais  non  celle  des  angles. 

Pctrovilcli  {J^I-)'  —    Sur  le  nombre   do   racines   (Tune   ôcjualioii 
Bull,  des  Sciences  mathéni.,  2"  série,  t.  XXV,  (Mai  1901.)  H. 9 
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algébrique,  comprises  à  l'intérieur  d'une  circonférence  donnée. 

(873-875). 

Padé  (//.)•  —  Sur  la  généralisation  des  développements  en  frac- 
tions continues,  donnés  par  Lagrange,  de  la  fonction  (i  -|-  x)^. 

(875-879). 

Les  trois  développements  de  Lagrange  sont  compris  comme  cas  particuliers 
dans  deux  types  nouveaux,  auxquels  l'auteur  en  ajoute  deux  encore,  dont 
aucun  cas  particulier  n'avait  encore  été  donné. 

Ces  quatre  types  dépendent  d'un  entier  positif  arbitraire. 

Duhem  {P.).  —  Sur  la  stabilité  de  l'équilibre  des  corps  flottants 
et,  en  particulier,  d'un  navire  qui  porte  un  chargement  liquide. 

(879-880). 

Appell  (P-)'  —  Remarque  sur  la  Communication  précédente  de 
M.  Duhem.  (880). 

Boussinescj  (J.)-  —  Justification  du  principe  de  Fermât  sur  l'éco- 
nomie du  temps,  dans  la  transmission  du  mouvement  lumineux 
à  travers  un  milieu  hétérogène,  d'ailleurs  transparent  et  iso- 
trope. (goS-gi  i). 

Guichard\C .).  —  Sur  quelques  propriétés  de  certains  systèmes 
de  cercles  et  de  sphères.  (944-946). 

L'auteur  énonce  les  principales  propriétés  des  systèmes  de  cercles  et  de 
sphères  qu'il  a  définis  dans  sa  précédente  Note,  et  qui  conduisent  en  particu- 
lier à  une  démonstration  très  simple  du  théorème  de  Weingarten  sur  la  défor- 
mation des  surfaces. 

Baire  {B-)-  —  Sur  la  théorie  des  ensembles.  (946-949). 

L'auteur,  ayant  constaté  que  la  théorie  classique  des  ensembles  de  points  ne 
suffit  pas  pour  étudier  certaines  questions  de  la  théorie  des  fonctions,  a  con- 
stitué une  théorie  plus  générale  qu'il  appelle  théorie  des  ensembles  de  suites 
d'entiers.  Il  en  indique  les  principes  et  en  énonce  quelques  théorèmes,  par- 
ticulièrement ceux  qui  interviennent  dans  la  théorie  des  fonctions,  par  exemple, 
quand  on  recherche  les  fonctions  discontinues  développables  en  séries  de  po- 
lynômes. 

Painlevé  (P-)-   —   Sur  les  équations  difl^érentielles   du   second 
ordre  à  points  critiques  fixes.  (949-952). 
Etant  donnée  une  équation 

^^Y  _      (dY 
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d\ 
où  R  est  rationnel  en  y^»  algébrique  en  Y,  analytique  en  X,  l'auteur  est  par- 
venu à  reconnaître  si  elle  a  ses  points  critiques  fixes  et,  quand  il  en  est  ainsi, 
à  la  ramener  à  l'un  des  25  types  canoniques  dont  les  23  premiers  correspondent 
au  c;is  où  R  est  rationnel  en  Y  et  dont  les  deux  derniers  sont  propres  au  cas 
général. 

On  a  ainsi  la  solution  de  plusieurs  problèmes  importants,  tels  que  former 
les  équations  de  l'espcce  considérée  où  R  a  diverses  formes  analytiques  assi- 
gnées à  l'avance,  et  la  démonstration  de  théorèmes  que  JM.  Painlevé  avait  anté- 
rieurement énoncés  comme  très  vraisemblables. 

Biische  {E.).  —  Généralisation  d'une  formule  de  Gauss.  (902- 

954). 

La  formule  célèbre  de  Gauss 


2 

2 

IK^ 

-)-2' 

Kf)= 

/?-! 
1 

i    q  —  \ 

2 

OÙ  E  (;;)  désigne  l'entier  contenu  dans  z,  a  été  le  point  de  départ  des  recherches 
d'Eisenstein,  Dirichlet,  Stern,  Sylvester,  qui  l'ont  considérablement  généralisée. 
L'auteur  établit  une  relation  nouvelle  qui  semble  être  la  source  de  tous  les  ré- 
sultats obtenus  par  ses  devanciers. 

Humbert  (G.).  —  Sur  la  transformation  des  fonctions  abéliennes. 

(955-956). 

II  s'agit  des  fonctions  abéliennes  à  deux  variables,  dont  les  périodes 

h     0,    g,     h, 
o,     1,     h,    g, 

satisfont  à  la  relation  particulière  g'  =  Zg. 

Entre  leurs  modules  existe  une  relation  algébrique  qu'on  peut  obtenir  comme 
suit.  On  considère  une  conique,  et  à  chacune  de  ses  tangentes  on  fait  corres- 
pondre, d'une  manière  univoque,  un  argument  x.  Soient  x^,  ...^x^  les  argu- 
ments de  six  tangentes;  le  radical 


\J{x  —  ^1  )  (  ^  —  x^) . .  .{x  —  x^) 

conduira  à  des  fonctions  abéliennes  dont  les  périodes  vérifieront  la  relation 
g'=^g,  si  les  six  tangentes  peuvent  se  répartir  en  trois  couples  tels  qu'il 
existe  un  (et  un  seul)  système  simplement  infini  de  cubiques  passant  |)ar  les 
sommets  des  trois  couples  et  touchant  les  six  droites. 

C'est  l'exemple  le  plus  simple  des  transformations  du  premier  ordre  que  l'au- 
teur a  appelées  singulières  et  qui  conduisent  d'un  système  de  fonctions  abé- 
liennes à  des  fonctions  abéliennes  de  modules  dilTércnts;  M.  Humbert  fait  con- 
naître une  représentation  géométriciue  des  relations  qui  existent  entre  les 
modules  primitifs  et  les  modules  conjugues. 
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Baire  (/?•)•  —  Sur  la  théorie  des  fonctions  discontinues,  (loio- 
ioi3). 

L'auteur  expose  les  vues  d'après  lesquelles  il  définit  les  fonctions  disconti- 
nues de  plusieurs  variables  réelles  et  répartit  en  classes,  marquées  par  les 
nombres  de  M.  Gantor,  les  fonctions  d'une  variable.  Il  énonce  ensuite  quelques 
propriétés  des  fonctions  de  classe  2.  (Les  fonctions  de  classe  i  ont  été  étudiées 
dans  sa  thèse;  celles  de  classe  o  sont  les  fonctions  continues.) 

L.  R. 


ANNALES  SCIENTIFIQUES  DE  L'ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE,  publiéks, 

sous   LES   AUSPICES   DU  MlNlSTRE   DE   lTnSTRUCTION   PUBLIQUE,  PAR  UN  COMITÉ 
DE  RÉDACTION  COMPOSÉ  DE  MM.  LES  MAÎTRES  DE  CONFÉRENCES  DE  l'ÉcOLE. 

Troisième  série,  t.  XVI,  1899  ('). 

Boiel  {Eni.).  —  Mémoire  sur  les  séries  divergentes.  (g-iSi). 

Avant  d'aborder  l'objet  propre  de  ces  recherches,  qui  est  de  montrer  le  parti 
que  l'Analyse  peut  tirer  des  séries  divergentes,  l'auteur  consacre  un  premier 
Chapitre  à  des  Considérations  générales  sur  la  convergence  et  la  divergence  : 
après  une  discussion  sur  la  portée  des  critères  de  M.  Bertrand,  il  traite  des 
divers  ordres  d'infinitude  que  peuvent  présenter  pour  ^infini  les  fonctions  qui, 
à  partir  d'une  certaine  valeur  de  la  variable,  croissent  constamment  et  indéfi- 
niment. La  classification,  arbitraire  en  principe,  de  ces  ordres  d'infinitude  est 
établie  à  l'aide  des  fonctions  x*^,  e*,  \o^x  et  de  leurs  combinaisons  les  plus 
simples.  II  va  sans  dire  que  les  quinze  types  inscrits  au  tableau  de  M.  Borel 
n'épuisent  pas  tous  les  modes  possibles  de  croissance  des  fonctions;  mais  ils 
suffisent  pour  toutes  les  fonctions  qui  se  présentent  dans  les  applications  de 
l'Analyse.  C'est  ainsi  que,  pour  les  équations  différentielles  rationnelles  en  x,  y 
et  ses  dérivées  successives,  où  la  variable  x  ne  prend  que  des  valeurs  positives 
infiniment  grandes,  on  a  ces  deux  théorèmes  : 

Pour  l'équation  du  premier  ordre,  l'ordre  d'infinitude  de  l'intégrale  est  infé- 
rieur à  celui  de  la  fonction  e^*;  pour  l'équation  du  second  ordre,  il  est  inférieur 

à  celui  de  la  fonction  e^^"  . 
Entre  le  mode  de  divergence  de  la  série  à  termes  positifs 

aj  4-  a, -I-  «2  +  •  •  •  ^"  <^n  +  •  •  • 

et  l'ordre  d'infinitude  de/(i),  la  fonction 

f{z)  =  ao4-  «i-c  4-a2  2-  +  . .  .+  a„5"-+-. .. 

ayant  son  rayon  de  convergence  égal  à  un,  il  y  a  cette  relation  que,  cet  ordre 
(')   Voir  Bulletin,  t.  XXIVj,  p.  54- 
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d'infinitude  étant  donné  entre  ceux  des  deux  fonctions 

e^-''    ,     log  log  . . .  loga; 

(quel  que  soit  le  nombre  des  exponentielles  ou  des  logarithmes),  on  peut 
reconnaître  la  divergence  de  la  série  par  l'un  des  critères  de  M.  Bertrand. 

Le  Chapitre  se  termine  par  une  classification  nouvelle  des  fonctions  de 
variable  complexe,  qui  complète  la  classification  usuelle  et  qui  est  fondée,  non 
sur  la  nature  des  singularités,  mais  sur  la  manière  dont  la  fonction  tend  vers 
la  valeur  ou  les  valeurs  qu'elle  prend  en  point  singulier.  L'auteur  arrive  par 
des  considérations  de  cette  sorte  à  démontrer  que  : 

Étant  donnée  une  équation  algébrique,  rationnelle  et  entière,  entre  la  variable 
complexe  x,  une  fonction  z  et  sa  dérivée  z',  si  l'on  pose 

z  =  y  -\-  it 

et  qu'on  élimine  i,  ce  qui  conduit  à  une  équation  différentielle  du  second  ordre 
pour  y;  si,  de  plus,  y  finit  par  croître  constamment  et  indéfiniment,  on  a 
toujours,  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  x, 

y  <e''    . 

Le  Chapitre  II  a  pour  titre  Les  séries  sommables  et  le  prolongement  ana- 
lytique. C'est  un  problème  singulièrement  indéterminé  que  celui  qui  consiste, 
étant  donnée  une  série  divergente,  à  modifier  ses  termes  de  manière  à  en  dé- 
duire une  série  nouvelle  qui  soit  convergente  :  plusieurs  solutions  en  avaient 
déjà  été  données.  Voici  celle  dont  M.  Borel  fait  le  plus  fréquent  usage  :  les 
sommes  des  premiers  termes  d'une  série  divergente 


étant  5o,  *p  . . . ,  5„,  .  . . ,  si  la  série 

a'' 


'^^^=H^*" 


est  convergente  (juel  que  soit  le  nombre  a,  le  quotient 

est  toujours  déterminé.  Si  cp(a)  a  une  limite  s  pour  a  infini,  on  dira  que  la 
série  des  u  est  sommable  et  que  s  est  sa  somme  ou  bien  la  limite  généralisée 
de  la  suite 

*0^       -Sp        •  •  •  >       -S,,,        .... 

Si,  en  outre,  l'intégrale 

J  =    /       e-« mod (  Uq  h \ \-.  .  .jda 

a  un  sens,  la  série  des  u  est  dite  absolument  sommable.  L'autour  ne  considère 
que  de  pareilles  séries. 

Il  applique  d'abord  son  procédé  de  transformation  {méthode  de  sommation 
exponentielle)  aux  séries  entières,  en  supposant  cssenticllcmenl  que  leur  rayon 
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de  convergence  n'est  ni  nul,  ni  infini  (ce  qui  permet  de  le  faire  égal  à  un)  en 
vue  d'arriver  à  une  solution  nouvelle  de  ce  problème  :  Élant  donnée  une  série 
entière  supposée  divergente  pour  z  =  g,„  trouver  la  valeur,  au  point  -s,,,  de  la 
fonction  analytique  /(z)  définie  par  cette  série  dans  son  cercle  de  conver- 
gence. (On  rend  le  problème  déterminé  en  traçant  des  coupures,  de  chaque 
point  singulier  de  la  fonction  à  l'infini.) 

Ensuite  M.  Borel  examine  le  cas  particulier  où  la  fonction  n'admet  sur  son 
cercle  de  convergence  qu'un  seul  point  singulier,  le  point  z  =  i,  se  proposant 
de  la  définir  dans  une  portion  de  plus  en  plus  étendue  du  plan,  au  voisinage 
de  ce  point;  il  emploie  à  cet  efTet  un  second  procédé  de  transformation  des 
séries  et  divise  son  étude  en  deux  parties  :  i°  rechercher  si  la  fonction  admet 
des  points  singuliers  infiniment  voisins  de  ^  —  i  et  non  situés  sur  l'axe  réel; 
2°  supposant  qu'elle  n'admet  pas  de  pareils  points  au  moins  dans  un  certain 
point  de  voisinage  de  ^  =  i,  donner  une  expression  analytique  de  la  fonction 

(^{x)  =  lim[/(^e'^)-/(^e-'^j]         {n>x) 
e  =  o 

qui  mesure  en  quelque  sorte  la  non-uniformité  de_/(^)  au  voisinage  de  z  =  i. 

Le  Chapitre  III  est  intitulé  :  Les  séries  de  Taylor  à  rayon  de  convergence 
nul.  C'est  un  cas  dont  l'étude  est  rendue  plus  difficile  par  les  circonstances 
toutes  particulières  qui  lui  correspondent.  L'auteur  commence  par  généraliser 
he  problème  de  l'interpolation  en  cherchant  une  fonction  entière  f  [z)  qui 
prenne  des  valeurs  données  pour  une  infinité  de  valeurs  de  z,  dont  le  mo- 
dule est  supposé  croître  indéfiniment.  En  prenant  comme  élément  simple  la 
fonction  sinir^,  on  reconnaît  que  le  problème  est  indéterminé;  on  peut,  dans 
des  cas  très  étendus,  le  rendre  déterminé  par  l'adjonction  de  conditions  supplé- 
mentaires, qui  sont  des  conditions  d'inégalité;  encore  faut-il  que  les  données 
satisfassent  à  certaines  inégalités. 

JNIais  la  série  f{z)  qu'on  obtient  ainsi  peut  avoir  son  rayon  de  convergence 
nul.  L'auteur  lui  applique  dans  ce  cas  la  méthode  de  sommation  exponentielle, 
ce  qui  le  conduit  à  représenter  y(^)  par  une  intégrale  définie 

r°°  "  d- 

F(m)  étant  une  fonction  analytique  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  u.  II  dit 
que  le  point  z  -—  o  est  pour  f{z)  un  point  singulier  d'espèce  (A)  quand  F  (u) 
est  régulière  dans  un  angle  fini  comprenant  l'axe  réel  u  et  quand  il  existe  un 
nombre  positif  A-  tel  que  le  produit 

,    dPF 

g—Ktl     

duP 

tende  vers  zéro  quel  que  soit  l'argument  de  u,  quand  u  s'éloigne  indéfiniment 
dans  cet  angle,  p  étant  un  nombre  fini  quelconcjuc. 

Il  prouve  ensuite  qu'un  développement  divergent  ne  peut  représenter  dans 
un  angle  déterminé  qu'une  seule  fonction  pour  laquelle  le  point  ^  —  o  soit  un 
point  d'espèce  (A);  et  que  les  séries  qui  jouissent  de  cette  propriété  peuvent 
être  soumises  aux  règles  ordinaires  du  calcul. 

Appliquant  ces  considérations  aux  équations  difi'érentielles  dont  le  premier 
membre  est  un  polynôme  par  rapport  à  la  variable  x,  à  la  fonction  inconnue  y 
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et  à  ses  dérivées,  on  reconnaît  que  si  le  développement  de  y  par  la  formule  de 
Maclaurin  conduit  à  une  série  divergente,  mais  d'espèce  (A),  il  définit  une 
fonction  d'espèce  (A)  qui  satisfait  à  l'équation  proposée  et  qui,  dans  son  angle 
de  régularité,  vérifie  les  conditions  initiales  données.  M.  Borel  traite  ensuite 
en  particulier  des  équations 

dx  ^-^  =  "^"^'^)' 

a  étant  un  polynôme  sans  terme  constant  et  sans  termes  du  premier  degré;  il 
cherche  si  une  pareille  équation  admet  une  intégrale  telle  que  l'on  ait 

y  =  o,        y'=o, 

quand  x  devient  nul  par  valeurs  réelles  et  positives,  et  conclut  que  les  équa- 
tions jouissant  de  ces  propriétés  sont  au  nombre  de  celles  pour  lesquelles  sa 
méthode  semble  devoir  réussir.  Les  calculs  peuvent  être  achevés  pour  l'équa- 
tion linéaire 

x^  -j-  -\- y  —  x^ . 
dx      -^ 

Dans  un   dernier  paragraphe,  M.  Borel  reprend  et  généralise  des  résultats 
obtenus  par  Stieltjes  sur  une  série  remarquable 


(l)  ^0     _     £i     _L.     ÏJ     _     ^     _1_     ïi     _ 


r3  ^4 


Le  problème  qu'il  traite  est  le  suivant  :  Les  c^  étant  des  constantes  réelles 
données,  on  pose 


/-•  00 

=  /     "V(" 


)  du^ 


et  l'on  demande  de  déterminer  à  l'aide  de  ces  égalités  la  fonction  f{u)^  en 
ajoutant  des  conditions  supplémentaires  telles  que  cette  fonction  soit  unique. 
On  est  ainsi  conduit  à  des  séries  plus  générales  que  la  série  (i);  M.  Borel  les 
appelle  séries  de  Stieltjes  et  montre  que  ces  séries  forment  une  classe  assez 
étendue  de  séries  sommables  (par  un  procédé  différent  de  la  sommation  expo- 
nentielle) et  sur  lesquelles  on  peut  faire  les  mêmes  opérations  que  sur  les 
séries  entières. 

Borel  (Ém.).  —  Addition  au  Mémoire  sur  les  séries  divergentes. 
(i32-i36). 

Démonstration  d'un  théorème  de  M.  Mittag-Lefflcr  et  conséquences  nou- 
velles de  ce  théorème,  relatives  à  une  extension  de  la  région  de  convergence, 
qui  peut  conduire  à  traverser  des  lignes  singulières  essentielles,  et  à  la  pro- 
priété du  cercle  de  convergence  d'être  en  général  (Pringsheim)  une  coupure 
de  la  fonction. 

Tzitzéica  {G.).  —  Sur  les  congruences  cycliques  et  sur  les  sys- 
tèmes triplement  conjugués,  (i  37-192). 

L'objet  de  ce  travail  est  l'élude  de  certains  systèmes  de  coordonnées  curvi- 


12/,  SMCONDK   PAUTIK. 

lignes  obliques  que  M.  Darboux  a  rencontrés  dans  son  Mémoire  de  1878  {An- 
nales de  l'École  Normale)  et  sur  lesquels  il  est  revenu  plus  tard  dans  son 
grand  Ouvrage  sur  la  tbéorie  des  surfaces.  Ces  systèmes,  que  M.  Tzitzéica 
appelle  j^}'*^ème*  triplement  conjugués,  et  qui  se  présentent  comme  une  géné- 
ralisation immédiate  des  S3^stèmes  orthogonaux,  sont  les  s^^stèmcs  composés  de 
surfaces  se  coupant  suivant  des  courbes  qui  forment  des  réseaux  conjugués. 

On  rencontre,  dans  la  théorie  de  certains  systèmes  triplement  conjugués,  des 
triangles  attachés  à  chaque  point  de  l'espace.  Les  côtés  de  ces  triangles  forment, 
dans  certaines  conditions,  des  congruences  cycliques,  et  les  sommets  des 
trièdres  trirectangles  dont  les  arêtes  passent  par  les  sommets  de  ces  triangles 
constituent  des  systèmes  de  cooi'données  curvilignes  oithogonales. 

C'est  pourquoi  l'auteur,  dans  la  première  Partie  de  son  Mémoire,  fait  l'étude 
des  congruences  cycliques  d'après  les  travaux  de  ses  devanciers,  en  y  ajoutant 
des  résultats  relatifs  aux  congruences  à  la  fois  cycliques  et  de  Ribaucour  et  à 
certaines  congruences  liées  aux  surfaces  à  couibure  totale  constante  négative. 

1^1  deuxième  Partie  contient  un  exposé  de  la  théorie  générale  des  systèmes 
triplement  conjugués,  de  certains  systèmes  de  triangles  et  de  certains  systèmes 
de  droites.- 

La  troisième  Partie  est  consacrée  à  l'étude  d'une  classe  particulière  de  sys- 
tèmes triplement  conjugués  qui  se  rapprochent  plus  que  les  autres  des  systèmes 
orthogonaux  (ce  sont  les  systèmes  que  M.  Tzitzéica  appelle  systèmes  ^j)  et 
des  systèmes  de  triangles  dont  les  côtés  forment,  sous  certaines  conditions,  des 
congruences  cycliques. 

Voici  comment  sont  définis  les  systèmes  Q^.  Quand  on  a  un  système  de  coor- 
données curvilignes  orthogonales  (  p,,  pj,  P3),  les  coordonnées  cartésiennes  x,  y,  z 
d'un  point  de  l'espace,  considérées  comme  fonctions  de  p,,  0^,  P3,  satisfont  en 
même  temps  que  x- -{- y""- -\- z-  à  un  certain  S3Stème  d'équations  de  Laplace. 
Pour  un  système  triplement  conjugué  quelconque,  x-,  y,  z  sont  des  solutions 
d'un  système  de  Laplace,  sans  autre  condition  spéciale.  Enfin,  pour  un  sys- 
tème ^,,  à  côté  des  solutions  x,  y,  z  du  système  de  Laplace  correspondant,  il 
y  a  une  autre  solution  K  telle  que  X'  +  y'+z"^ — H-  soit  aussi  une  solution  de 
ce  même  système. 

En  conséquence,  M.  Tzitzéica  a  fait  en  réalité  l'étude  géométrique  des  sys- 
tèmes de  Laplace  qui  admettent  des  solutions  liées  par  une  relation  quadratique 
et  s'est  proposé,  étant  donné  un  système  de  Laplace  admettant  un  certain 
nombre  de  solutions  liées  par  une  relation  quadratique,  d'en  déduire  d'autres 
systèmes  ayant  le  même  nombre  ou  un  plus  grand  nombre  de  solutions  liées 
par  une  relation  quadratique. 

Méray  [CJi.).  —  Stir  la   théorie  des  intervalles  binaires  et  des 
intégrales  doubles.  (igS-aSS). 

Les  considérations  développées  dans  ce  Mémoire  ont  surtout  une  valeur 
dogmatique;  elles  se  rattachent  étroitement,  d'ailleurs,  au  corps  de  doctrine  que 
l'auteur  a  constitué  dans  ses  Leçons  nouvelles  sur  l'Analyse  in/initésimale  et 
ses  applications  géométriques,  l'allés  sont  destinées  à  éclairer  certaines  parties 
encore  assez  obscures  de  la  théorie  des  fonctions  de  deux  variables,  en  parti- 
culier à  préciser  dans  un  sens  exclusivement  analytique  les  notions  relatives 
aux  aires  (signe  de  l'aire,  intérieur,  extérieur,  sens  de  parcours  de  son  péri- 
mètre). Elles  rapprochent  tout  à  fait   la  conception  des  intégrales  doubles  de 
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celle  des  intégrales  définies  simples;  elles  permettent  d'établir  l'existence 
d'une  intégrale  double  en  calculant  sa  valeur,  ce  qui  est  le  seul  moyen  logique 
d'établir  l'existence  d'un  nombre,  et  rendent  intuitive  la  règle  du  changement 
de  variables  dans  une  intégrale  double. 

Ne  pouvant  suivre  dans  son  détail  l'exposition  de  M.  Méray,  nous  en  indi- 
querons deux  idées  directrices  :  l'une  consiste  à  attribuer  au  triangle  ana- 
lytique un  rôle  primordial  parmi  les  intervalles  binaires  (champs  à  deux 
variables  réelles),  rôle  analogue  à  celui  du  segment  rectiligne  dans  le  cas  d'une 
seule  variable;  l'autre,  à  employer  comme  procédé  général  une  sorte  d'intégra- 
tion indéfinie,  par  un  couple  de  fonctions  de  deux  variables,  d'une  fonction  de 
deux  variables,  donnée  comme  devant  être  leur  déterminant  diflérentiel  (jaco- 
bien).  On  trouvera  à  la  fin  du  même  Volume  un  Mémoire  du  même  auteur 
contenant  un  exemple  de  cette  sorte  dintégration. 

Caj'tan  {E.).  —  Sur  certaines  expressions  différenti elles  et  sur 
le  problème  de  Pfa(]\  (239-332). 

Nous  ne  saurions  mieux  faire  ressortir  les  résultats  contenus  dans  ce  Mémoire 
et  le  progrès  qu'il  réalise  dans  une  théorie  importante  qu'en  transcrivant  une 
partie  de  l'Introduction  dont  il  est  précédé. 

Le  présent  travail  constitue  une  exposition  du  problème  de  Pfaff,  fondée  sur 
la  considération  de  certaines  expressions  différentielles  symboliques,  entières 
et  homogènes  par  rapport  aux  difierentielles  de  n  variables,  les  coefficients 
étant  des  fonctions  quelconques  de  ces  variables.  Ces  expressions  peuvent  être 
soumises  aux  règles  ordinaires  du  calcul,  à  la  condition  de  ne  pas  échanger 
l'ordre  des  difTcrentielles  dans  un  produit.  Le  calcul  de  ces  quantités  est,  en 
somme,  celui  des  expressions  différentielles  qui  sont  placées  sous  un  signe 
d'intégrale  multiple.  Ce  Ciilcul  présente  aussi  de  nombreuses  analogies  avec  le 
calcul  de  Grassmann;  il  est  d'ailleurs  identique  au  calcul  géométrique  dont  se 
sert  M.  Burali-Foiti  dans  un  livre  récent. 

Il  est  clair  que  si  l'on  fait  un  changement  de  variables,  toute  expression 
différentielle  de  degré  p  se  change  en  une  expression  différentielle  de  degré  p 
par  rapport  aux  nouvelles  différentielles.  Dans  le  cas  d'une  expression  de  Pfaff, 
qui  est  du  premier  degré,  on  peut  lui  associer  une  autre  expression  différen- 
tielle, du  second  degré,  qui  est  un  covariant  par  rapport  aux  changements  de 
variables  et  qui  n'est  autre  que  le  covariant  bilinéaire  de  Frobenius  et  de 
M.  Darboux;  je  l'appelle  la  dérivée  de  l'expression  de  Pfaff.  Mais,  grâce  à  la 
notion  des  expressions  différentielles  symboliques,  ce  covariant  est  le  premier 
terme  d'une  suite  de  covariants  symboliques  du  troisième,  quatrième,  etc. 
degré,  qui  se  déduisent  intuitivement  de  l'expression  de  Pfaff  et  de  sa 
dérivée  par  des  multiplications  ;  ils  conslituent  les  dérivées  deuxième,  troi- 
sième, etc.  de  l'expression  de  Pfaff,  la  dérivée  ^'*'»»  étant  de  degré  p  --\. 

On  conçoit  le  parti  que  l'on  peut  tirer  de  la  considération  de  ces  dérivées, 
grûcc  à  leur  caractère  invariant.  Ce  sont  les  seules  quantités  qui  interviennent 
dans  les  énoncés  de  tous  les  résultats  de  la  théorie,  dont  la  forme  est  extrê- 
mement simple. 

La  considération  de  ces  dérivées  permet  de  trouver,  d'une  manière  pour  ainsi 
dire  intuitive,  tous  les  résultats  déjà  connus;  mais  clic  m'a  permis  d'en  décou- 
vrir d'autres.  Je  signalerai  enire  autres  l'extension  de  la  seconde  méthode  de 
Clebsch  à  la  réduction  des  expressions  de  Pfaff  quelconques,  de  classe  paire 
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ou  impaires,  à  un  nombre  quelconque  de  variables.  Elle  m'a  permis  aussi 
d'exposer  complètement  la  théorie  des  intégrales  singulières  d'une  équation 
de  PfalT. 

Ce  Mémoire  est  divisé  en  cinq  parties.  Dans  la  première,  j'expose  les  prin- 
cipes du  calcul  des  expressions  difTérenticllcs  qui  interviennent  dans  la  suite. 
Dans  la  seconde,  j'introduis  les  dérivées  d'une  expression  de  Pfafî  et  la  notion 
de  classe,  et  je  démontre  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une 
expression  de  Pfafî  soit  de  classe/;;  le  résultat  est  extrêmement  simple,  c'est 
que  la  dérivée  p^^'""  ait  tous  ses  coejjicients  nuls.  J'introduis  ensuite  ce  que 
j'appelle  le  système  complet  adjoint  et  expose  la  réduction  d'une  expression 
à  sa  forme  canonique,  soit  par  des  changements  de  variables  successifs  (mé- 
thode de  Natani  et  Clebsch),  soit  sans  changements  de  variables  (méthode  de 
Frobenius). 

La  troisième  partie  est  consacrée  à  la  résolution  d'une  équation  de  Pfaff, 
problème  qui  admet  des  solutions  générales  dépendant  de  la  réduction  du  pre- 
mier membre  b.  sa  forme  canonique,  et  des  solutions  singulières  obtenues  en 
annulant  tous  les  coefficients  d'une  certaine  dérivée. 

La  quatrième  partie  est  consacrée  aux  deux  problèmes  suivants  : 

Résoudre  une  équation  de  Pfaff  au  moyen  d'un  nombre  donner  de  rela- 
tions inconnues. 

Résoudre  une  équation  de  Pfaff  au  moyen  d'un  nombre  donné  r  de  rela- 
tions, parmi  lesquelles  h  sont  données  à  l'avance. 

Ces  deux  problèmes  admettent  des  solutions  générales  et  des  solutions  sin- 
gulières. Les  premières  sont  données  par  la  recherche  d'une  intégrale  de  plu- 
sieurs systèmes  complets  successifs,  les  équations  de  ces  systèmes  contenant 
linéairement  les  dérivées  de  toutes  les  intégrales  déjà  trouvées.  Quant  aux 
solutions  singulières,  ce  sont  les  solutions  d'un  problème  analogue,  mais  où 
les  relations  données  entre  les  variables  sont  en  plus  grand  nombre  et  peuvent 
être  formées  par  difTérentiation. 

Dans  le  cas,  assez  général,  où  les  solutions  cherchées  ne  sont  pas  des  solutions 
singulières  de  l'équation  de  Pfafî  ou,  d'une  façon  plus  précise,  n'annulent  pas 
tous  les  coefficients  de  la  dérivée  (2r  —  2)'^""°  de  l'expression,  la  forme  des 
systèmes  complets  peut  être  simplifiée  pour  le  calcul,  de  manière  que  chaque 
équation  ne  dépende  plus  que  des  dérivées  d'une  seule  des  intégrales  précé- 
demment trouvées.  Cette  méthode  donne  en  particulier  la  généralisation  de  la 
seconde  méthode  de  Clebsch. 

Enfin,  la  cinquième  partie  est  consacrée  aux  applications  de  la  théorie  à 
l'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  ordinaires 
ou  homogènes.  J'y  indique  aussi  comment  la  considération  des  dérivées  se 
prête  à  l'établissement  des  formules  fondamentales  de  la  théorie  des  transfor- 
mations de  contact. 

Bourlet  (C).  —  Sur  certaines  équations  analogues  aux  équations 
différentielles.  (333-3'j5). 

Ce  Mémoire  fait  suite  à  un  travail  antérieur  Sur  les  opérations  en  général 
et  les  équations  linéaires  d'ordre  infini,  publié  en  1897  dans  les  Annales  de 
l'École  Normale. 

\.  L'auteur  commence  par  rappeler  et  compléter  certains  résultats  qu'il  avait 
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obtenus  dans  ces  recherches  sur  les  équations  de  la  forme 

où  G  est  le  symbole  opératif  d'une  transmutation  additive,  uniforme,  continue, 
régulière,  complète  dans  quelque  domaine;  5^,  &,  ...  sont  les  puissances  sym- 
boliques de  celte  opération;  /»(,,  /?p  ...,  /»,„  des  fonctions  données  de  la  va- 
riable X  et  u  une  fonction  inconnue  de  cette  variable.  Ces  équations  se  réduisent 
à  des  équations  différentielles  linéaires  dans  le  cas  particulier  où  l'opéra- 
tion G  est  la  dérivée. 

II.  Ensuite  vient  l'étude  plus  spéciale  des  équations  de  la  forme  (i),  dans 
lesquelles  les  coefficients  Po, P),  •  •■,  Pm  sont  constants.  On  peut  leur  appliquer 
une  méthode  analogue  à  celle  qui  fournit  l'intégrale  générale  des  équations 
linéaires  à  coefficients  constants.  Supposons,  en  effet,  qu'on  sache  trouver  la 
solution  la  plus  générale  '^{x,  r)  de  l'équation 

îs)U  ^=  ru, 

où  r  désigne  une  constante  arbitraire,  solution  qui  peut  dépendre  d'un  nombre 
infini  de  constantes  arbitraires.  M.  Bourlet  démontre  l'une  après  l'autre  les 
diverses  parties  de  l'énoncé  suivant  : 

Soit  r  une  racine  de  l'équation  caractéristique 

/(/■)=  />o  '•'"  +  Pi  '•"-'  +  • . .  +  Pm-,  r  H-  p„,  =  o, 
d'ordre  de  multiplicité  /i.  Les  h  fonctions 

sont  h  solutions  de  l'équation  (1). 

En  prenant  successivement  pour  /•  toutes  les  racines  de  l'équation  caractéris- 
tique, et  en  donnant  aux  constantes  que  contiennent  ces  fonctions  des  valeurs 
fixes,  mais  quelconques,  on  aura  fu  solutions  linéairement  indépendantes. 

Enfin,  en  laissant  les  constantes  que  contiennent  ces  ni  solutions  absolument 
arbitraires,  on  obtient  la  solution  la  plus  générale  de  l'équation  (1)  en  faisant 
la  somme  de  ces  m  solutions. 

Cette  proposition  avait  été  démontrée  par  M.  Pincherle,  mais  seulement 
dans  l'hypothèse  où  la  fonction  ^{x,  r)  dépend  d'un  nombre ^ni  de  constantes 
arbitraires. 

III.  Les  principes  généraux  qui  viennent  d'être  établis  s'appliquent  en  parti- 
culier au  cas  où  6  est  une  substitution,  c'est-à-dire  où  l'on  a 

(Bu{x)  =  u['-^{x)], 

(f{x)  étant  une  fonction  de  subslilution  donnée.  Alors  les  équations  (i)  sont 
celles  qu'a  étudiées  M.  Grévy  dans  sa  Thèse  de  doctoral  et  ré((ualion 

(r>  u  =  ru 

n'est  autre  qu(>  l'étiuation  de  Schiodor.  L'intéi;i'alion  ciïoclivo  dos  équations  de 
M.  Grcvy,  quanti  les  coefficients  p  sont  constants,  revient   donc  à  résoudre  de 
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la  façon  la  plus  générale  l'cquation  de  Schroder.  C'est  pourquoi  M.  Bourlet 
s'attache  à  montrer  comment  on  peut  obtenir,  pour  cette  équation,  une  solu- 
tion d'une  grande  généralité,  puisqu'elle  dépend  d'une  fonction  arbitraire,  et 
qui  est  vraisemblablement  la  solution  la  plus  générale  dans  le  domaine  où  elle 
est  définie. 

IV.  Comme  application   des  résultats  généraux  du  §  I,   M.   Bourlet  montre 
que  l'équation  diUereniielle  linéaire 

d-  u  du 

où  a,  b  sont  des  fonctions  de  x^  peut  être  mise  sous  la  forme 

ÎB"^  u  -'r  p  i^S)  u  -h  /?2  u  =  o, 
/?,  et  y?2  étant  deux  constantes  et  Gw  étant  l'opération 

r^  du 

^u  =  q,u  +  q,~' 

Les  deux  fonctions  inconnues  q^  et  q^  satisfont  à  deux  équations  simultanées 
du  premier  ordre.  La  présence  de  deux  constantes  arbitraires  /?,  et  p^  pourra 
parfois  permettre  de  simplifier  l'intégration. 

V.  L'auteur  considère  enfin  des  équations  générales  de  la  forme 

(2)  /{(d'^u,  <s>'"-^u,  . . .,  (du,  Uy  n)  =  o, 

où  S  est  une  transmutation  additive  donnée  et  cherche  à  déterminer  celles  de 
ces  équations  pour  lesquelles  on  peut  constituer,  au  moyen  de  développements 
en  série,  une  théorie  analogue  à  celle  des  équations  différentielles.  Il  montre 
que  la  transmutation  G  doit  satisfaire  à  l'équation 

ïsuv  =  Auv -\- B{u(dv -\- vîBu) -+- C^u^v 

résolue  par  M.  Pincherle.  L'une  de  ses  solutions  (il  n'y  en  a  que  deux)  fait  de 
l'équation  (2)  une  équation  différentielle  ordinaire;  l'autre  conduit  aux  équa- 
tions fonctionnelles  itératives  étudiées  par  MM.  Grévy  et  Leau.  En  consé- 
quence, les  seules  équations  opératives  de  la  forme  (2),  dont  la  théorie 
puisse  être  calquée  sur  celle  des  équations  différentielles  ordinaires,  sont 
les  équations  fonctionnelles  itératives. 

Le  Vavasseur  (/?.).  —  Etude  du  groupe  des  isomorphismes 
de    (Glr^)',  p   étant  un    nombre    premier    plus    grand    que    3. 

(377-394). 

Padé  {H').  —  Mémoire  sur  les  développements  en  fraction  con- 
tinue de  la  fonction  exponentielle,  pouvant  servir  d'introduc- 
tion à  la  théorie  des  fractions  continues  algébriques.  (895-426). 

Ce  Mémoire  a  un  double  objet  :  démontrer  un  théorème  important  sur  la 
convergence  des  réduites  de  la  fonction  exponentielle,  et  présenter  avec  d'assez 
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profondes  modificalions  l'ensemble  des  résultats  que  l'auteur  a  obtenus  dans 
ses  travaux  antérieurs  relativement  à  la  théorie  des  fractions  continues  algé- 
briques. Nous  empruntons  à  l'introduction  l'exposé  des  vues  de  INI.  Padé  sur 
ce  domaine,  inexploré  jusqu'à  lui. 

«  La  première  notion  à  acquérir  est  celle  des  fractions  rationnelles  appro- 
chées ou  réduites  attachées  à  une  série  entière  donnée.  Ce  sont  des  fractions 

rationnelles  irréductibles  spéciales  -rr— >  formant  une  suite  à  double  entrée,  et 

dont  chacune  est  parfaitement  déterminée,  par  une  certaine  condition  d'ap- 
proximation, quand  on  fixe  le  couple  de  nombres  entiers  positifs  ou  nuls  (  tJ-,  v  ) 
ou  le  point  du  plan  de  coordonnées  entières  positives  ou  nulles,  auquel  elle 
doit  correspondre.  Cette  loi  de  correspondance  est  univoque  et  réciproque  dans 
le  cas  général  ;  quand  on  sort  de  ce  cas,  elle  demeure  toujours  réciproque,  mais 

elle  n'est   plus   nécessairement  univoque;  à  une  même  fraction  ~-  peuvent 

correspondre  plusieurs  points  du  plan;  ces  points  emplissent  un  carré  dont  les 
côtés  sont  parallèles  aux  axes. 

»  On  peut  extraire  de  la  suite  à  double  entrée  des  réduites  des  suites  à 
simple  entrée  ou  successions  donnant  lieu  à  des  lois  de  récurrence  remar- 
quables. Pour  une  telle  succession 

A,     B,     C,     ...,     H,     K,     L,     ..., 

les  numérateurs  et  les  dénominateurs  de  trois  réduites  H,  K,  L  consécutives 
quelconques  sont  liés  par  des  formules  de  la  forme 

où  a  est  un  monôme  à  coefficients  et  exposant  diflercnts  de  zéro,  et  a  un 
polynôme  à  terme  constant  différent  de  zéro.  Dans  le  cas  général,  une  telle 
succession  s'obtient  en  prenant  dans  le  plan  des  points  successifs  A,  B,  C,  ..., 
simplement  contigus  et  progressants,  le  premier  A  demeurant  arbitraire. 
En  dehors  de  ce  cas,  le  choix  est  plus  compliqué  et  se  déduit  de  la  loi  de 
correspondance  entre  les  réduites  et  les  points  du  plan. 

»  Il  y  a,  dans  le  cas  général,  trois  dispositions  de  successions  de  points  A, 
B,  C,  . . .  qui  donnent  naissance  à  des  lois  de  récurrence  régulières,  c'est-à-dire 
telles  que  a  conserve  toujours  le  môme  degré,  ainsi  que  «,  quelles  que  soient 
es  trois  réduites  consécutives  de  la  succession  que  l'on  considère. 

»  A  chaque  succession  de  fractions  A,  B,  C,  ...  correspond  une  fraction 
continue  qui  a  ces  fractions  pour  réduites  et  qui  met  en  évidence  les  éléments  a 
et  a  des  formules  de  récurrence  qui  lient  ces  fractions. 

»  Aux  dispositions  qui  donnent,  dans  le  cas  général,  les  lois  de  récurrence 
régulières,  correspondent  des  fractions  continues  régulières.  A  chacune  des 
trois  dispositions  correspond  une  infinité  de  fractions  continues  régulières  dif- 
férentes, puisque  la  première  fraction  A  de  la  succession  demeure  entièrcnient 
arbitraire. 

»  C'est  parmi  ces  fractions  continues  régulières  que  se  trouvent  toutes  les 
fractions  continues  qui  ont  été  données,  antérieurement  à  mes  recherches,  pour 
diverses  fonctions.  Pour  la  fonction  exponentielle,  par  exemple,  de  la  triple 
infinité  de  celles  qui  existent,  on  en  avait  obtenu  cinq;  c'est  la  fonction   pour 
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laquelle  on  en  avait  obtenu  le  plus.  Les  deux  fractions  continues  de  Jacobi  et 
Halphen  sont  deux  des  fractions  continues  régulières  correspondant  au  radical 

développé  yX,  où  X  est  un  polynôme  du  qualriènic  degré. 

»  Ainsi  les  fractions  continues  antérieurement  connues  pour  une  fonction 
quelconque  ne  sont  que  des  fractions,  en  très  petit  nombre  et  très  spéciales, 
prises  parmi  les  fractions  continues  régulières,  en  nombre  infini,  attachées  à  la 
fonction;  celles-ci  elles-mêmes  ne  sont  que  des  cas  particuliers  de  fractions 
continues  plus  générales  obtenues  en  détachant  des  successions  convenables  de 
réduites  de  l'ensemble  doublement  infini  des  réduites  de  la  fonction. 

»  On  aperçoit  ainsi,  je  crois,  sous  un  tout  autre  point  de  vue,  ce  que  peut 
et  doit  être  la  théorie  des  fractions  continues  algébriques;  on  voit  qu'elle  est 
dominée  par  la  notion  de  l'ensemble  des  fractions  rationnelles  approchées  de 
la  fonction;  de  plus  près,  par  celle  des  fractions  continues  générales  formées 
par  des  successions  convenables  de  réduites;  de  plus  près  encore,  par  celle  des 
successions  qui  donnent  des  fractions  continues  régulières;  on  voit  que  l'étude 
de  la  convergence  d'une  fraction  continue  spéciale  n'est  que  l'étude  de  la  con- 
vergence d'une  succession  spéciale  de  réduites,  et  que,  dès  lors,  cette  question 
de  la  convergence  se  pose  immédiatement  pour  la  suite  à  double  entrée  des 
réduites  considérée  dans  son  ensemble.  » 

Voici  maintenant  l'énoncé  du  théorème  que  nous  avons  mentionné  au  début  : 

Pour  une  succession  de  points  représentatifs  déterminant  une  direction 
asymptotique  (/>,  q)  les  suites  des  dénominateurs  et  des  numérateurs  des  ré- 
duites convergent  vers  des  limites 

px  qx 

dont  le  quotient  est  e^',  dans  tout  intervalle  d'étendue  finie,  la  convergence  est 
uniforme. 

Dans  cet  énoncé,  p  et  q  sont  les  paramètres  directeurs  de  la  direction  vers 
laquelle  tend  la  droite  qui  va  de  l'origine  au  point  représentatif  de  la  ré- 
duite ([X,  v),  quand  l'un  au  moins  des  nombres  [x,  v  augmente  indéfiniment. 

Zaremba  {S.).  —  Sur  l'équation  aux  dérivées  partielles 

Lu  -\-  \u  -+-/"=  o 

et  sur  les  fonctions  harmoniques.  (427-4^4)- 

On  sait  que  diverses  questions  de  Physique  mathématique  conduisent  au 
problème  suivant  : 

Déterminer  une  fonction  u  des  coordonnées  rectangulaires  x,  y,  z  d'un 
point  variable,  vérifiant,  dans  toute  l'étendue  d'un  domaine  (D)  limité  par  une 
surface  fermée  (S),  l'équation  aux  dérivées  partielles 

(1)  '  A^^ +  ^«-l-/=  0, 

où  f  est  une  fonction  donnée  des  variables  x,  y,  z,  où  \  est  un    paramètre 
indépendant  de  ces  variables,  et  où  l'on  a  posé,  conformément  à  l'usage, 

_  d-  u        d-  u        à^u 
'ôx^  ^  'dp  '^  ~dz'^' 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  iSr 

sachant,  en  outre,  que  la  fonction  u  doit  satisfaire  à  la  condition  aux  linnitcs 

du        , 

où  -7-7  représente  la  dérivée  de  la  fonction  w,  prise  suivant  la  normale  intc- 

rieure  à  la  surface  (S),  h  étant  une  constante  donnée,  réelle  et  non  négative. 
L'objet  de  M.  Zaremba  est  de  résoudre  ce  problème  et  d'étudier  la  fonction  u 
considérée  comme  fonction  du  paramètre  ^.  Il  commence  par  faire  connaître 
une  nouvelle  méthode  d'intégration  de  l'équation 

Av  -h  ^v  =  0, 
la  fonction  v  devant  satisfaire  à  la  condition  aux  limites 

où  a  est  une  fonction  continue  donnée  de  la  position  d'un  point  variable  sur 
la  surface  (S).  Désignant  par  [x  celle  des  déterminations  de  la  racine  cariée 
de  —  l  dont  la  partie  réelle  est  positive,  l'auteur  forme  successivement  les 
intégrales 

v,  =  i  —  -, —    /     ta  as^ 


'-ùr-^mi'"  <— ■3,..., 


(S) 

où  r  désigne  la  distance  de  l'élément  superficiel  ds  à  un  point  quelconque 
(x,  y,  z)  de  l'espace,  et  démontre  que,  sous  une  certaine  condition  d'inégalité, 
la  série 


sera  convergente  et  aura  pour  somme  la  fonction  demandée  v. 

Une  fois  en  possession  de  ce  résultat,  il  peut  faire  à  l'équation  (i)  l'application 
des  idées  exposées  par  M.  Poincaré  dans  son  Mémoire  Sur  les  équations  de 
la  Physique  mathématique  (publié  dans  les  lie/idiconti  del  Circolo  mate- 
matico  di  Palernio,  1894).  Il  démontre  que  la  fonction  u  est  une  fonction 
méromorphe  de  ^,  qui  n'a  que  des  pôles  simples  et  admet  pour  résidus  relatifs 
à  ces  pôles  les  fonctions  de  x,  y,  ^,  appelées  fonctions  harmoniques  par 
M.  Poincaré. 

Enfin,  l'auteur  étudie  le  problème  qui  consiste  à  développer  une  fonction, 
arbitrairement  donnée,  en  série  procédant  suivant  les  fonctions  harmoniques, 
problème  qui  joue  un  grand  rôle  en  Physique  mathématique. 

Darhoux  (G.).  —  Sur  la  déformation  des  surfaces  du  second 
degré  et  sur  les  transformations  des  surfaces  à  courbure  totale 
constante.  (465-49o). 

I.  L'objet  de  celte  étude  est  de  retrouver  et  de  compléter  les  relations  que 
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M.  Guicliard  a  établies  entre  la  déformation  de  certaines  surfaces  du  second 
degré  et  celle  de  la  sphère.  L'auteur  énonce  et  établit  la  proposition  suivante  : 
Quand  une  quadriquc  (Q),  tangente  en  un  seul  point  au  cercle  de  l'infini, 
roule  sur  une  surface  applicable  (0),  les  deux  génératrices  isotropes  qui  passent 
par  le  point  de  contact  de  la  quadrique  et  du  cercle  de  l'infini  coupent  le  plan 
de  contact  suivant  deux  points  dont  le  milieu  décrit  une  surface  à  courbure 
totale  constante, 

II.  Inversement,  étant  donnée  une  surface  à  courbure  totale  constante,  on 
peut  se  proposer  de  déterminer  la  quadrique  (Q)  qui  lui  correspond  de  cctl(; 
manière.  Après  en  avoir  donné  le  moyen,  IVl.  Darboux  fait  connaître  une  pro- 
priété caractéristique  des  surfaces  applicables  sur  les  quadriques  de  révolution  : 

De  chaque  point  d'une  quadrique  de  révolution  (Q)  comme  centre,  décrivons 
les  sphères  (S)  qui  sont  tangentes  à  une  sphère  fixe  ayant  pour  centre  l'un 
des  foyers.  Si  la  quadrique  roule  sur  une  autre  surface  applicable  (0)  en 
entraînant  les  sphères  (S),  l'enveloppe  de  celle  de  ces  sphères  qui  a  son  centre 
au  point  de  contact  de  (0)  et  de  (Q)  est  une  surface  sur  les  deux  nappes  de 
laquelle  les  lignes  de  courbure  se  correspondent  toujours  et  correspondent  aux 
courbes  du  système  conjugué  commun  à  (0)  et  à  (Q). 

Ce  résultat  conduit  à  une  nouvelle  démonstration  de  l'un  des  théorèmes  de 
M.  Guichard. 

III.  M.  Darboux  donne  ensuite  des  deux  propositions  de  M.  Guichard  de 
nouvelles  démonstrations  géométriques,  qui  lui  permettent  d'établir  que  les 
méthodes  de  transformation  des  surfaces  à  courbure  totale  constante  auxquelles 
conduisent  ces  propositions  ne  sont  pas  distinctes  de  celles  que  MM.  Blanchi 
et  Backlund  ont  fait  connaître  antérieurement. 

IV.  Ce  dernier  article  contient  la  vérification  analytique  des  résultats  pré- 
cédents et  leur  traduction  en  formules.  11  y  est  montré  que  le  théorème  de 
M.  Guichard  permet  d'utiliser,  pour  la  géométrie  des  éléments  réels,  les  trans- 
formations de  MM.  Blanchi  et  Backlund  lorsque,  appliquées  aux  surfaces  à 
courbure  positive,  elles  se  présentent  sous  une  forme  nécessairement  imagi- 
naire. On  peut  d'ailleurs  utiliser  plus  complètement  ces  transformations, 
lorsqu'elles  sont  imaginaires,  en  effectuant  successivement  deux  transforma - 
lions  de  Backlund,  assujetties  à  la  seule  condition  d'être  imaginaires  con- 
juguées l'une  sur  l'autre. 

Darboux  (G.).  —  Sur  les  surfaces  isothermiques.  (491-598). 

I.  Une  quadrique  générale  (Q)  roulant  sur  une  surface  applicable  (0),  on 
considère  les  surfaces  décrites  par  les  points  où  le  plan  de  contact  est  ren- 
contré par  les  huit  génératrices  isotropes  de  la  surface.  On  a  le  théorème  sui- 
vant : 

Ces  huit  surfaces  sont  isothermiques  et  se  correspondent  avec  similitude  des 
éléments  infiniment  petits;  leurs  lignes  de  longueur  nulle  correspondent  aux 
asymptotiques  de  la  surface  (0). 

M.  Darboux  déduit  ce  résultat  de  la  proposition  générale  que  voici  : 

Si  une  surface  réglée  (Q)  roule  sur  une  surface  applicable  (0),  les  points 
où  les  différentes  lignes  de  longueur  nulle  de  (Q)  rencontrent  le  plan  de  con- 
tact de  (0)  et  de  (Q),  points  qui  sont  tous  situés  sur  la  génératrice  de  (Q) 
contenue  dans  le  plan  de  contact,  décrivent  des  surfaces  qui  se  correspondent 
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avec  similitude  des  éléments  infiniment  petits;  les  lignes  de  longueur  nulle  de 
ces  surfaces  correspondent  aux  lignes  asymptotiques  de  (6). 

II.  Dans  quel  cas  une  sphère  qui  dépend  de  deux  paramètres  enveloppe-t-elle 
une  surface  dont  les  deux  nappes  se  correspondent  avec  similitude  des  élé- 
ments infiniment  petits?  Tel  est  le  problème  que  se  pose  M.  Darboux.  Après 
avoir  montré  que  les  deux  nappes  de  l'enveloppe  doivent  être  isothermiques,  il 
établit  ce  théorème  : 

Etant  donnée  une  surface  isothermique  quelconque  (M),  on  peut  lui  faire 
correspondre,  avec  similitude  des  éléments  infiniment  petits  et  conservation 
des  lignes  de  courbure,  une  infinité  d'autres  surfaces  isothermiques  (M'),  qui, 
prises  chacune  avec  (M),  constituent  les  deux  nappes  d'une  enveloppe  de 
sphères. 
Voici  en  outre  une  propriété  caractéristique  des  surfaces  isothermiques  : 
Étant  donnée  une  surface  quelconque  (M),  on  construit  en  chacun  de  ses 
points  M  la  sphère  tangente  qui  a  pour  centre  le  conjugué  harmonique  de  M 
par  rapport  au  segment  fourni  par  les  centres  de  courbure  principaux.  La  con- 
dition nécessaire  et  suffisante  pour  que  (M)  soit  isothermique  est  que  cette 
sphère  enveloppe,  en  même  temps  que  (M),  une  surface  (M')  dont  les  lignes 
de  courbure  correspondent  à  celles  de  (M). 

III.  L'auteur  caractérise,  parmi  toutes  les  surfaces  isothermiques,  celles  qui 
sont  décrites,  quand  une  quadrique  (Q)  roule  sur  une  surface  applicable  (6) 
par  les  huit  points  où  les  génératrices  isotropes  de  (Q)  percent  le  plan  de  con- 
tact de  (Q)  et  de  (0).  Chacune  de  ces  surfaces  satisfait  à  une  équation  de  la 
forme 

\ô^J  \()pj  4 

son  élément  linéaire  rapporté  aux  lignes  de  courbure  étant 

ds-  =  II-  (  dp-  +  dp]  ), 
u  et  u'  désignant  les  quantités  suivantes 

ï  ï  »  Tio/   I  I 

"  =  R  +  h;      "="-(û-r, 

(H,  R,  rayons  de  courbure  principaux)  et  A,  B,  C,  D  des  constanles.  M.  Dar- 
boux montre  enfin  que  celte  condition  nécessaire  est  en  même  temps  suffisante. 

Méray  [Ch.).  —  Intégration  d'une  différentielle  totale  binaire  à 
quatre  variables  indépendantes  (5o9-52o). 

Voici  l'énoncé  du  problème  que  l'auteur  enseigne  à  résoudre  : 
Ktant  données  six  fonctions  A,  lî,  G,  U,  V,  \V  de  quatre  variables  indépen- 
dantes (^,  y,  z,  t)  trouver  deux  fonctions  u,  v'  de  ces  mêmes  variables,  dont 
les  déterminants  fonctionnels  relatifs  à  y  et  z,  à  z  cl  x,  ...,  à  ;:  et  t,  repro- 
duisent respectivement  ces  six  fonctions  données. 
Si  l'on  pose 

^^  ^  "j-  =  -  ".r         •  •  •  '        ^^  ^  "^«  ^  -  "'^' 
iiull.  des  Sciences  mathém.,  a'"  série,  t.  \\V.  (Juin  1901.)  H,  10 
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on  reconnaît  quo  cliacune  des  fonctions  u  et  v  doit  vérifier  quatre  équations 
linéaires  et  homogènes  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  dont  le  déter- 
minant \  doit  élrc  nul.  D'où  une  première  condition  de  possibilité 

L'évanouissement  de  A  entraîne  celui  de  ceux  de  ses  mineurs  qui  ne  sont  pas 
identiquement  nuls.  Par  suite,  les  quatre  équations  se  réduisent  à  deux.  En 
leur  appliquant  une  méthode  (ju'il  a  fait  connaître  dans  \cs  Annales  de  l'Ecole 
Normale  en  i8go  {Extension  d'une  méthode  de  Jacobi...),  M.  Méray  obtient 
les  quatre  autres  conditions  complémentaires  de  possibilité  que  voici 


dy  dz  dt 

dx  ôz  dt 

dx  ôy  ôt 


0, 


ôx  dy  dz 

Ces  conditions  étant  vérifiées,  ainsi  que  A  =  o,  le  problème  s'achève  par  l'in- 
tégration d'une  difTérentielle  binaire  à  deux  variables,  question  résolue  dans 
le  Mémoire  de  l'auteur  Sur  la  théorie  des  intervalles  binaires,  etc.,  inséré 
dans  le  présent  Volume  et  analysé  plus  haut. 
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Tome  Cil  (année  1888). 

Rudio  {F-)'  —  Sur  les  groupes  primitifs.  (1-8). 

L'auteur  donne  une  nouvelle  démonstration  d'un  théorème  démontré  par 
M.  Camille  Jordan  dans  le  iG®  vol.  du  Journal  de  Liouville  et  qui  s'énonce 
ainsi  : 

Si  un  groupe  primitif  de  degré  n  contient  un  groupe  primitif  de  degrév, 
il  est  au  moins  n  —  v  -t-  i  fois  transitif. 

L'auteur  s'appuie  sur  le  théorème  suivant,  qui  peut  servir  de  définition  à  la 
primitivité  et  à  l'imprimitivilé  : 

Pour  qu'un  groupe  transitif  soit  imprimitif,  il  faut  et  il  suffit  qu'on 
puisse  partager  ses  éléments  en  deux  systèmes  a,,  a.^,  ...,  a-^  et  b^,  b2,  ..., 
ô^  (>;  >  I,  (X  ■>  o),  de  telle  sorte  qu'il  n'existe  aucune  substitution  remplaçant 
un  a  par  un  autre  a  et  en  même  temps  un  a  par  un  b. 

Stem  {M.).  —  Sur  la  fonction  E(jp).  (9-19). 

L'auteur  établit  plusieurs   théorèmes  sur  la  fonction  arithmétique  E(x).  Il 
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retrouve  en  passant  la  formule  due  à  Hermite 
«  —  1 


^E(j^-^h^=E{nh)~Eih), 


r  =  l 

OÙ  h  est  un  nombre  positif  quelconque,  et  la  formule 

n  —  l  ?n  —  i 


V  E  f  mx  H 1  =  V  E(nx-h 


énoncée  sans  démonstration  par  M.  Gesâro  et  qu'il  étend  aux  valeurs  négatives 
de  X. 

Kneser  {Adolf).  —  Fondement  arithmétique  de  quelques  théo- 
rèmes fondamentaux  d'Algèbre.  (20-55). 

L'auteur  se  propose  d'exposer,  en  partant  des  principes  de  Kronecker,  une 
théorie  des  équations  et  systèmes  d'équations  algébriques  qui  ait  un  caractère 
purement  arithmétique  et  ne  s'appuie  pas  sur  la  notion  de  nombre  irrationnel; 
le  but  général  de  la  théorie  est  de  substituer  à  toute  équation  entre  un  nombre 
quelconque  de  quantités  algébriques,  même  si  ces  quantités  sont  définies  par 
un  système  d'équations  à  plusieurs  inconnues,  une  congruencc  équivalente  par 
rapport  à  un  module  déterminé,  tout  calcul  avec  des  irrationnelles  algébriques 
étant  ainsi  remplacé  par  un  calcul  avec  des  fonctions  entières  d'indéterminées. 

M.  Kneser  expose  d'abord  la  théorie  arithmétique  de  la  résolvante  de  Galois 
avec  un  domaine  d'irrationalité  donné  U;  il  arrive  ainsi  à  la  notion  du  groupe 
de  Galois  d'une  équation  donnée  en  considérant,  au  lieu  d'une  fonction  ration- 
nelle des  racines  de  cette  équation,  une  fonction  entière  d'une  indéterminée  (v 
prise  par  rapport  à  un  module  g{w)  facteur  irréductible  du  premier  membre 
de  la  résolvante  de  l'équation  donnée.  L'adjonction  au  domaine  U  d'une  irra- 
tionnelle algébrique  est  remplacée,  au  point  de  vue  arithmétique  de  l'auteur, 
par  l'adjonction  de  foncticms  entières  d'une  indéterminée  x  considérées  par 
rapport  à  un  module  irréductible  V{x);  il  étend  à  ce  nouveau  domaine  la 
notion  d'irréductibilité,  ce  qui  lui  permet  de  décomposer,  par  un  nombre 
limité  d'opérations,  tout  polynôme  entier  G  (y,  a?)  en  un  produitde  polynômes 
irréductibles  [mod.  F(^)].  L'auteur  part  des  résultats  ainsi  obtenus  pour 
démontrer  le  théorème  fondamental  d'après  lequel  l'adjonction  de  deux  irra- 
tionnelles algébriques  revient  à  l'adjonction  d'une  irrationnelle  unique. 

Schweriiig  {K.).  —  Contribution  à  la  théorie  de  certains  nombres 
complexes.  (56-^5). 

Il  s'agit  des  quantités  (a,  x)^  et  ^|^(a)  introduites  par  Jacobi  dans  la  théorie 
de  la  division  du  cercle.  L'auteur  s'occupe  plus  particulièrement  de  la  décom- 
position des  (juantités  ^  en  facteurs  premiers,  réels  ou  idéaux,  cl  de  la  repré- 
sentation de  ([uotients  de  facteurs  premiers,  (|uosli(>ns  (jui  se  ratlachent  au 
problème,  posé  par  Jacobi,  qui  consiste  à  représenter  (a,  x)'-  par  un  produit 
de  puissances  entières  ou  fractionnaires  de  l'une  des  (|uantilés  »{/(a)  et  des 
(luantités  conjuguées. 
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PocJiJiammcr  (/>.)•  —  Sur  réqualion  difTcrcnliellc  de  la  série 
hypergéomélriquc  généralisée  à  deux  points  singuliers  finis. 
(76-159). 

Il  s'agit  de  réqualion  didérentielle  du  /i'"™''  ordre  de  la  forme 

ci"  y  d""^  y  dy 

à  laquelle  satisfait  la  série  hypergéoniélriquc  généralisée  et  qui  avait  déjà  fait 
l'objet  des  rccherehes  de  Clausen,  de  MINI.  Tliomae  et  Goursat.  Le  but  de  l'au- 
teur est  de  l'intégrer  par  des  intégrales  définies  multiples.  Il  y  arrive  en  posant 


■=    j      {t  —  x)-"-^^  dt. 


où  S  désigne  une  fonction  de  t  seulement,  ^  et  a  des  constantes,  h  étant  con- 
stant ou  égal  à  X.  Il  montre  alors  que  G  doit  satisfaire  à  une  équation  diffé- 
rentielle du  (n  —  lyème  ordre,  qui,  par  division  de  la  fonction  inconnue  S  par  une 
puissance  convenable  de  ^,  se  ramène  à  une  équation  de  la  forme  donnée.  En 
procédant  pour  cette  nouvelle  équation  comme  pour  la  première  et  ainsi  de 
suite,  on  arrive  finalement  à  une  équation  du  second  ordre  qui,  d'après  la  théorie 
de  Gauss,  s'intègre  par  une  intégrale  définie  simple.  On  obtient  donc  ainsi  des 
intégrales  multiples  d'ordre  n  —  i  comme  solutions  particulières  de  l'équation 
donnée.  L'auteur  indique  comment  on  doit  choisir  les  limites  d'intégration, 
spécialement  pour  avoir  les  intégrales  régulières  au  voisinage  des  points  singu- 
liers o,  I,  00.  Enfin  il  indique  les  substitutions  à  efieetuer  sur  les  variables  d'in- 
tégration pour  obtenir  des  développements  en  séries  de  puissances. 

Cardinaal  («/.)•  —  Sur  la  théorie  géométrique  des  courbes  planes 
du  quatrième  ordre.  (160-174)- 

En  regardant  une  courbe  plane  du  quatrième  ordre  comme  engendrée  par  deux 
faisceaux  homographiqucs  de  coniques,  l'auteur  étudie  quelques  constructions 
qu'il  ramène  à  la  recherche  des  points  communs  ou  des  tangentes  communes  à 
deux  coniques;  il  s'occupe  également  de  la  détermination  d'une  quartique 
donnée  par  trois  points  doubles  et  cinq  autres  points,  ou  bien  par  deux  points 
doubles  et  sept  autres  points.  Enfin  il  établit  quelques  propriétés  des  quarliqucs 
à  deux  ou  trois  points  doubles  en  les  regardant  comme  les  perspectives  de 
biquadratiques  gauches. 

Iloftnann  (Fritz).  —  Deux  démonstrations  géométriques  d'un 
théorème  de  Hesse.  (175-184). 

Il  s'agit  du  théorème  qui  s'énonce  ainsi  : 

.Si  les  côtes  opposés  d'un  quadrilatère  sont  conjugués  par  /-apport  à  une 
conique,  il  en  est  de  même  des  diagonales. 

La  deuxième  démonstration  donnée  repose  sur  les  propriétés  d'une  certaine 
figure  de  l'espace  dont  la  figure  plane  est  la  projection. 
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Peî^ott  [Joseph).  —  Sur  l'équation  t- — Dw-=  —  i.  (i 85-223). 

Après  avoir  rappelé  les  résultats  obtenus  par  Lejeune-Dirichlet  sur  l'équation 

t^ —  '2qu?^=  —  I, 

où  q  est  un  nombre  premier  de  la  forme  8/i  +  t,  l'auteur  étudie  l'équation 

où  ^  a  la  même  signification.  En  s'appuyant  sur  la  théorie  des  résidus  bibi- 
quadratiques  de  Gauss,  il  arrive  à  trouver  la  condition  nécessaire  que  dans  la 
décomposition  ^  =  c-  -t-  2  c?-,  le  nombre  d  doit  être  divisible  par  8  ;  la  condition 
est  suffisante  quand  q  est  de  la  forme  16/1  +  9;  ^"c  ne  l'est  pas  quand  q  est 
de  la  forme  i6/i  +  i.  L'équation  est  d'ailleurs  toujours  possible  si  q  est  de  la 
forme  8/i  +  5. 

Kônigsberger  [Léo).  —  Recherches  sur  l'existence  d'un  théo- 
rème fonctionnel.  (224-236). 

Cette  Note  a  pour  but  de  généraliser  les  résultats  obtenus  par  l'auteur  dans 
un  mémoire  sur  l'impossibilité  de  l'existence  d'un  théorème  fonctionnel 
autre  que  celui  d'Abel,  paru  dans  ce  journal  (t.  C  et  CI).  Il  s'agit  ici  de 
savoir  s'il  peut  exister  une  fonction  f  telle  que  /((v),  où  w  est  une  fonction 
algébrique  des  deux  arguments  u  et  y,  s'exprime  algébriquement  au  moyen 
de  M,  V,  f  {u),  f  {v)  et  leurs  dérivées  jusqu'à  l'ordre  /?i  —  i.  Après  avoir  montré 
que  la  fonction  satisfait  à  une  équation  dinérentielle  algébrique  d'ordre  m  dont 
l'intégrale  générale  est  une  fonction  algél)ri(|ue  d'une  intégrale  particulière,  de 
ses  dérivées,  de  la  variable  indépendante  et  de  m  constantes  arl)itraires,  M.  K()- 
nigsberger,  en  s'appuyant  sur  les  résultats  de  son  précédent  niémoire,  ramène 
cette  équation  dinérentielle  à  une  forme  linéaire  et  homogène  et  démontre 
l'impossibilité  de  la  propriété  énoncée,  à  moins  que  l'équation  difTérentielle  ne 
soit  du  premier  ordre. 

Bigler.  —  Sur  les  fonctions  gamma  avec  un  paramètre  arbitraire. 
(237-254). 

En  partant  d'une  certaine  intégrale  curviligne  duc  à  Ilcrmann  Ilankel  et  qui 

représente  la  fonction  — — -  poui'   toutes   les  valeurs  finies  de  rargumcnt . 

l'auteur  retrouve  les  principales  propriétés  de  celte  fonction.  De  même  on  peut, 
au  moyen  d'une  combinaison  linéaire  de  deux  intégrales  curvilignes,  ohlenir 
une  fonction  de  deux  arguments  a  et  p,  ([ui  a  un  sens  pour  toutes  les  valeurs 
de  ces  arguments  et  qui  coïncitle  avec   l'intégrale  d'Euler  de  [)rcmière  espèce 


/ 


1 

0 


lorsque  les    parties  réelles  d(^   a  et  de   [î   sont   positives;    celle    représenl.ilion 
nouvelle  permet  de  déduire  les  propriétés  elassi(|ues  de   cette   loiietion.  V.\\\\\\ 
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M.  Bigler  donne  les  expressions  de  r  (  -  |  et  r  /  -  j  au  moyen  des  demi-périodes  K 
des  fonctions  elliptiques  ayant  respectivement  pour  modules  sin       et  4  /  -  • 

ScJieibner  {IV.).   —    Sur  les  produits  de   trois  et  quatre  fonc- 
tions thêta.  (255-209). 

Il  s'agit  de  formules  qui  montrent  la  relation  entre  les  fonctions  /  de  Kiepert 
et  la  trisection  de  l'argument  des  fonctions  elliptiques  thêta.  L'auteur  montre  en 
outre  l'équivalence  entre  la  formule  fondamentale  à  trois  termes  de  Weierstrass 
relative  à  la  fonction  a  et  une  formule  analogue  de  Jacobi  où  entrent  plusieurs 
fonctions  thêta. 

Léopold  Kronecker.   —    Remarque   sur  les   formules  thêta   de 
Jacobi.  (260-272). 

Si  l'on  considère  les  fonctions 

T,(^o,  C„  ç^,  î;3)  =  2r,(!;„+j;.)Sr,(î;o-C.)Sr,(î;,+  î;3)2r,(!;,-î;3) 

(/t  =  O,    I,    2,    3  ), 

où  les  Sr,,  sont  les  quatre  fonctions  entières  de  Jacobi,  elles  prennent,  par  toutes 
les  permutations  possibles  des  quatre  arguments  î^,,,  Çp  î^^,  ^3,  douze  valeurs, 
chacune  d'elles  T;^  prenant  trois  valeurs  conjuguées  T,,,  T',,,  T^'^  où 

t;.(!;o,  !;.,  î;^,  '^^)  =  t,(î;«,  :;„  ^3,  C),     niCo,  c„  c„  Ç3)  =  T,(^o,  C3, 5;.,  C.). 

En  partant  des  expressions  des  2r  en  séries  infinies  on  peut  exprimer  ces 
douze  fonctions  au  moyen  de  quatre  fonctions  seulement 

R,     R',     R",     S, 

les  trois  premières  étant  conjuguées  et  la  quatrième  symétrique.  Ces  expressions 
donnent  toutes  les  relations  identiques  qui  existent  entre  les  douze  fonctions  T, 
en  particulier  la  relation  fondamentale  de  Jacobi 

et  la  relation  fondamentale  (à  trois  termes)  de  Weierstrass 

T,  +  t;  +  r;  =  o 

dont  il  est  question  dans  la  Note  précédente. 

M.  Kronecker  introduit  encore  seize  expressions,  sous  forme  de  séries  qua- 
druplement  infinies,  et  qui  sont  des  quadruples  produits  de  fonctions  ^,  au 
moyen  desquelles  peuvent  en  particulier  s'exprimer  les  fonctions  R,  R',  IV',  S. 
Enfin  il  montre  comment  les  formules  fondamentales  de  Jacobi  et  de  Weierstrass 
peuvent  se  déduire  des  représentations  des  fonctions  Sr  en  [)roduits  infinis. 
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Hensel  {K.).    —    Théorie   des   pinceaux   infiniment   minces   de 
rayons.  (273-3u3). 

Ce  Mémoire  a  pour  but  de  démontrer  à  nouveau  et  de  généraliser  les  résultats 
obtenus  par  M.  E.  Kummer  dans  sa  Théorie  générale  des  congruences  de 
droites  (même  Journal,  t.  LVII).  Etant  donné  un  rayon  particulier  L  (rayon 
central)  d'une  congruence  de  droites,  l'auteur  envisage  les  rayons  infiniment 
voisins;  ces  rayons  forment  un  pinceau  dont  les  propriétés  sont  étudiées  en 
prenant  pour  point  de  départ  la  considération  de  deux  formes  différentielles 
quadratiques.  Si  m  et  (^  sont  les  paramètres  de  la  congruence  et  si  chaque  rayon 
est  défini  par  les  coordonnées  {x,  y^z)  d'un  de  ses  points  et  les  cosinus  direc- 
teurs (^,  r\,  Ç),  ces  deux  formes  sont 

d\^  +  dr{^  +  d'C^-        et        dx  d\  +  dy  dt]  -i-  dz  d^; 

en  effectuant  sur  du  et  dv  une  substitution  linéaire,  on  peut  les  réduire  à  des 
sommes  de  carrés;  ce  sont  les  deux  combinaisons  linéaires  p  et  q  de  du  et 
dv  ainsi  obtenues  qui  peuvent  servir  de  coordonnées  à  un  rayon  l  infiniment 
voisin  de  L.  M.  Hensel  arrive  ainsi  à  la  notion  de  ra^^ons  conjugués,  diamétraux, 
opposés,  développe  la  théorie  du  point  central  {Mittelpunkt)  de  L,  de  ses  deux 
points  limites  et  de  ses  deux  points  focaux.  Les  sections  normales  du  pinceau 
lui  permettent  d'étudier  la  densité  en  chaque  point  de  L;  pour  des  pinceaux 
d'inclinaison  uniforme,  c'est-à-dire  limités  par  des  rayons  également  inclinés 
sur  le  rayon  central,  ces  sections  sont  des  ellipses  ayant  leurs  axes  parallèles. 
Enfin  M.  llenscl  déduit  de  la  théorie  générale  les  propriétés  des  pinceaux  de 
normales  à  une  surface,  pinceaux  caractérisés  par  la  condition  que  les  points 
limites  coïncident  avec  les  points  focaux. 

Schottky  {F.).    —   Sur  la   théorie  des   fonctions  abélienncs  de 
quatre  variables.  (3o4-35'>>). 

Ce  Mémoire  se  divise  en  deux  parties.  Dans  la  première  parlie  l'auteur 
introduit  des  notations  fondées  sur  la  théorie  des  caractéristiques.  En  partant 
de  la  définition  de  Weicrstrass  des  fonctions  B  de  p  arguments,  on  a  une  série 
de  /|  p  fonctions  dont  chacune  est  caractérisée  par  20  entiers  ô^,  e^^,  les  p  pre- 
miers pouvant  prendre  les  valeurs  o  et  — i,  les  p  derniers  les  valeurs  o  et  i. 
Si  à  chacune  de  ces  fonctions  on  donne  un  indice,  on  peut  coml)iner  ces  indices, 
de  manière  que  la  combinaison  d'un  nombre  impair  de  ces  indices  définisse 
sans  ambiguïté  l'indice  d'une  fonction  B  déteiininée,-  mais  on  peut  aussi  con- 
sidérer des  combinaisons  d'un  nombre  [)air  d'indices;  elles  définissent  alors  dos 
demi-périodes;  par  exemple  Ini  désigne  la  demi-période  qui  transforme  H/ 
en  0//i  (à  un  facteur  exponentiel  près);  Inin  désigne  la   fonction  ^  telle  (juc 

soit  une  fonction  abélienne  et  ainsi  de  suite. 

L'auteur  considère  ensuite  les  groupes  de  demi-périodes  de  i,  2,  .. .,  v  dimen- 
sions, un  groupe  de  v  dimensions  étant  formé  de  •>"  demi-périodes,  dont  la 
période  o,  et  qui  peuvent  être  représentées  au  moyiMi  de  v  (.l'onlre  elles.  A  ces 
groupes  correspondent  des  fonctions  de  v  dimensions  dont  chacune  est   le  pro- 
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duit  d'une  fonction  B  par  lésa'-'  autres  fonctions  qui  s'en  déduisent  au  moyen 
des  demi-périodes  du  groupe.  Parmi  ces  fonctions,  celles  dont  les  facteurs  sont 
tous  des  fonctions  impaires  ou  tous  des  fonctions  paires  jouent  un  rôle  par- 
ticulier; l'auteur  les  appelle  respectivement  fonctions  de  première  et  de 
deuxième  espèce. 

Passant  dans  la  deuxième  partie,  aux  fonctions  abélienncs  de  quatre  variables, 
l'auteur  remarque  qu'elles  ont,  dans  le  cas  général,  dix  modules  de  périodicité 
indépendants,  alors  que  les  courbes  algébriques  de  genre  quatre  ne  dépendent 
que  de  neuf  modules;  il  faut  donc  que  les  dix  modules  de  périodicité  des  fonc- 
tions abéliennes  auxquelles  elles  donnent  naissance  soient  liés  par  une  relation. 
L'auteur  cherche  une  propriété  caractéristique  de  ces  fonctions  particulières,  et 
il  la  trouve  dans  l'existence  d'une  relation  non  identique  entre  les  valeurs  ini- 
tiales (c'est-à-dire  correspondant  aux  valeurs  zéro  des  variables)  des  fonctions  0 
paires.  Il  y  est  conduit  par  cette  remarque  que,  dans  la  théorie  spéciale  dont  il 
s'agit,  il  est  possible  pour  les  valeurs  des  variables  assujetties  à  certaines  res- 
trictions, de  représenter  tous  les  quotients  de  fonctions  0  impaires  comme 
des  fonctions  symétriques  et  décomposables  de  deux  variables  indépendantes. 
Cette  remarque,  jointe  à  l'existence  générale  d'un  système  d'équations  quadra- 
tiques homogènes  entre  les  fonctions  6  impaires,  le  conduit  au  résultat  énoncé 
plus  haut. 

Tome  cm  (année  i888). 


Augiist  (F.).  —  Sur  la  surface  de  révolution  de  moindre  résis- 
tance et  sur  la  meilleure  forme  à  donner  aux  pointes  des  pro- 
jectiles d'après  la  théorie  de  Newton.  (1-24). 

D'après  l'hypothèse  de  Newton,  un  élément  de  surface  df  d'un  projectile 
mobile  dans  l'air  éprouve  de  la  part  de  celui-ci  une  résistance  normale  de  la 
forme  W^df  cos-'z,  où  VV^  est  une  constante  ne  dépendant  que  de  la  vitesse 
et  T  l'angle  de  la  normale  à  l'élément  de  surface  avec  la  direction  du  mouve- 
ment. Si  l'on  considère  en  particulier  une  surface  de  révolution  se  déplaçant 
dans  le  sens  de  son  axe  et  si  l'on  se  donne  deux  parallèles  de  cette  surface,  on 
peut  chercher  la  forme  qu'il  convient  de  donner  à  la  méridienne  pour  que  la 
zone  située  entre  ces  deux  parallèles  éprouve  la  moindre  résistance  possible. 
C'est  une  courbe  déjà  trouvée  par  Newton;  malheureusement  il  n'en  passe  pas 
toujours  une  par  deux  points  quelconques  d'un  plan  méridien,  en  particulier  si 
l'un  de  ces  points  est  sur  l'axe,  cas  qui  importe  seul  dans  la  pratique.  Mais 
l'auteur  montre  que,  pour  que  la  théorie  de  Newton  s'applique,  il  faut  supposer 
que  la  méridienne  a  sa  convexité  constamment  tournée  du  côté  du  mouvement; 
alors  il  y  a  toujours  un  minimum;  la  méridienne  se  compose  d'une  partie  rec- 
tiligne  perpendiculaire  à  l'axe  et  d'un  arc  de  la  courbe  minima  de  Newton. 
IM.  August  compare,  au  point  de  vue  de  la  résistance,  cette  forme  de  la  pointe 
des  projectiles  à  d'autres  formes  quelquefois  adoptées. 

KnoblaucJi  (./•).  —  Sur  les  quantités  fondamentales  de  la  théorie 
des  surfaces.  (25-39). 
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Knoblauch  (J-)-  —  Sur  la  conditioQ  d'isothermie  des  lignes  de 
courbure.  (4o-43). 

Après  avoir  rappelé  les  expressions  difTérentiellcs  du  premier  et  du  second 
ordre  introduites  par  Gauss  dans  la  théorie  des  surfaces,  M.  Knoblauch  intro- 
duit, dans  son  premier  Mémoire,  quatre  expressions  du  troisième  ordre  F,  Q, 
H,  S  coefficients  de  la  forme  cubique. 

ds^'d  -  =  F dii^-h  3Qdu^ dv  -{-  ZRdudv- -h  Sdv\ 

P 

où-  désigne  la  courbure  de  la   section   normale  dont  la   tangente  est  définie 

P 

par  -;— •  Cette  forme  égalée  à  zéro  donne  les  sections  normales  ayant  au  point 
^      du  ^  j  r 

(u,v)  un  contact  du  troisième  ordre  avec  leur  cercle  osculateur,  sections  normales 
déjà  considérées  par  de  la  Gournerie.  Ces  quatre  coefficients  peuvent  être  ob- 
tenus par  un  système  très  remarquable  d'équations  linéaiies  pour  lesquelles  les 
coefficients  des  inconnues  sont  les  expressions  de  Gauss  et  les  seconds  membres 
les  dérivées  partielles  de  la  courbure  moyenne  et  de  la  courbure  totale.  L'au- 
teur donne  en  outre  une   interprétation  géométrique  du  covarianl  quadratique 

de  la  forme  cubique  au  moyen  de  la  courbure  -  et  des  courbures  principales  — 

P  Pi 

I 
et  -. 

P2 

Dans  le  second  Mémoire,  M.  Knoblauch  donne  également  une  interprétation 
géométrique  de  la  forme  diiïérentielle  linéaire  dont  l'intégrabilité  exprime  que 
la  surface  est  isotherme;  cette  forme  est 

i  -h  n         dH 


ï  —'^  v/H2— 4K 

où  H  désigne  la  courbure  moyenne,  K  la  courbure  totale,  n  le  rapport  anhar- 

monique  des  deux  tangentes  asymplotiques,  de  la  tangente  à  la  courbe  H  =  consl. 

,     ,  dv 

et  de  la  tangente  -r— • 
du 

Kottei'  {Fritz).  —  Application  des  fonctions  abéliennes  à  un  pro- 
blème   de    la    statique    des    surfaces    flexibles    inextensibles. 

(44-74)- 

Le  problème  dont  il  s'agit  est  le  suivant  :  On  considère  une  portion  de  surface 
matérielle  homogène  flexible  et  inextensible  ayant  la  forme  d'un  secteur  plan 
limité  par  un  arc  d'ellipse  et  les  deux  rayons  issus  du  centre  qui  aboutissent 
aux  extrémités  de  cet  arc;  on  fixe  alors  ces  deux  rayons  d'une  manière  arbi- 
traire dans  l'espace;  on  demande  la  figure  d'équilibre  que  prendra  la  membrane 
sous  l'influence  de  la  pesanteur.  Cette  figure  sera  une  portion  de  cône  dont  il 
suffit  de  connaître  la  courbe  périphérique.  Après  avoir  établi  l'équation  dilTé- 
rentielle  de  cette  courbe,  l'auteur,  au  moyen  d'assez  nombreuses  transforma- 
tions, est  ramené  à  des  intégrales  de  fondions  algébricpies  attachées  à  une 
certaine  courbe  du  quatrième  tiegré  et  de  genre  3.  En  prônant  pour  variable  indé- 
pendante la  projection  sur  le  plan  horizontal  de  l'aire  du  cône  comprise  entre 
une  génératrice  variable  et  une  des  génératrices   limites,  les  coordonnées  il'un 

Jïull.  des  Sciences  mat  hem.,  -y.^  série,  t.  \\V.  (Juin  i()oi.)  H.io. 
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point  de  l'ellipse  limite  el  du  point  correspondant  de  la  pcriphério  du  cône  dans 
l'espace  s'expriment  au  moyen  de  fonctions  ©  de  trois  arguments,  mais  qui,  ici,  se 
réduisent  à  des  fonctions  0  de  deux  arguments  dont  l'un  a  une  valeur  constante. 

Sujet  de  concours  du  prix  de  la  Société  Jablonowski  de  Leipzig 
|)0ur  Tannée  1889.  (-^5-^6). 

ScJieibner  {^V.).  —  Sur  une  formule  de  transformation  des  inté- 
grales doubles.  (77-83). 

\i\\  partant  de  deux  relations  quadrilinéaires  en  x,  y,  w,  2,  l'auteur  montre 
(lu'on  peut  transformer  l'une  dans  l'autre  deux  intégrales  doubles  de  la  forme 


r  dxdy  r 

J   \\{x,y)'        J 


dw  dz 


R  et  S  étant  des  polynômes  du  quatrième  degré  par  rapport  à  chacun  de  leurs 
arguments.  L'auteur  étend  ensuite  aux  intégrales  doubles  la  notion  d'intégrale 
indéfinie  et  d'intégrale  curviligne,  cette  dernière  lorsque  la   fonction  sous  le 

signe    /    est  une  fonction  analytique  de  deux  variables  complexes. 

Pincherle  (S.).  —  Sur  la  nature  arithmétique  des  coefficients  des 
séries  intégrales  des  équations  différentielles  linéaires.  (84-86). 

Il  s'agit  de  certaines  équations  linéaires  dont  les  coefficients  sont  des  po- 
lynômes à  coefficients  entiers;  les  coefficients  des  séries  intégrales  sont  des 
nombres  algébriques  satisfaisant  à  certaines  propriétés  arithmétiques. 

Fleymanri  (îVoldemar).  —  Remarques  sur  certaines  intégrales 
elliptiques.  (87-88). 

Il  s'agit  de  la  décomposition  en  ses  parties  réelle  et  imaginaire  de  l'inté- 
grale elliptique  de  première  espèce  à  module  imaginaire. 

Scliaflieltlin  [Paul).  —  Sur  la  représentation,  par  des  intégrales 
définies,  de  la  série  hypergéométrique  généralisée.  (89-97). 

L'auteur  considère  l'intégrale  définie 


y{x)=   j     <i^{v)'.o{vx)dv, 


8 

où  g  et  h  sont  indépendants  de  x,  et  où   les  fonctions  o  el  ^  sont  définies  par 
les  équations  différentielles 

n  —  l 
(0  I]^'"(«,'^-^)'-^^^|^=°         (^0=0), 

(2)  v{^-i)  ^^^_(xç,_a)^(ç;)  =  o; 
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la  fonction  y  satisfait  alors  à  une  équation  diflérenticlle  d'ordre  n  analogue 
à  (i).  L'auteur  montre  comment  cette  manière  d'introduire  la  série  hypcrgéo- 
métrique  généralisée  se  rattache  aux  méthodes  de  M.  Goursat  et  de  M.  Poch- 
hammer. 

Afeyer  (A.).  —  Sur  un  ihéorème  de  Dirichlet.  (98-1  i-j). 

D'après  Dirichlet,  «  non  seulement  toute  forme  quadratique  renferme  une 
infinité  de  nombres  premiers,  mais  encore  elle  en  contient  qui  sont  d'une 
forme  linéaire  quelconque  compatible  avec  la  forme  quadratique  donnée  ».  La 
pre?nicrc  partie  de  cette  proposition  a  été  démontrée  par  Dirichlet  lui-même 
dans  un  cas  particulier,  et  par  M.  IL  Weber  dans  le  cas  général;  M.  Meyer  en 
démontre  la  deuxième  partie;  d'une  manière  plus  précise,  il  prouve  le  théorème 
suivant  : 

Toute  forme  quadratique  propre  binaire  primitive  aa:--h  2ba:y -\- cy\ 
dont  le  déterminant  D  =  ^^ —  ac  n'est  pas  un  carré,  représente  une  infinité 
de  nombres  premiers  contenus  en  même  temps  dans  une  forme  linéaire 
positive  Ma7  4-N  donnée  compatible  avec  les  caractères  du  genre  de  cette 
forme  quadratique. 

La  démonstration  repose  sur  les  propriétés  de  séries  arithmétiques  analogues 
à  la  série  ^{s),  spécialement  au  voisinage  de  5  =  1. 

Busclie  {E .).  —  Sur  les  parties  entières,  (i  18-1 25). 

En  désignant  respectivement  par  [a]  et  [a]'  le  plus  petit  entier  supérieur 
à  a  —  I  et  le  plus  grand  entier  inférieur  à  a,  l'auteur  démontre  la  formule 

où  F  désigne  une  fonction  quelconque,  f^xi^)  "f^c  fonction  réelle  finie,  con- 
tinue et  croissante  de  a;  =  a  jusqu'à  x  =  6,  f^iiy)  1^  fonction  inverse.  L'au- 
teur déduit  de  là  plusieurs  autres  formules  intéressantes  et,  en  particulier,  une 
démonstration  simple  de  la  loi  de  réciprocité  des  résidus  quadratiques. 

Lercli   [Mathlas).    —    Stir   certaines   fonctions    dépourvues    de 
dérivées.  (i26-i38). 

Parmi  les  séries  de  la  forme 

00 

/(^)  =  y^  c,cosa,z:c, 

V-O 


où  les  a.,  sont  des  entiers  positifs  tels  (ju'il  (^xiste  une  suite  infinie  d'cnlicrs 
distincts  Z>,,  ^^,  ...,  pour  icsiinels  les  quotients  -—■  (x=i,2,  ...)  sont  entiers, 
et  où  les  c.^  sont  les  termes  d'une  série  absolument  convergente,  il  y  on  a  une 
inlinilé  qui    n'admettent  de  dérivée   pour  aucune   valeur  de  x  tle  la  fiuine  — 

m 

[a  étant  un  nombre  entier).  De  même,  si  jO^,  /;,,  /;,,  . . .  sont  des  entiers  impairs 
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non   situés  au-dessous  d'une  limite  fixe,  et  si  /•  est  une  quantité  positive  >i, 
la  série 


f{x)  =  ^  —  cosa^Tta;        («v  =  /^i  /'n  •••>  P.) 


v=o 


représente  une  fonction  qui  n'admet  de  dérivée  pour  aucune  valeur  âcx.  L'au- 
teur termine  par  des  exemples  de  séiics  qui  admettent  des  dérivées  de  tous  les 
ordres,  mais  n'admettent  pas  de  développement  de  Taylor. 

Frobenius  {G.).  —  Sur  les  covariants  jacobiens  des  systèmes  de 
coniques  qiiadruplement  tangentes  à  une  courbe  du  quatrième 
ordre.  (iSy-iSS). 

Aux  63  systèmes  de  coniques  quadruplement  tangentes  à  une  courbe  du  qua- 
trième ordre,  Steiner  {Journal  de  Crelle,  t.  49)  a  fait  correspondre  63  cova- 
riants du  troisième  ordre  qui  sont  des  covariants  irrationnels  de  la  courbe. 
L'auteur  se  propose  d'étudier  les  relations  mutuelles  de  ces  systèmes  de  coniques 
et  de  ces  covariants.  Il  reprend  d'abord  rapidement  les  résultats  exposés  dans 
ce  même  journal  (t.  99)  sur  les  relations  entre  les  28  tangentes  doubles  d'une 
courbe  du  quatrième  ordre;  il  part  de  l'existence,  dont  la  possibilité  a  été 
'     préalablement  démontrée,  de  28  fonctions  linéaires 

^a,3=^pa         (a  5^  ?;  a,  |â  =  O,   I,   ...,  7) 
satisfaisant  aux  identités 

OÙ  les  y^o^  se  déduisent  des  .37^3,  en  remplaçant  les  coordonnées  d'un  point  du  plan 
par  les  coordonnées  d'un  autre  point  indépendant.  Il  complète  ensuite  (§§  6  et  7) 
la  théorie  de  liesse  des  36  manières  dont  on  peut  faire  correspondre  les  28  tan- 
gentes doubles  aux  lignes  de  jonction  de  huit  points  de  l'espace  et  du  passage 
de  l'une  de  ces  représentations  aux  35  autres.  Après  ces  préliminaires,  il 
passe  (§  8)  à  la  recherche  des  relations  qui  existent  entre  les  63  covariants  G'' 
déjà  définis.  Comme  applications,  il  étudie  (§  9)  les  5o4o  systèmes  de  six  tan- 
gentes doubles  dont  les  points  de  contact  sont  sur  une  cubique  et  qui  forment 
un  hexagone  de  Pascal  et(§  10)  les  1008  systèmes  de  six  tangentes  doubles  dont 
les  points  de  contact  sont  sur  une  cubique  et  qui  forment  un  hexagone  de 
Brianchon.  Il  en  déduit  (§  12)  des  relations  remarquables  entre  les  cova- 
riants G^  et  les  fonctions  racines  et  leurs  différentielles.  Enfin  (§§  13  et  14),  il 
considère  quelques  covariants  du  troisième  et  du  quatrième  degré  qui  sont 
dans  un  rapport  étroit  avec  les  covariants  G^. 

Weingarten  {J.)-  —  Sur  une  propriété  des  surfaces  pour  les- 
quelles un  rayon  de  courbure  principal  est  fonction  de  l'autre. 

(,84). 

L'auteur  donne  une  démonstration   élégante  du   théorème   dû   à  Lie  que  les 
lignes  de  courbure  de  ces  surfaces  se  déterminent  par  des  quadratures. 
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Scholtky  {F.).  —  Sur  des  fonctions  abéliennes  spéciales  de  genre 
quatre.  (i85-2o3). 

Si  l'on  considère  quatre  intégrales  indépendantes  de  première  espèce,  atta- 
chées à  une  équation  non  hyperelliptiquc  de  genre  4i  '1  existe  entre  leurs 
dérivées  deux  relations  homogènes,  l'une  du  second,  l'autre  du  troisième  degré. 
L'auteur  se  propose  d'étudier  le  cas  particulier  où  le  discriminant  de  la  pre- 
mière de  ces  relations  est  nul;  M.  Weber  a  montré  que,  dans  ce  cas,  parmi  les 
fonctions  6  correspondantes,  il  en  existe  une,  paire,  s'annulant  en  même  temps 
que  les  arguments.  M.  Schottky  arrive  à  cette  conclusion  que  la  courbe  algé- 
brique de  genre  4  peut  être  supposée  du  neuvième  degré  avec  huit  points 
triples.  Les  deux  relations  homogènes  qui  existent  entre  les  quatre  polynômes 
adjoints  du  sixième  degré  X,  Y,  Z,  U  peuvent  être  regardées  comme  définissant 
une  courbe  gauche  du  sixième  ordre.  Les  premiers  membres  des  équations 
des  120  plans  tangents  triples  à  cette  courbe  gauche  s'introduisent  naturelle- 
ment dans  la  théorie  des  fonctions  0  correspondantes. 

Bois-Reymond  {P.  du).  —  Remarques  sur  As  =  -r-^  -h  -z-^  =  o. 
(204-^^09). 

L'auteur  s'occupe  de  la  détermination  d'une  fonction  z  continue  ainsi  que 
ses  dérivées  à  l'intérieur  d'une  aire  limitée  par  un  contour  simple  avec  des 
conditions  aux  limites  données  sur  ce  contour.  Il  traite  spécialement  le  cas  où 
le  contour  est  un   cercle.  Après  avoir  donné,  pour  ce  contour,  la   forme  de  la 

fonction  de  Green  qui  se  réduit  sur  le  cercle  à  logv/(.i7  —  ^)"H-  (y  —  '»~i  )">  où 
;r,  jKSont  les  coordonnées  d'un  point  du  cercle,  l,  r\  celles  d'un  point  intérieur, 
du  Bois-Reymond  passe  à  la  détermination  de  la  fonction  z  par  les  valeurs  don- 
nées sur  le  contour  au  moyen  de  l'intégrale  curviligne 


2TZZ=z     /  ^0/(0) 


I  —  2  e  cos  (0  —  a  )  -H  £■ 


il  montre  que  la  fonction  /(a)  qui  représente  les  valeurs  de  z  sur  le  cercle 
n'a  besoin  que  d'être  intégrable;  il  éludie  dans  quels  cas  la  dérivée  suivant  la 
normale  de  la  fonction  z  ainsi  déterminée  peut  devenir  infinie.  lùilin  il  s'occupe 

dz 


du  cas  où  l'on  se  donnerait  -^^  le  long  du  cercle 


Ilensel  {li.).  —  Sur  la  représentation  des  nombres  d'un  domaine 
de  rationalité  pour  un  diviseur  [)rcmier  quelconque,  (aoo-a.)^). 

Etant  donné  un  diviseur  prtMnier  quelconque  P  du  nombre  premier  réel  />, 
on  considère  l'ensemble  des  nombres  qui  s'expriment  ralitinnelleiuonl  (modP) 
au  moyen  d'un  certain  nombre  algébri([ue  entier.  Chacun  d'eux,  w,  est  la  racine 
d'une  congruencc  d'un  degré  déterminé  x(m()(l/>).  L'auteur  dénionlro  ijuil 
existe  toujours  un  de  ces  nombres,  appelé  nombre  fondamental ,  tel  que 

IV,    iV,     . . .,     iVjy""' 


i4()  si:(:()Ni)K  rAUTiiî:. 

(lélcniuncnt  un  syslônio  foiKhimcnlal  pour  le  domaine  considéré.  Il  en  déduit 
un  nouveau  procédé  pour  détennincr  le  nombre  de  ces  nombres. 

Jlanihiirger.  —  Sur  une  classe  spéciale  d'équations  cl i (Té re miellés 
linéaires.  (p.SS-a^S). 

Il  s'agit  des  équations  dilTérentielles  linéaires  et  homogènes  n'admettant  que 
deux  points  singuliers  x  =  o  et  a;  =  oo.  Soit 

dx"  \   ^       X  )  dx"--^  \  "       X  j 

dont  toutes  les  intégrales  soient  régulières  au  voisinage  de  a;  =  oo  et  qui 
admettent  une  intégrale  du  type  de  celles  étudiées  par  Cayley  (t.  C  du  même 
Journal  )  telle  que 

A»!  A,,;-,  A, 

y  =  ^Ae^"'    X--'    ■•■     ■i(B„+B,^ +  ...), 

la  série  entre  parenthèses  étant  convergente.  L'auteur  se  borne  au  cas  général 
où  l'équation  déterminante  pour  ^  =  <»  n'admet  que  des  racines  distinctes 
telles  que  d'eux  d'entre  elles  ne  dilTèrcnt  pas  d'un  nombre  entier.  Il  montre 
alors  que  la  série  0,,+ Bi^; --h. . .  est  limitée,  que  A  est  de  la  forme  p  —  k, 
p  étant  une  des  racines  de  l'équation  déterminante  et  k  le  degré  du  polynôme 
précédent.  Il  montre  comment  on  peut  trouver  les  coefficients  A^  ...,  A,,^,  A, 
Bg,  B,,  ...,  dans  le  cas  où  le  problème  est  possible;  outre  les  conditions  déjà 
énoncées,  il  faut  et  il  suffit  que  m(/i  —  i)  —  i  relations  supplémentaires  soient 
réalisées. 

Kônigsberger  (^Léo).  —  Sur  les  relations  algébriques  qui  peuvent 
exister,  pour  une  équation  dilFérentielle  linéaire  et  homogène, 
entre  les  intégrales  fondamentales  et  leurs  dérivées.  (274-^20). 

Si  pour  une  équation  différentielle  de  la  forme  indiquée  il  existe  une  relation 
algébrique  entre  trois  intégrales  fondamentales  et  leurs  dérivées  et  si  l'on  con- 
sidère l'équation  du  second  ordre  mise  sous  sa  forme  réduite  qu'on  en  déduit 
à  l'aide  d'une  intégrale  particulière  de  l'équation  donnée,  il  doit  exister  entre 
deux  de  ses  intégrales  fondamentales  et  leurs  dérivées  une  relation  algébrique 
lorsqu'on  adjoint  l'intégrale  auxiliaire  de  l'équation  donnée,  ses  dérivées  et  la 
fonction  exponentielle  dont  l'exposant  e^t  représenté  par  la  quadrature  effectuée 
sur  le  premier  coefficient  de  l'équation  donnée.  Pour  cela  cette  équation  du 
second  ordre  doit  être  réductible,  et  alors,  ou  bien  elle  a  une  intégrale  algé- 
brique, ou  bien  deux  de  ses  intégrales  fondamentales,  et  deux  seulement,  satis- 
font à  des  é(|uations  du  premier  ordre,  ou  bien  enfin  toutes  ses  intégrales 
satisfont  à  des  équations  de  cette  nature. 

Netto  [Eugen).  —  Recherclies  sur  la  théorie  des  groupes  de 
substitutions.  (32i-33(3). 

L'auteur  donne  des  relations  remarqtiables  entre  l'ordre  d'un  groupe  et  le 
nombre  des  substitutions  de  ce  groupe  (|ui  contiennent  un  nombre  donné  de 
cycles  d'ordre  donné.  Il   s'occupe  également  des  groupes  dont  l'ordre  est  une 


REVUE    DES    PUBLICATIONS.  147 

puissance  d'un  nombre  premier,  spécialement  au  point  de  vue  de  leur  impri- 
mitivité  et  de  leurs  sous-groupes. 

Hilbert  {David).  —  Sur  le  discriminant  de  la  série  hjpergéomé- 
Irique  limitée.  (337-345). 

L'auteur  donne  l'expression  de  ce  discriminant  et  applique  ce  résultat  à  la 
recherche  du  nombre  des  racines  réelles  du  polynôme  formé  par  la  série 
limitée. 

Thomé  (L.-W.).  —  Remarque  sur  la  théoine  des  équations  diflTé- 
rentielles  linéaires.  (346-347). 

Il  s'agit  d'un  Mémoire  de  M.  Poincaré  sur  les  intégrales  irrégulières  des  équa- 
tions linéaires  et  d'une  discussion  à  laquelle  il  a  donné  lieu  entre  M.  Poincaré 
et  M.  Thomé. 

Tome  CIV  (année  1889). 

Thomé  {L.-W.).  —  Sur  une  application  de  la  théorie  des  équa- 
tions différentielles  linéaires  aux  fonctions  algébriques.  (i-3i). 

Étant  donnée  une  équation  algébrique  entière  en  s  et  x,  de  degré  11  par 
rapport  à  s,  l'auteur  montre  qu'il  existe  toujours  une  équation  diiïérentielle 
linéaire  et  homogène  à  coefficients  rationnels  d'ordre  p  admettant  pour  inté- 
grales les  p  branches  linéairement  indépendantes  de  la  fonction  s  de  x.  L'au- 
teur montre  comment  se  comporte  cette  équation  difTérentielle  en  chaque  point 
critique  de  cette  fonction  s  et  comment  on  peut  se  servir  de  cette  é(jualion 
différentielle  pour  séparer  en  chacun  de  ces  points  les  différents  développements 
de  la  fonction  s. 

Busche  {E.).  —  Sur  l'application  de  la  Géométrie  à  la  théorie 
des  nombres.  (32-37). 

L'auteur  considère  différentes  représentations  géométriques  des  nombres 
entiers  réels  ou  imaginaires  qui  le  conduisent  à  des  théorèmes  intéressants  sur 
le  nombre  des  diviseurs  de  ces  entiers  satisfaisant  à  certaines  conditions. 

StaJiL  {IVillielm).  —  Sur  les  involutions  fondamentales  sur  les 
courbes  unicursales.  (38-6i). 

Il  s'agit  des  involutions  d'ordre  n  et  de  dimensions  Ji  —  /;  —  i  (Iccouvertcs 
par  Brill  sur  les  courbes  unicursales  d'ordre  n  dans  un  espace  ù  p  dimensions; 
si  •->/>  est  supérieur  ou  égal  à  11  —  i,  il  existe  une  nuilliplicilé  ù  n — p  —  i 
dimensions,  covariante  à  la  courbe  et  d'ordre  i  p  —  n  H-  12  ;  si  //  — p  est  égal  à  .?, 
il  existe  un  faisceau  de  faisceaux  de  multiplicités  du  second  ordre  i\  p  —  1 
dimensions,  également  covariant  à  la  courbe. 

L'auteur  étudie  les  cas  particuliers  des  courbes  planes  unicursales  du  troi- 
sième au  cin(juièmc  ordre  et  des  courbes  gauches  unicursales  du  quatrième  au 
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scplièmc  ordre.  II  part  de  la  théorie  des  oscillantes  des  courbes  unicursales. 
Il  arrive  à  des  résultats  spécialement  intéressants  pour  la  courbe  gauche  du 
cinquième  ordre  à  laquelle  sont  covariants  une  cubique  gauche  et  un  faisceau 
de  faisceaux  de  quadriques  par  rapport  auxquelles  la  cubique  est  la  polaire 
réciproque  des  deuxièmes  osculantes  mixtes  de  la  courbe  donnée. 

Schroeter  (//.).  —  Réduction  des  définitions  données  par  Grass- 
mann  des  courbes  du  troisième  ordre  aux  générations  de  ces 
courbes  indiquées  par  Chasles,  Cajlej  et  liesse.  (62-84). 

La  génération  de  Chasles  consiste  à  regarder  une  cubique  comme  le  lieu  des 
points  d'intersection  des  coniques  homologues  de  deux  faisceaux  homographi- 
ques  de  coniques;  dans  celle  de  Cayley-IIesse,  on  regarde  la  cubique  comme 
le  lieu  d'un  point  tel  que  les  droites  menées  de  ce  point  à  six  points  donnés 
forment  un  faisceau  en  involution.  A  ces  générations  l'auteur  ramène  les  trois 
principales  indiquées  par  Grassmann  (même  Journal,  t.  XXXVI)  :  dans  la  pre- 
mière, le  point  X  de  la  cubique  est  le  sommet  commun  de  deux  triangles  qui 
ont  un  côté  latéral  commun,  les  deux  autres  côtés  latéraux  et  les  deux  bases 
passant  par  des  points  fixes,  les  sommets  autres  que  x  décrivant  des  droites 
fixes;  dans  la  deuxième,  le  point  x  de  la  cubique  est  sommet  d'un  quadri- 
latère dont  les  quatre  côtés  et  la  diagonale  issue  de  x  passent  par  des  points 
fixes,  les  sommets  adjacents  à  x  décrivant  des  droites  fixes;  dans  la  troisième, 
la  cubique  est  le  lieu  d'un  point  dont  les  droites  de  jonction  à  trois  points 
donnés  coupent  trois  droites  données  en  trois  i)oints  en  ligne  droite. 

Rudio  {F.).  —  Sur  une  surface  particulière  du  quatrième  ordre 
avec  une  conique  double.  (85-88). 

Il  s'agit  de  la  surface  de  translation  lieu  des  milieux  des  segments  joignant 
deux  points  de  l'ellipse  et  de  l'hyperbole  focales  d'une  quadrique  donnée. 

Zàge.  —  Le  potentiel  des  corps  homogènes  en  forme  d'anneaux, 
en  particulier  du  tore.  (89-101). 

L'auteur  considère  les  solides  obtenus  par  la  révolution  d'une  aire  plane 
fermée  autour  d'un  axe  situé  dans  son  plan  et  ne  la  traversant  pas.  Après 
avoir  réduit  le  potentiel  à  deux  intégrales  dont  l'une  contient  le  potentiel  de 
l'aire  plane,  il  s'occupe  du  cas  du  tore  :  dans  ses  formules  s'introduisent  des 
intégrales  elliptiques. 

Ilatzidakis  (J.-N.).  —  Sur  certains  invariants  différentiels. 
(102-1 15). 

Étant  données  trois  fonctions  x,  y,  z  d'une  variable  et  une  quantité  w 
fonction  également  arbitraire  de  cette  variable,  l'auteur  cherche  toutes  les 
fonctions  de  x,  y,  z  et  de  leur  dérivés  jusqu'à  l'ordre  n  qui  se  reproduisent  à 
une  puissance  près  de  w,  par  la  substitution 

d\  =  h)dx,        d\  =  wc/j',        dZ  =  lùdz. 
Pour  chaque  ordre  ;*,  il  existe  deux  invariants  élémentaires  homogènes  et  de 
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degré  n  et  qui  contiennent  les  dérivées  du  /i'^"""  ordre  de  x,  y,  z  au  premier  degré 
seulement. 

PochJiamnier  (L.).  —  Sur  trois  équations  différentielles  linéaires 
du  quatrième  ordre.  (ii6-i5i). 

En  partant  d'une  équation  différentielle  linéaire  du  quatrième  ordre  dans 

cIy  d^  y 

laquelle  les  coefficients  dey,  -^  >  •••>  --—  sont  des  polynômes  respectivement 

de  degré  o,  i,  ...,  4>  l'auteur  cherche  à  y  satisfaire  par  une  intégrale  définie 

y—    \      {w  —  xy^'^dw, 

s 

il  est  conduit  pour  "^  à  une  équation  diiïérentielle  linéaire  du  troisième  ordre; 
c'est  en  spécialisant  cette  équation  qu'il  arrive  aux  équations  du  quatrième 
ordre  dont  il  s'agit.  Il  cherche  d'abord  à  ramener  l'équation  en  \^  à  l'équation 
de  la  série  hypergéométrique  du  troisième  ordre  avec  deux  points  singuliers  à 
distance  finie,  au  moyen  de  la  substitution 

\t?  =  ((V  — i)/'W; 

il  cherche  ensuite  à  la  ramener  à  l'équation  difTérenticlIe  de  la  série  hyper- 
géométrique  du  troisième  ordre  avec  trois  points  singuliers  à  distance  finie,  au 
moyen  de  la  substitution 

■^)  =  wP\Y; 

enfin  il  étudie  le  cas  où  l'équation  en  \Ç^  n'est  que  du  second  ordre  et  où  elle 
se  ramène  à  l'équation  de  la  série  hypergéométrique  de  Gauss  au  moyen  de  la 
substitution 

^)  =  ivP{w—l)1\\. 

Dans  chacun  de  ces  trois  cas,  l'équation  primitive  du  quatrième  ordre  est 
intégrée  par  des  intégrales  définies,  et  au  voisinage  de  chaque  point  singulier 
l'auteur  indique  par  quelles  intégrales  définies  sont  représentées  les  intégrales 
régulières. 

Poc/ihammer  (L.).  —  Sur  une  classe  de  fonctions  d'une  variable 
complexe  qui  ont  la  forme  d'intégrales  définies.  (loa-i^S). 

Dans  ce  Mémoire,  qui  se  rattache  au  précédent  et  le  complète,  l'auteur  étudie 
d'abord  l'intégrale  définie 


=/"'"- 


où  g,  /t,  >;  sont  des  constantes,  f{w)  une  fonction  analytique  non  nécessaire- 
ment uniforme  de  la  variable  complexe  tv,  avec  un  chemin  d'intégration  ilonné. 
Cette  intégrale  définie  est  une  fonction  de  la  variable  complexe  x  dont  l'auteur 
étudie  les  propriétés;  elle  est  uniforme  à  l'extérieur  d'une  aire  quelconque 
entourant  le  chemin  d'intégration,  à  condition  do  ne  pas  faire  franchir  à  la 
variable  une  coupure  parlant  d'un  point  du  contour  de  cette  aiic  et  s'étendant 
à  l'infini.  L'auteur  étudie   les   niodilications  (juc  sul)il  S(.i')   husiiui*  ,^■  décrit 
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im  contour  fermé  entourant  l'un  des  points^  ou  h  ou  coupant  le  chemin  d'in- 
tégration. Il  considère  ensuite  l'intéirrale  définie  analoeue 


et  étend  l'étude  au  cas  où  la  fonction  /(<v)  est  elle-même  donnée  comme  une 
intégrale  définie  de  la  même  nature;  de  sorte  que,  dans  le  cas  général,  on  a 
des  fonctions  de  la  variable  complexe  x  définies  par  des  intégrales  multiples. 

Konigsberger  (Léo).  —  Le  théorème  de  Catichj  sur  l'existence 
des  intégrales  d'une  équation  difTérentielle.  (1^4-176). 

L'auteur  se  sert  de  l'équation  auxiliaire 


dl  (I  — 'O- 

qui  lui  fournit  une  fonction  majorante. 

Jaeriscli  (Paul).  —  Intégration  générale  des  équations  de  l'éla- 
sticité pour  les  vibrations  et  l'équilibre  des  coips  de  révolution 
isotropes.  (17--210). 

L'auteur  applique  les  équations  données  par  Lamé  pour  un  système  quel- 
conque de  coordonnées  orthogonales  en  prenant  un  système  triple  orthogonal 
formé  des  plans  méridiens  et  de  deux  familles  orthogonales  de  surfaces  de 
révolution  autour  du  même  axe.  Il  arrive  à  réduire  à  des  équations  différen- 
tielles ordinaires  le  système  d'équations  aux  dérivées  partielles  à  intégrer  en 
prenant  pour  les  composantes  de  la  vibration,  ainsi  que  pour  certaines  quan- 
tités auxiliaires  A,  B,  C,  des  expressions  dépendant  de  certaines  fonctions  indé- 
terminées, de  manière  à  satisfaire  en  partie  aux  équations  aux  dérivées  par- 
tielles. Il  arrive  ainsi  à  un  théorème  général  valable  pour  tous  les  corps  de 
révolution,  mais  qui  n'avait  été  démontré  jusqu'alors  que  pour  l'équilibre,  à 
savoir  que  l'intégration  du  système  d'équations  aux  dérivées  partielles  des 
corps  de  révolution  élastiques  isotropes  se  ramène  à  la  résolution  de  l'équa- 
tion ^-u-ha?u  —  o  qui,  dans  le  cas  de  l'équilibre,  n'est  autre  que  l'équation 
potentielle  (a  =  o). 

Rcye  [Th.).  —  Sur  les  systèmes  linéaires  de  faisceaux  de  plans 
projectils    et   de    gerbes    de    plans    ou    d'espaces   collinéaires. 

1.(21 1-240). 

De  même  que  les  points,  les  droites  et  les  plans  peuvent  s'ordonner  de 
manière  à  engendrer  les  six  formes  fondamentales  de  la  Géométrie  de  position  : 
ponctuelles,  faisceaux  de  rayons  et  faisceaux  de  plans,  systèmes  plans,  gerbes 
et  espaces,  de  même  les  formes  fondamentales  projcctives  de  nième  nature 
pcuvont  s'ordonner  de  manière  à  engendrer  des  systèmes  linéaires  infinis  de 
différentes  espèces;  par  exemple,  le  système  linéaire  des  faisceaux  projcctifs  de 
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layons  qui  engendrent  deux  à  deux  une  conique  donnée,  le  systènne  linéaire 
des  ponctuelles  projectives  qui  engendrent  une  surface  réglée  du  second  ordre. 
D'une  manière  générale,  un  système  linéaire  n  fois  infini  (de  iV^^^  espèce)  |  M„  | 
est  déterminé  par  n-{-\  formes  fondamentales  projectives,  et  il  contient  tous 
les  systèmes  linéaires  engendrés  par  2,  3,  ...,  n  de  ces  formes;  en  particulier, 
I  quelconques  de  ces  S}'stèmes  ijM„_il  ont  en  commun  un  système  |  M„_J. 

Il  est  très  remarquable  que  ces  systèmes  linéaires  se  groupent  toujours  par 
couples  de  manière  en  somme  à  engendrer  la  même  forme,  par  exemple  les 
deux  systèmes  de  ponctuelles  projectives  qui  engendrent  un  hyperboloïde  à 
une  nappe  donné.  D'une  manière  générale,  on  conviendra  de  dire  que  deux 
systèmes  linéaires  de  formes  fondamentales  projectives  ont  même  support 
lorsque  les  formes  fondamentales  de  l'un  sont  formées  des  éléments  homo- 
logues des  formes  fondamentales  de  l'autre. 

Dans  ce  premier  Mémoire,  Tauteur  étudie  successivement,  à  ce  point  de  vue, 
les  systèmes  linéaires  de  faisceaux  de  plans  projectifs  et  de  gerbes  de  plans  ou 
d'espaces  collinéaires;  d'abord  les  deux  systèmes  |  Mj  |  de  faisceaux  de  plans 
projectifs  qui  engendrent  une  même  sui'face  réglée  du  second  ordre  et  qui  ont 
naturellement  même  support;  puis  la  congruence  linéaire  .u^^,  définie  par  trois 
faisceaux  de  plans  projectifs  à  laquelle  est  associé  un  système  j  S J  de  gerbes 
de  plans  collinéaires  ayant  même  support;  les  oc-  faisceaux  de  la  congruence 
engendrent  trois  par  trois  la  même  cubique  gauche  et  admettent  pour  axes  les 
cordes  de  cette  cubique,  la  congruence  de  ces  cordes  est  projetée  des  différents 
points  de  la  courbe  suivant  les  gerbes  de  plans  du  système  |S,|. 

Quatre  faisceaux  projectifs  de  plans  définissent  un  complexe  linéaire  j  M3I,  et 
les  plans  homologues  des  faisceaux  de  ce  complexe  définissent  un  faisceau  \'L^\ 
d'espaces  collinéaires  ayant  même  support.  Les  axes  des  différents  faisceaux 
de  IM3I,  ainsi  que  les  droites  d'intersection  des  plans  homologues  des  deux 
espaces  de  |£J  engendrent  un  complexe  quadratique  de  droites  qui  n'est  autre 
qu'un  complexe  tétraédral. 

Trois  gerbes  collinéaires  définissent  une  congruence  linéaiie  ou  réseau 
\Netz)  IS2I;  trois  gerbes  quelconques  de  ce  réseau  engendrent  la  même  sur- 
face F"*  du  troisième  ordre;  si  l'on  considère  trois  faisceaux  de  plans  homo- 
logues de  ces  trois  gerbes,  ils  engendrent  une  cubique  située  sur  F^,  et  il  leur 
correspond  un  faisceau  de  gerbes  collinéaires;  tous  ces  faisceaux  appartiennent 
à  un  second  réseau  |  Fj  |  de  gerbes  collinéaires  ayant  même  support  que  |  So  |  et 
engendrant  la  même  surface  F';  on  a  ainsi  sur  cette  surface  deux  réseaux  de 
cubiques. 

Trois  espaces  collinéaires  définissent  une  gerbe  d'espaces  1 2 J  ;  les  plans 
homologues  des  oo-  espaces  de  lil^l  forment  un  complexe  linéaire  ISJ  de 
co^  gerbes  de  plans  ayant  même  support.  A  ces  deux  systèmes  linéaires  est 
associée  une  certaine  courbe  gauche  du  sixième  ordre  c"  (Kerncune)  contenue 
dans  toutes  les  surfaces  F''  eugendrées  par  les  congruenccs  linéaires  de  gerbes 
appartenant  ù  |  S^j. 

Enfin  quatre  espaces  collinéaires  délinissent  un  système  linéaire  |  !_,  |  auquel 
est  associé  uu  autre  système  linéaire  d'espaces  IT3I.  Le  lieu  d'un  point  où  se 
coupent  des  plans  homologues  de  tous  les  espaces  de  | -.  |  est  une  surface  du 
quatrième  ordre  F'  {Kernjlàclie). 

Dans  chacun  des  cas  qui  viennent  d'être  énumérés,  l'aulcur  éliulic  les  [nin- 
cipales  singularités  qui  peuvent  se  présenter,  et  dans  le  dclail  desquelles  il  nous 
est  impossible  d'entrer. 
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Bois-Rcymond  {P.  du).  —  Sur  les  équations  aux  dérivées  par- 
tielles linéaires  du  second  ordre.  (24i-3oi). 

Ce  Mémoire  est  en  somme  un  résume  de  ce  que  devait  contenir  le  deuxième 
caliicr  des  Contributions  à  V interprétation  des  équations  aux  dérivées  par- 
tielles du  même  auteur.  Dans  le  premier  Chapitre  il  considère  l'équation 

F(5)=R/'4-S5  +  Ti  +  P7?  +  Q7  +  Zx;=o, 

introduit  les  caractéristiques  et  étudie  leurs  propriétés  relativement  à  la  déter- 
mination de  l'intégrale  par  les  conditions  de  Caucliy.  Dans  le  Chapitre  II,  il 
définit  l'équation  au  multiplicateur  ti)(î;)  =  o,  qui  est  encore  linéaire  et  du 
second  ordre.  Dans  le  Chapitre  III,  cette  équation  au  multiplicateur  lui  permet 
d'introduire  une  expression  différentielle  Vi  dx  -^X  dy  par  la  relation 

r^F{z)dxdy=  jz^\>{X,)dxdy-\-  niJdx-i-Ydy)', 

cette  expression  est  différentielle  exacte  si  ^  et  î^  sont  respectivement  solutions 
des  deux  équations  du  second  ordre  correspondantes;  U  et  V  dépendent  de  z, 
Z,  et  de  leurs  dérivées  du  premier  ordre  ainsi  que  d'une  fonction  arbitraire  0. 
Le  long  d'une  caractéristique  de  F(  2  )  =  o,  on  peut  faire  disparaître  de  l'expres- 
sion Udx-hVdy  sous  le  signe  /  les  dérivées  de  z. 

Dans  les  Chapitres  IV  et  V  l'auteur  s'occupe  delà  réduction  de  l'équation  du 
second  ordre  suivant  le  signe  de  S-— 4RT.  Dans  le  Chapitre  VI  et  les  suivants 
l'auteur  ne  s'occupe  que  des  équations  hyperboliques  pour  lesquelles  on  peut 
supposer  les  caractéristiques  réduites  ^  x  =  const.,  y  =  const.  Si  l'on  se  donne, 
sur  une  portion  de  courbe  qui  n'est  coupée  qu'une  fois  au  plus  par  toute  carac- 
téristique, les  valeurs  de  z  et  de  ses  dérivées  du  premier  ordre,  la  fonction  ;; 
est  déterminée  dans  l'intérieur  du  quadrilatère  curviligne  limité  par  les  deux 
couples  de  caractéristiques  issues  des  extrémités  de  la  portion  de  courbe  donnée. 
Ce  théorème  fondamental  est  déduit,  au  moyen  d'un  passage  particulier  à  la 
limite,  du  lemme  suivant  :  La  fonction  z  est  définie  à  l'intérieur  d'un  quadrila- 
tère limité  par  des  segments  de  caractéristiques  si  ses  valeurs  sont  données  sur 
deux  côtés  adjacents  de  ce  quadrilatère  avec  condition  de  continuité  au  sommet 
commun. 

Dans  le  Chapitre  VII  l'auteur  introduit  ce  qu'il  appelle  Vintégrale  fondamen- 
tale {Hauptintegral)^  qui  joue  un  rôle  analogue  à  celui  de  la  fonction  de 
Grcen  pour  les  équations  elliptiques  ;  c'est  une  fonction  /(X,  Y  ;  a,  p  )  de  quatre 
arguments  satisfaisant  à  l'équation  donnée  ¥{z)  =  o  lorsqu'on  la  considère 
comme  fonction  de  a  et  p.  Elle  est  définie  dans  le  rectangle  dont  les  sommets 
opposés  ont  pour  coordonnées  X,  Y  et  a,  (3. 

Dans  le  Chapitre  VIII  l'auteur  applique  l'intégrale  fondamentale  à  la  recherche 
de  l'intégrale  satisfaisant  à  certaines  conditions  aux  limites,  et  il  étudie  quelques 
cas  particuliers. 

Stahl  (  WiUielm).  —  Sur  la  courbe  plane  unicursale  du  quatrième 
ordre  {suite)  (même  Journal,  t.  CI,  p.  3oo).  (3o2-32o). 

En  partant  de  la  coni(|ue  K  covariante  à  la  courbe  U/„  on  peut  faire  un  chan- 
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gement  de  coordonnées,  de  manière  que  l'équation  de  K  devienne  x]  —  x^X2=  o 
et  que  les  coordonnées  d'un  point  de  R4  soient  les  dérivées  partielles  du  second 
ordre  d'une  forme  binaire  M,  du  sixième  degré  en  \,  [x.  Le  but  de  cette 
deuxième  partie  du  Mémoire  de  M.  Stahl  est  d'étudier  l'interprétation  géomé- 
trique des  équations  qu'on  obtient  en  annulant  M  et  ses  divers  covariants.  En 
particulier  M  =  o  est  l'équation  des  paramètres  des  six  points  de  R4  qui  sont 
sur  les  tangentes  correspondantes  de  K;  le  hessien  de  M  égalé  à  zéro  donne 
les  huit  points  de.R4  qui  se  trouvent  sur  K  ou  encore  les  huit  tangentes  de  R4 
qui  passent  par  les  points  correspondants  de  K.  Parmi  beaucoup  de  résultats 
intéressants  relevons  celui-ci  :  la  conique  d'inflexion,  ia  conique  passant  par 
les  huit  points  de  contact  des  tangentes  doubles,  la  coniciue  touchée  par  les  six 
tangentes  d'inflexion,  la  conique  K  et  la  conique  N  définies  dans  la  première 
partie,  appartiennent  au  même  faisceau  de  coniques.  Enfin  l'auteur  s'occupe  du 
cas  oîi  la  courbe  R4  a  un  point  d'ondulation. 

Netto  {E .)'  —  Application  des  systèmes  de  modules  à  une  ques- 
tion élémentaire  d'Algèbre.  (32i-34o). 

Si  l'on  considère  le  polynôme  dont  les  racines  sont  les  racines  communes  à 
deux  polynômes  de  degré  n,  les  coefficients  de  ce  polynôme  peuvent,  après  mul- 
tiplication par  le  résultant  des  facteurs  non  communs  des  deux  polynômes 
donnés,  être  mis  sous  forme  de  déterminants.  Ces  déterminants  jouissent  de 
certaines  propriétés  qui  sont  loin  d'être  évidentes  si  l'on  ne  se  reporte  pas  à 
leur  origine.  L'auteur  se  propose  d'appliquer  la  théorie  des  systèmes  de  modules 
de  Kronecker  à  l'étude  a  prioride  ces  déterminants.  Partant  du  déterminant  D,^ 
de  degré  2/1,  résultant  des  deux  polynômes  donnés,  il  arrive  à  des  congruences 
auxquelles  satisfont  les  mineurs  de  degré  axdeD.^,  les  modules  étant  des  mi- 
neurs de  degré  2x4-2. 

LilienlJial  (/?.  von).  —  Sur  la  théorie  de  la  courbure  des  sur- 
faces. (  3z|  1-344  )• 

L'auteur  établit  plusieurs  théorèmes  intéressants  sur  les  sections  normales 
d'une  surface  qui  ont  un  contact  du  troisième  ordre  avec  leurs  cercles  osculatcurs. 

Genocchl  (Àngelo).  —  Première  partie  du  Chapitre  Xllï  de  la 
JNote  Sur  la  théorie  des  résidas  quadratiques.  (34 5-34") • 

C'est  la  reproduction  d'un  extrait  de  la  Note  Sur  la  théorie  des  résidus  qua- 
dratiques pul)liée  en  i853  par  l'Académie  lloyale  de  Belgique  (t.  XXV  des  Mé- 
moires couronnés). 

Kronecker  (/>.).   —   Démonstration   de   la  loi  de  réciprocité  des 
résidus  quadraticpies.  (34<S-35i). 

Cette  démonstration  se  rattache  à  la  Note  précédente. 

Kronecker  (^.).  —  Notice  nécrologique  sur  Paul  du   Bois-Rcv- 
mond.  (352-354  )• 

BuU.  des  Sciences  niathé/u.,   !'^  série,  l.  \X\'.  (Juillet   i>)(h.)  \\ .  ]  i 
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Goiirsat  (Ed.).  —  Sur  une  transformation  de  l'équation 

.92=  .\l(.T,y)pq. 

(,-6). 

L'équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre 

est  ramenée,  si  l'on  pose 

^   _  .2 
ôx  ~  ^"' 

ainsi  que  IM.  Goursat  l'a  déjà  fait  voir  (même  Recueil,  1897),  ^  l'équation 
linéaire 

fT-  z    _  \_  ^o^^^  I^  _  ) 

dx  ôy        i.       ôx      Oy 

Celte  équation  jouit  d'une  propriété  remarquable.  Si  l'on  forme,  en  partant  de 
cette  équation  (E),  la  suite  de  Laplace 

...,  (E_..),  ...,  (E.,),  (E),  (E,),  ...,  (E,),  (E,^,),  ..., 

on  reconnaît  que  les  équations  (E-^,)  et  (E_-)  ont  les  mêmes  invariants,  dis- 
posés dans  l'ordre  inverse. 

On  est  ainsi  conduit  à  la  rapprocher  des  équations  à  invariants  égauy  ;  il 
existe  en  effet,  pour  l'équation  (2),  un  théorème  analogue  à  celui  de  Moutard 
sur  les  équations  à  invariants  égaux. 

Si  6,  est  une  intégrale  particulière  de  l'équation  (i),  que  l'on  écrit 

à  celte  solution  correspond  une  valeur  parfaitement  déterminée  de  \.  savoir 

>v  =  .f(8,). 

Cette  valeur,  portée  dans  l'équation  (2),  donne  une  équation  que  M.  Goursat 
représente  par  E(z,e,).  Cela  posé,  il  démontre  que  : 

De  toute  intégrale  de  l'équation  E(z,  6j)  on  peut  déduire,  par  une  quadra- 
ture,  une  intrgrale  Je  l'équation   de   même  forme  vAz,  r-j* 

Ce  qui  revient  à  dire  que  : 

De   toute   intégrale   de   l'équation   rj (6)  =1  5' (8,  )    on    peut    déduire,    par   des 
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quadratures,  une  intégrale  de  l'équation 


#,e)  =  .f(A). 


Cette  proposition  permet  de  déduire  de  toute  équation  intégrable,  appar- 
tenant à  ce  type,  une  suite  indéfinie  d'équations  intégrables  de  la  même  espèce. 

Maillet  [Edm.).  —  Sur  les  groupes  échangeables  et  les  groupes 
décomposables  (--i6). 

Dans  une  Note  sur  les  substitutions  (même  Recueil,  1896)  l'auteur  a  appelé 
un  groupe  D  décomposable  quand  on  peut  y  trouver  deux  sous-groupes  A  et  B 
d'ordre  >i,  tous  deux  <<  D  et  tels  que  toute  substitution  d  de  D  soit  le  pro- 
duit dune  substitution  a  de  A  par  une  b  de  B. 

Sans  rechercher  un  ciitérium  de  dëcoinposabilité,  M.  Maillet  étudie  un  cer- 
tain nombre  de  propriétés  de  la  décomposabiliié  de  certains  groupes;  1°  groupes 
primitifs  composés;  2°  groupes  composés  quelconques;  3°  groupes  d'ordre  /^"*  q"^ 
{p  et  q  premiers  dill'érents);  4°  groupes  de  degré  p"^  {p  premier)  et 
d'ordre  -^  p"'',  5°  groupes  d'ordre  (^h-^-i;  6°  groupe  alterné  G  de  n  éléments; 
7°  groupe  symétrique  de  n  éléments. 

Il  résulte  de  cette  étude  que  : 

L'ensemble  des  groupes  décomposables  est  plus  étendu  que  l'ensemble  des 
groupes  primitifs  composés,  puisque  tout  groupe  primitif  composé  est  dé- 
composable et  que  les  groupes  alternés  sont  décomposables. 

Les  seuls  groupes  indécomposables  que  l'auteur  ait  rencontrés  sont  les 
groupes  formés  des  puissances  d'une  substitution  circulaire  d'ordre  p'" 
{p  premier). 

Picard  [E m.).  —  Sur  une  classe  de  surfaces  algébriques  dont 
les  coordonnées  s'expriment  par  des  fonctions  uniformes  de 
deux  paramètres  (l'j-^S). 

Les  cas  de  représentation  paramétrique  d'une  surface  algébrique  par  des  fonc- 
tions uniformes  de  deux  variables  ne  sont  pas  nombreux  :  en  dehors  des  sur- 
faces unicursales  et  des  surfaces  hyperelliptiques  (  avec  leurs  dégénérescences), 
on  ne  peut  guère  citer  que  les  surfaces  hypcrfuchsienncs  et  les  surfaces  hyper- 
abélicnnes. 

M.  Picard  démonlre  un  théorème  qui  pourrait  conduire  à  de  nouvelles  sur- 
faces jouissant  de  la  même  propriété. 

Soit  une  surface  algébrique 

admetlant  une  transformation  ralionnclle  en  elle-même 

X=r  \\,{x,y,z),  Y  =  \\{x,y,z),        Z  ^  \\,{x,y,z); 

on  suppose  que  celle    transfonnalioii  a.lmctlc  conime   puiit   double    le    point 
X  —  y  =■  z  —  o,    pcjinl    simple    par    liypolhèsc    de    la    surface.  On  cherche  des 


i')6  S  KG  ON  1)1-:   l'AUTlIL 

fonctions  uniformes  f  {t),  9(^),  ^(O?  telles  qu'on  ait  identiquement 

Fl/(/), 9(0,^(0]  =o, 

o{at)  =  l{,[f{t),o{t),'^(()], 
C^iat)  -U,[/(0,9(0,'>(0], 

a  étant  une  constante  de  module  supérieur  à  l'unité. 

M.  Picard  démontre  que  ces  fonctions  seront  méronïorphes  dans  tout  le  plan, 
ayant  seulement,  en  général,  le  point  à  l'infini  comme  point  essentiel. 

IVlais  elles  dépendent  de  deux  constantes  arbitraires  A  et  B,  d'une  manière 
telle  que  si  l'on  pose 

At  =  u,         Bt  =:  V 

elles  deviennent  des  fonctions  des  deux  seuls  paramètres  //  et  v. 

En  conséquence  les  surfaces  considérées,  s'il  en  existe  en  dehors  des  sur- 
faces unicursales  et  hyperelliptiques,  jouissent  de  la  propriété  remarquable  que 
voici  : 

Les  coordonnées  d'un  point  de  la  surface  peuvent  s'exprimer  par 

x=^f{u,v),         y  =  ^{u,ç),        .z.  =  '^{i(,v), 

les  trois  fonctions/,  9,  ^  étant  des  fonctions  méromorphes  (à  distance  finie) 
des  deux  variables  indépendantes  u  et  v  et  jouissant  de  la  propriété  exprimée 
par  les  identités 

f{au,av)  =  R^[f{u,v),^{u,v),'^{u,v)], 

o{au,  av)  =  Ro[/(w.  v),  <î>{i(,  v),  '^(u,  v)], 

^{aii,  av)  =  H3[/(«i  V)  '■?(«»  ^),  4^(",  ^)]- 

Landau.  —  Sur  quelques  problèmes  relatifs  à  la  distribution  des 
nombres  premiers  (25-38). 

Notations.  —  Le  signe  /^  exprime  l'égalité  asymptotique;  par  \G{x)\  on 
entend  une  fonction  dont  le  rapport  à  G(^)  tend  vers  zéro  avec  —  ;  par  O  [G  (x)] 

une  fonction  dont  le  rapport  à  G{x)  reste  compris  entre  deux  limites  finies 
quand  x  devient  infini. 

M.  Hadamard  et  M.  de  la  Vallée-Poussin  ont  démontré  simultanément  et  in- 
dépendamment l'un  de  l'autre  la  relation  célèbre 

7    log/?  ~  X, 

jmmi 
P  "^  .f 

où  la  sommation  s'étend  aux  nombres  premiers  qui  ne  sont  pas  supérieurs  à  x. 
L'auteur  commence  par  en  déduire  cette  autre 


1 


ce 

log/?  log;^  '  —  ~^r(;j.  )        (ij.  >i). 


Considérant  ensuite  le  nombre  T.f^{x)  de  tous  les  nombres  inférieurs    à   :r  et 
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composés  de  k  facteurs  premiers,  tous  diiïérents,  il  détermine  sa  valeur  asymp- 
lotique,  en  établissant  la  relation 


x{  loc;  lo^x)^-- 
logj:: 


II  prouve  enfin  que  le  second  membre  de  cette  dernière  équation  donne 
aussi  la  valeur  asymptotique  du  nombre  p^  (^)  des  nombres ^a?  qui  sont  divi- 
sibles par  A'  nombres  premiers  différents  pouvant  être  affectés  d'exposants  supé- 
rieurs à  I,  de  même  que  celle  du  nombre  <^),{cr)  des  nombres  "^x  qui  sont 
composés  de  k  nombres  premiers,  les  facteurs  multiples  étant  comptés  suivant 
leur  degré  de  multiplicité. 

Bricard  (/?•)•    —   Sur  les  propriétés    métriques  d'une    certaine 
correspondance  (i,  i)  entre  cubiques  focales  (Sg-oi). 

L'auteur  étudie  certaines  propriétés  de  la  correspondance  (i,i)  établie  entre 
deux  cubiques  passant  par  leur  foyer  singulier  (cubiques  focales)  et  telles  que 
l'angle  des  deux  tangentes  non  isotropes  que  l'on  peut  mener  à  l'une  d'elles  par 
son  foyer  singulier  (angle  focal)  soit  égal  à  l'angle  focal  de  l'autre. 

Etant  données  deux  cubiques  focales  ayant  le  même  angle  focal,  si  l'on  établit 
entre  ces  deux  courbes  l'une  des  deux  correspondances  (i,i)  telles  que  les 
foyers  singuliers  a  et  a'  soient  homologues,  on  a,  en  désignant  par  m  et  ni' 
deux  points  homologues  quelconques,  la  relation 

a  m 

—, — ,  =  const. 
a  ni 

Soient  m  et  \x  deux  points  fixes  constituant  sur  la  cubique  (C)  un  couple 
steinérien  (couples  de  points  tels  que  les  tangentes  en  ces  points  concourent 
sur  la  cubique);  soient  ni'  et  \^.'  leurs  homologues  sur  la  cubique  (C);  soient 
enfin  p  et  p'  deux  points  homologues  quelconques  sur  les  deux  cubiques.  On  a 
la  relation 

pni  p  [x 

p' ni'        p' \^' 

Après  avoir  démontré  ces  propriétés,  l'auteur  traite  d'une  liaison  remarquable 
entre  la  théorie  des  cubiques  focales  et  celle  du  quadrilatère  articulé,  qui  lui 
permet  de  retrouver  la  propriété  du  quadrilatère  articulé  de  lïart. 

De   Spari'e.    —   Sur  une  apj)lication   dos   fondions  cllipliques. 

(52-55). 

Les  séries  entières  indiquées  par  MINL  Appell  et  Lacour  {Principes  delà 
théorie  des  fonctions  elliptiques)  pour  résoudre  le  problème  du  mouvement 
d'un  projectile,  lorsque  la  résistance  du  milieu  est  proportionnelle  au  cube  de 
la  vitesse,  sont  examinées  par  l'auteur  au  point  de  vue  de  leur  convergence  : 
ces  séries  ont,  en  général,  une  convergence  trop  faible  pour  pouvoir  être  uti- 
lisées, dès  que  le  tir  aura  lieu  sous  un  angle  un  peu  considérable,  surtout  si  la 
vitesse  initiale  n'est  pas  grande. 
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liipcrt.  —  Sur  des  propriétés  générales  des  formes  quadratiques. 

(5()-;kS). 

Andrade  (•/•)•  —  Sur  Féquation  fonctionnelle  de  Poisson.  (58- 
63). 

Pour  résoudre  l'équation  de  Poisson 

V{x^-y)  +  V{x-y)--^-?A^{x)V{y),         F(o)=i, 

on  suppose  bal)ituellement  que  la  fonction  F  admet  des  dérivées  première  et 
seconde  et  l'on  prouve  qu'elle  satisfait  à  une  équation  linéaire 

—i-^  =  -  -  b  (  x)         (  iN^  =  const.  ), 
dx-         Iv 

ce  qui  permet  de  la  déterminer. 

M.  Andrade  prouve  qu'il  suffit  de  supposer  la  fonction  F  continue;  il  établit 
en  effet  qu'elle  admet  des  dérivées  de  tous  les  ordres;  on  peut  alors  la  déve- 
lopper en  série  convergente  et  résoudre  le  problème  proposé  sans  invoquer  la 
théorie  des  fonctions  circulaires. 

Hadamard.  —  Sur  les  intégrales  d'un  système  d'équations  diffé- 
rentielles ordinaires,  considérées  comme  fonctions  des  données 
initiales.  (64-66). 

]M.  Bendixson  et  M.  Picard  ont  démontré,  indépendamment  l'un  de  l'autre, 
en  restant  dans  le  domaine  réel  et  sans  supposer  analytiques  les  fonctions  don- 
nées, que  les  intégrales  d'un  système  d'équations  différentielles  ordinaires  sont 
continues  et  peuvent  être  diflerentiées  par  rapport  aux  constantes  d'intégra- 
tion. M.  Hadamard  présente  de  ce  théorème  une  nouvelle  démonstration,  fort 
simple. 

Appell  {P.)'  —  Note  sur  les  expériences  du  commandant  Hart- 
mann. (6^-68). 

Hadamard.  —  Sur  l'intégrale  résiduelle.  (69-90). 

Dans  le  problème  de  la  propagation  d'un  ébranlement,  l'équation  du  mouve- 
ment que  les  points  du  milieu,  qui  étaient  primitivement  en  repos,  prennent 
après  avoir  été  dépassés  par  l'onde,  est  Vintégrale  résiduelle.  Le  principe 
d'IIuygens,  entendu  au  sens  que  lui  donne  KirchhofF,  consiste  en  ce  que  l'inté- 
grale résiduelle  s'annule  identiquement  dans  le  cas  des  ondes  sonores  sphé- 
riques. 

«  Il  serait  intéressant,  dit  1\I.  Hadamard,  de  dclorminer  toutes  les  équations 
auxquelles  le  principe  d'Huygens  s'applique.  J'ai  jugé  utile  de  commencer  par 
Pétude  de  l'intégrale  résiduelle  dans  le  cas  le  plus  simple  possible,  celui  de 
^eux  varjablc!s  indépendantes.  » 
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Prenant  l'équation  linéaire  à  caractéristiques  réelles  sous  la  forme 

d-z.  ôz        ,  dz 

ox  ôy  ox  ôy 

l'auteur  examine  deux  cas  où  la  fonction  z  est  définie  par  des  conditions  diffé- 
rentes. Dans  le  premier  cas,  l'intégrale  résiduelle  ne  peut  pas  être  nulle;  dans 
le  second,  au  contraire,  elle  peut  l'être,  et  l'est  effectivement  toutes  les  fois  que 
l'invariant 

da 

, \-  ab  —  c 

ox 

se  réduit  à  zéro.  Dans  les  deux  problèmes,  la  suite  de  Laplace,  qu'elle  se  ter- 
mine dans  les  deux  sens  ou  dans  un  seul,  joue  un  rôle  important. 

Autonne  {L.).   —  Sur  certaines  équations  des  quatrième  et  cin- 
quième degrés.  (90-10^). 

Les  équations  que  l'auteur  a  appelées  anharmoniques  sont  les  équations 
algébriques 

n  ,       n  (n  —  i )  „ 

h„  =  x"--\ a,x"-^-+-  ; -a.x"---h. . .+  a„  =  o, 

"  I  2  !  " 

oCi  les  a-  sont  des  fonctions  d'une  variable  t,  telles  que  les  n  racines  x-,  prises 
quatre  à  quatre,  aient  leur  rapport  anharmonique  constant. 

Dans  le  présent  travail,  M.  Autonne  se  propose  de  retrouver  par  des  moyens 
simples,  pour  n -=  li  et  n  =  5,  les  deux  théorèmes  qui  lui  ont  permis  {Journal 
de  Matliématiques,  1900)  de  construire  les  équations  anharmoniques  des  divers 
degrés  et  d'obtenir  celles  qui  sont  des  degrés  4  et  5. 

Il  considère  comme  des  quantités  rationnelles  par  définition  : 

1°  Toutes  les  constantes; 
2°  Les  coefficients  a.  de  A,,. 

Le  groupe  G  (  au  sens  de  Galois)  de /t„  est  supposé  transitif  et /t„  irréductible. 
On  désigne  par  S  un  groupe  linéaire  fractionnaire  d'ordre  fini  (groupes  de 
MM.  Jordan,  Klein  et  Gordan)  provenant  de  substitutions 

ad  —  bc  7^  o. 


c  z  +  d 

Les  résultats  obtenus  sont  les  suivants  : 

Quatrième  degré.  —  Trois  types  d'équations  anharmoniques. 
Premier  type,  où  T  est  une  fonction  rationnelle  de  t, 

;r*  +  6Tx-  +  4 T^  —  3  T-  =r  o ; 

le  rapport  anharmonique  K  des  quatre  racines  est  équianharmonique;  G  est  le 
groupe  alterné  entre  quatre  lettres,  isomorphe  au  groupe  S  tétraédrique. 
Second  type 

^^-t-GTx--i-4Tx-!-T(TH-i)  =  0, 

K  est  harmonique,  G  est  isomorphe  au  groupe  S  dérivé,  pour  m  —  4,  des  ilon\ 
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subsliUitions  (groupe  vS^^^  ) 

e„.=  ;^      oci,      0-=.,      B-- 

Troisième  type 


avec 


(  j;^  +  7  )-  —  />  (  'j .r  —  I  )■-  ^  o 
K  —  I 


^  =  C-T)=-C-''')\k.-, 


p'r-, 


G  est  isomorphe  à  S, 


Cinquième  degré.  —  L'équalion  /i^  =  o  s'obtient  en  éliminant  ^  entre  les 
deux  équations 

G  est  isomorphe  à  S^  ;  l'équation  h^rz=  o  est  une  équation  de  Galois. 

Beiidoii  (J-).  —  Sur  Jes  changements  de  variables.  (lo^-i  i6). 

«  Ce  travail,  dit  l'auteur,  a  pour  objet  l'étude  des  quadratures  dont  l'élément 
différentiel  contient  des  fonctions  arbitraires.  Cet  algorithme  s'est  présenté  de- 
puis longtemps  dans  les  résultats  de  l'intégration  d'équations  aux  dérivées 
partielles;  dans  un  très  petit  nombre  de  cas  on  a  effectué  la  quadrature  au 
moyen  d'un  changement  de  variables  convenablement  choisi;  mais  on  ne  pos- 
sède aucune  méthode  générale  pouvant  servir  de  guide  dans  les  essais.  Je 
traite  deux  cas  généraux,  à  savoir 

/  9  (  -2:,  y,  y'  )  dx,      I   [  9  (  ^,  r,  y'  )y"  +'^{x,y,y')]  dx, 


y 


dy 
dx 


y 


d''-y 
dx- 


où  9  et  (|i  sont  des  fonctions  données  de  leurs  arguments  et  y  une  fonction 
arbitraire  de  x.  Je  termine  par  un  exemple  simple  auquel  la  méthode  s'applique 
complètement.  » 

Cet  exemple  est  la  détermination  des  deux  quadratures 

r     du  r     du^ 

J     1  +  UU^        J     I  +  uu^ 

où  u  et  u^  sont  des  fonctions  arbitraires  d'une  même  variable. 

Diimont.  —  Sur  Jes  surfaces  cubiques  ajanl  un  axe  de  symétrie 
ternaire  et  sur  les  surfaces  cubiques  possédant  des  points  à  indi- 
catrice du  troisième  ordre,  (i  17-121). 

Désignant  par   I3   un  point  où   la   surface  est   coupée   par  son  plan  tangent 
suivant  trois  droites  concourantes,  l'auteur  démontre  les  propositions  suivantes  : 


I.  Toute  surface  cubique  possédant  trois  points  I3  sur  une  droite  à  distance 
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finie,  pour  chacun  desquels  les  trois  droites  du  plan  tangent  sont  réelles,  peut 
èlre  transformée  honnographiquement  en  une  surface  à  axe  de  symétrie  ternaire. 

II.  Lorsqu'une  surface  cubique,  sans  point  singulier,  possède  deux  points  I3, 
elle  en  possède  un  troisième,  en  ligne  droite  avec  les  deux  autres. 

III.  Une  surface  cubique  possédant  six  points  I3,  répartis  sur  deux  droites  et 
tels  que,  pour  chacun  d'eux,  les  trois  droites  de  la  surface  soient  réelles,  ne 
peut  posséder  un  septième  point  I3  satisfaisant  à  la  même  condition. 

Touche.  —  Les  équations  de  l'Hydraulique  données  par  Lagrange. 
(121-1  24). 

Touche.    —    Observations    sur    les   équations  de   l'Hjdraulique 
d'après  Lagrange.  (i25-i2^). 

Farher.    —   Application  du   symbole  des  déterminants  positifs. 
(i28-i3o). 

Tresse  (A.).    —    Sur   les   propriétés    projectives   des   coniques. 

(i3i-i36). 

L'objet  de  cette  Note  est  de  montrer  que  l'on  peut  arriver,  par  une  voie 
élémentaire,  à  établir  que  la  perspective  d'une  conique  est  une  conique  sans 
invoquer  les  théorèmes  de  Dandelin,  dès  que  l'on  connaît  les  propriétés  fonda- 
mentales des  tangentes  et  en  particulier  celle-ci  : 

La  portion  d'une  tangente  mobile  à  une  conique,  comprise  entre  deux  tan- 
gente fixes,  est  vue  d'un  foyer  sous  un  angle  constant. 

Picard  (Em.).  —  Sur  un  exemple  d'approximations  successives 
divergentes  (i37-i43). 

L'auteur  considère  d'abord  l'équation 

où  /  est  une  fonction  positive  et  croissante  de  y,  quand  x  varie  entre  a  cl  b 
{a<.b)  et  démontre  que,  pour  une  même  parité  de  n,  la  fonction  y„  fournie 
par  la  méthode  des  approximations  successives  tend  uniformément  ilans  l'in- 
lervalle  {a,  b)  vers  sa  limite. 

La  méthode  conduit  donc  à  deux  fonctions  u  cl  v  qui  vèrilicnl  les  doux 
équations 

et  s'annulent  pour  x  =  a  ainsi  que  pour  x  =  b.  L'intégrale  unique  âc  l'équa- 
tion  proposée  qui  s'annule  pour  les  mêmes  valeurs  de  x  est  comprise  entre  u 
et  r. 
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M.  Picard  passe  ensuite  à  Téqualion 

qui  admet  luie  intégrale  continue,  et  une  seule,  s'annulant  sur  le  contour  C 
d'une  circonférence  ayant  son  centre  à  l'origine. 

La  méthode  des  approximations  successives  conduit  à  deux  fonctions  diffé- 
rentes, les  fonctions  i/o^+i  d'indice  impair  formant  une  suite  croissante  ten- 
dant vers  une  limite,  tandis  que  les  fonctions  Mo„  d'indice  pair  forment  une 
suite  décroissante  tendant  vers  une  autre  limite.  M.  Picard  démontre  que  ces 
deux  suites  de  fonctions  tendent  uniformément  dans  le  cercle  G  vers  leurs 
limites  respectives. 

Caspary  (F.).   —   Sur  le   centre   de  gravité   d'un  quadrilatère. 

(143-146). 

Généralisant  un  théorème  de  M.  Mannheim  (même  Recueil,  t.  XXVII)  sur 
le  centre  de  gravité  du  trapèze,  l'auteur  établit  une  proposition  qui  permet  de 
déduire  de  tout  quadrilatère  un  triangle  qui  a  même  centre  de  gravité. 

St6n?ier  (Cari).  —    Sur  une  propriéié  arithmétique  des  loga- 
rithmes des  nombres  algébriques.  {i/^6-i5y). 

Le  Mémoire  débute  par  quelques  généralités  sur  l'approximation  des  incom- 
mensurables par  des  fractions  continues.  L'auteur  s'inspire  de  l'analyse  par 
laquelle  Liouville  a  prouvé  l'existence  de  nombres  transcendants,  et  retrouve 
l'inégalité  sur  laquelle  est  fondée  la  démonstration  de  Liouville. 

Il  établit  ensuite  la  proposition  que  voici  : 

Soient  A  ei  B  deux  nombres  algébriques  positifs,  supérieurs  à  l'unité;  on 
suppose  que  le  rapport 

log\ 
logB 

soit  incommensurable  ;  on  le  développe  en  fraction  continue  illimitée 

ce  =  a,~ 


On  a  l'inégalité  suivante 


OÙ  Q„  est  le  dénominateur  de  la  /z'<^"«  réduite  de  ce;  les  nombres  K  et  M  sont 
des  nombres  indépendants  de  n. 

Ge  théorème  donne  lieu  à  diverses  conséquences  :  en  particulier,  on  en  con- 
clut l'existence  de  nombres  transcendants  qui  ne  sont  les  logarithmes  vulgaires 
d'aucun  nombre  algébrique  (Cantor). 
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D'Ocagne  {M.).  —  Problème  de  partition.  (1.57-168). 


ig: 


De  combien  de  manières  peut-on  former  une  somme  de  S  francs  avec  S  pièces 
d'argent  françaises? 

Le  Roux.  —  Sur  un  invariant  d'un  système  de  deux  triangles  et 
la  théorie  des  intégrales  doubles.  (168-172). 

L'auteur  s'occupe  de  la  différentielle  double 

du  dv 

(  ux  H-  vy  -t-  i)^ 

et  montre  qu'elle  est  liée  à  un  certain  invariant  projectif  d'un  système  de 
deux  triangles  par  une  relation  analogue  à  celle  qui  existe  entre  la  différen- 
tielle simple 

dz 


{z-xY 


et  le  rapport  anharmonique. 

Baille  {R-)-   —  Nouvelle  démonstration   d'un  théorème   sur  les 
fonctions  discontinues.  (173-179). 

L'auteur  a  démontré  dans  sa  Thèse  {Annati  di  Matematica,  1899)  que, 
pour  qu'une  fonction  d'une  variable  soit  développable  en  fonctions  continues, 
il  faut  et  il  suffit  qu'elle  soit  ponctuellement  discontinue  sur  tout  ensemble 
parfait. 

M.  Lebesgue  a  montré  {Comptes  rendus,  1899)  qu'on  peut  ramener  le  cas 
de  n  variables  à  celui  d'une  seule  et  étendre  ainsi  l'énoncé  précédent. 

M.  Baire  présente  une  nouvelle  démonstration  du  fait  que  la  condition  est 
suffisante  :  il  prouve  que  : 

Si  une  fonction  f{x^,  Xo,  ...,  a;„)  est  ponctuellement  discontinue  sur 
tout  ensemble  parfait,  il  existe  une  suite  de  fonctions  continues  fi^  f^,  ..., 
y  ,  . . .  qui  a  pour  limite  f. 

Demouliii  (A.).  —  Sur  la  torsion  d'une  courbe  définie  par  son 
plan  osculateur.  (i8o-i83). 

Le  wronskien  W(ypj'2,  ...,y^^)  de  n  fonctions  d'une  variable  x,  c'est-à-dire 
le  déterminant  de  ces  fonctions  et  de  leurs  dérivées  des  n  —  i  premiers  ordres 


yU>-l) 


72 


y., 
y'n 


jouit  d'une  remarquable  propriété  qui  se  traduit  par  la  formule 
où  X  désigne  une  fonction  quelconque  de  x. 
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De  là  résultcnl  des  formules  qui  trouvent  une  application  immédiate  dans  la 
recherche  de  la  torsion  d'une  courbe  défuiic  par  son  plan  osculateur. 

Soient  x^,  x^,  ^3,  ^4  les  coordonnées  homogènes  d'un  point  de  l'espace  et 
y^,  y\,  j'3,  }\  les  quatre  coefficients  de  l'équation  d'un  plan 

r  1  ^1  +  y  2  ^2  +  y-i  ^3  +  y^  -2^4  =  «  ; 

ce  sont  des  fonctions  connues  d'un  paramètre  t.  La  courbe  enveloppe  des  carac- 
téristiques de  ce  plan  a  sa  torsion  représentée  par  la  formule 

I  _  W-(y,,y3,  rO 


■^       {y\  -+- yl  +  yl  )  W  {y\,  y.,  y^,  y, ) 

De  là  l'auteur  déduit  une  nouvelle  démonstration  de  la  relation  qu'il  a  jadis 
établie  entre  les  torsions  de  deux  courbes  polaires  réciproques  par  rapport  à 
une  sphère  de  rayon  a, 

TX'  COS-9   =:  a-, 

çp  étant  l'angle  des  plans  osculateurs  aux  deux  courbes  aux  points  correspon- 
dants, T  et  x'  les  rayons  de  torsion  en  ces  deux  points. 

Picard  [Em.).  —  Sur  quelques  problèmes  relatifs  à  l'équation 
ùiu-.=z  /{-a.  (i 84-1 91). 

L'auteur  examine  deux  problèmes  particuliers  qui  se  rattachent  à  la  question 
générale  de  l'équilibre  calorifique  d'une  surface  fermée  rayonnant  au  dehors. 

I.  Plaque  indéfinie  avec  une  seule  source  de  chaleur  à  l'origine.  L'équation 
du  problème  se  réduit  à 

d-  u        I   du 
dv'-         r  dv 

u  ne  dépendant  que  de  la  distance  r  à  l'origine.  Il  s'agit  d'avoir  l'intégrale  u 
qui  s'annule  à  l'infini  et  devient  infinie  à  l'origine  de  telle  sorte  que  l'intégrale 
qui  représente  le  flux  ait  une  valeur  donnée. 
M.  Picard  établit  la  formule 


"-r 


e*'"  dz 


sjz'  -  I 
et  montre  que  le  flux  de  chaleur  correspondant  est  —  2-7:;  en  outre,  on  a 

lim  {u^^re')  =  4 /-• 

r  —  00  V     -^ 

IL  Trouver  l'intégrale  unique  de  l'équation 

Au  =  u 

qui  admet  une  période  a  par  rapport  à  x,  une  période  0  par  rapport  à  y  et 
qui  est  continue  sauf  au  point  (a,  (j)  et  aux  points  homologues  (a  H- ma, 
^  ^.  fib)  où  elle  devient  infinie  comme  le  devient  à  l'origine  l'intégrale  u  du 
problème  précédent. 
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Partant  de  la  fonctiou 

tn  :=-(-  00    n  rr-f-  oo 
//Z  =: —  00    W  =: —  00 

qui  est  parfaitement  définie  pour  z  négatif,  INI.  Picard  résout  le  problème  pro- 
posé par  la  fonction 

r~\-){  z,  X,  y)  clx 

«^—30  H-  \/'  Z'  —  I 

On  a  ainsi  un  type  de  solution  doublement  périodique  de  l'équation 

Am  =  Ir  u        (A->  o  ), 

qui  cesse  entièrement  d'exister  lorsque  k-  devient  nul. 

Painlevé  {P -)-  —  De  la  déterrainaUon  unique  des  intégrales  d'un 
système  d'équations  différentielles  ordinaires  par  les  conditions 
initiales  de  Gauchj.  (tqi-iqô). 

Voici,  d'après  l'auteur  lui-même,  quel  est  l'objet  de  celte  Note: 

«  Dans  son  savant  Traité  sur  les  équations  différentielles,  dont  les  tomes  II 
et  III  ont  paru  récemment,  M.  Forsyth  a  discuté  longuement  la  question  de 
savoir  si  les  conditions  initiales  de  Cauchy  définissent  une  solution  unique  d'un 
système  différentiel.  Il  a  formulé  (t.  II,  p.  l\l\-l\~i  et  p.  8o-83),  au  sujet  de  deux 
solutions  distinctes  que  nous  avons  données,  M.  Picard  et  moi,  de  la  question, 
des  critiques  qui  ne  me  semblent  pas  fondées. 

»  Je  voudrais  montrer  ici  que  le  procédé  qui  m'a  permis  d'établir  que  la 
solution  de  Cauchy  est  unique  ne  prèle  à  aucune  objection.  » 

Ripert.  —  Sur  les  triangles  trihomologiques  inscrits  ou  circon- 
scrits à  une  conique.  (196-200). 

On  peut  inscrire  et  circonscrire  à  toute  conique  une  double  infinité  (P,  Q) 
de  triangles  trihomologiques  à  tout  triangle  inscrit  ou  circonscrit  donné  A  et 
trihomologiques  entre  eux.  Les  neuf  centres  d'homologie  sont  en  ligne  droite, 
et  les  neuf  axes  passent  par  un  point  fixe,  si  les  triangles  A,P,  Q  sont  tous  les 
trois  soit  inscrits  soit  circonscrits.  Si  A  est  inscrit  et  P,  Q  circonscrits  (ou 
vice  versa),  les  centres  du  couple  (  P,  Q)  restent  en  ligne  droite  et  ses  axes 
concourants;  les  six  centres  des  couples  (A,  P)  et  (A,  Q)  sont  sur  une  conique, 
et  les  six  axes  correspondants  touchent  une  autre  conique. 

Borel.  —  Sur  le  ])rolongcmcnt  analytique  de  la  série  de  Tavlor. 
(200). 

Étant  donnée  une  série  entière 

/(  c  )  =  rt„  4-  (/,  c  -I-  «.  3-  -h . .  .  -i-  rt„  c"  4- . . . , 
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dont  le  rayon  do  convergence  nVsl  ni  nul  ni  infini,  si  l'on  pose 


le  dcveloppentient 

f{z)^.ï:pjz) 

est  convergent  dans  une  région  facile  à  déterminer  et  qui  dépasse  le  cercle 
de  convergence  de  la  série  entière  en  tout  point  non  singulier. 

Painlevé  (P-)-  —  Mémoire  sur  les  équations  différenlielles  dont 
l'intégrale  générale  est  uniforme.  (201-261). 

On  connaît  toutes  les  équations  différentielles  algébriques  du  premier  ordre 
dont  l'intégrale  générale  est  uniforme;  mais  dès  qu'on  passe  au  second  ordre, 
des  difficultés  d'une  nature  toute  nouvelle  interviennent.  Ainsi  l'équation 

rr"=  ('  +  0r'- 

a  pour  intégrale  générale 

A  et  B  étant  deux  constantes  arbitraires.  Quand  x  tend  vers  le  point  d'affixe 
—  B:A  suivant  une  direction  quelconque,  _/  est  indéterminé.  Une  infinité  de 
valeurs  de  y  se  permutent,  d'ailleurs,  autour  de  ce  point  qui  est  à  la  fois 
point  essentiel  et  point  critique  de  y.  L'existence  possible  de  pareilles  singu- 
larités, variables  avec  les  constantes  d'intégration  et  que  rien  ne  met  en  évi- 
dence sur  l'équation  difféientielle,  constitue  un  obstacle  qui  «  pouvait,  à  bon 
droit,  dit  l'auteur,  être  regardé  comme  insurmontable  ».  Néanmoins  l'auteur 
a  pu  triompher  de  cette  difficulté,  et  il  expose  dans  le  présent  Mémoire  une 
partie  d'un  vaste  ensemble  de  recherches  sur  les  équations  différentielles  algé- 
briques dont  l'intégrale  n'a  que  des  points  critiques  fixes. 

I.  Dans  un  premier  Chapitre,  il  fait  connaître  le  principe  de  sa  méthode  et 
recherche  les  conditions  nécessaires  pour  qu'une  équation  différentielle  ait 
ses  points  critiques  fixes. 

II.  Ensuite  vient  l'application  de  la  méthode  aux  équations 

y  =--  \\{x,  y,  y'), 

où  R  désigne  une  fonction  rationnelle  irréductible  en  t,  y'  dépendant  analy- 
tiqucment  de  x.  Il  faut  d'aboid  que  l'équation  soit  de  la  forme 

(  E  )  y"  =  r"-L  (  X,  y  )  +  y'  M  (x,  y) -\- yi  {x,  y  ), 

L,  M,  N  étant  des  fractions  rationnelles  de  y,  analytiques  en  x;  et  l'on  est 
conduit  à  déterminer  toutes  les  équations  de  la  forme 

y"  =  yU{y), 

l(v)  étant  une  fraction  rationnelle,  dont  l'intégrale  générale  est  uniforme.  Ce 
problème  préliminaire  se  ramène  à  une  question  résolue  par  Briot  et  Bouquet, 
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de  sorte  que  l'on  connaît  les  neuf  formes  possibles  de  l{y),  et  par  conséquent 
aussi  celles  de  h{x,  y). 

Étudiant  ensuite  l'équation  (E)  dans  le  voisinage  d'un  pôle  de  L,  M,  N, 
l'auteur  prouve  que  les  pôles  y  —  h{x)  des  fonctions  M  et  N  coïncident 
nécessairement  avec  ceux  de  L  et  sont  tous  simples,  ce  qui  limite  le  deyré  de 
M  et  N  en  y. 

A  partir  d'ici,  M.  Painlevé  s'en  tient  au  cas  où  L  a  la  plus  simple  de  ses 
neuf  formes  possibles,  savoir  L  =  o,  et  considère,  en  particulier,  pour  en 
épuiser  l'étude,  l'un  des  cinq  types  d'équations  auxquels  cette  hypothèse  donne 
lieu,  savoir 

{C)  y"  =  y'b{x)^y'[i{x)+yC{x)-\-\){x), 

en  déterminant  explicitement  toutes  les  équations  (vL)  qui  sont  à  points 
critiques  fixes. 

L'équation  {C)  conserve  la  même  forme  quand  on  effectue  le  changement  de 
variables 

(T)  y  =  \'-t.{x)  +  ix{x),        x  =  '~^{X), 

ce  qui  permet  de  la  transformer  soit  en  y"  =  o,  soit  en 

y"  =  6 j'-  +  S  (  X  )  ; 

mais  cette  dernière  ne  peut  avoir  des  points  critiques  fixes  que  si  S{x)  est 
linéaire  en  x, 

S(x)  =  px  -h  q. 

On  est  ainsi  conduit,  abstraction  faite  des  fonctions  elliptiques  uniformes,  à  la 
seule  équation  nouvelle 

(F)  y=6jK-H-x; 

mais  on  sait  reconnaître,  à  l'aide  d'un  nombre  fini  d'opérations  algébriques,  si 
une  équation  donnée  («1^),  où  6,  B,  C,  D  sont  algébriques  en  x,  est  réductible 
par  une  transformation  (T)  à  l'un  des  quatre  types  d'équations  à  points 
critiques  fixes  dont  (F)  est  le  dernier. 

in.  L'étude  de  l'équation  (F)  occupe  une  grande  partie  du  IMémoire. 
M.  Painlevé  établit  (\\\elle  n'admet  pas  de  points  critiques  algébriques,  mais 
admet  des  pôles  mobiles. 

Il  ne  résulte  nullement  de  là  que  son  intégrale  ne  présente  pas  de  singula- 
rités transcendantes;  et  la  démonstration  de  la  non-existence  de  singularités 
transcendantes  ne  laisse  pas  que  de  présenter  de  grandes  difficultés.  L'autour 
y  parvient  par  une  niéthode  synthétique  qui  s'étend  aux  équations  d'ordre 
supérieur. 

Il  traite  ensuite  des  propriétés  de  la  transcendante  méromorj)he  y{x) 
définie  par  l'équation  (F),  et  de  la  façon  dont  elle  dépond  dos  constantes 
arbitraires  y^  et  y'„  :  c'est  une  fonction  essentiellement  transcendante  *\c  ces 
deux  constantes.  Il  suit  de  là  (en  vertu  d'un  théorème  antériourcmont  établi 
par  M.  Painlevé)  que  c'est  une  fonction  méroniorplie  {du  second  ordre) 
essentiellement  nouvelle;  et  même  toute  intégrale  particulière  de  (  V)  est  une 
transcendante    nouvelle.    L'intégrale   générale   }•  (.r)   se  laisse   mettre  sous   la 
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forme 


^  =  -,75  Uj- 


OÙ  ^  (x)  est  une  fonction  entière  essentiellement  nouvelle,  définie  par  le  système 

du  troisième  ordre 

r'  .f"i 

y  =  T,,  -|-  -h  2r/''+  xt/—  r,  =  o. 

Elle  est  par  suite  représcnlable  par  le  quotient  de  deux  fonctions  entières  en 
œ,  Xq,  ^0,  y'o  dont  le  développement  peut  être  poursuivi  indéfiniment  à  l'aide 
de  simples  dérivations.  L'expression  de  y,  y'  en  y^,  jk'o  définit  une  correspon- 
dance essentiellement  biunifornie  entre  les  deux  couples  de  variables. 

IV.  Quand  on  passe  aux  é(juations  d'ordre  supérieur,  la  première  partie  de 
la  méthode  (  rcciierche  des  conditions  nécessaires')  s'étend  aisément,  tandis 
que  la  question  de  savoir  si  ces  conditions  sont  suffisantes  soulève  des  diffi- 
cultés de  plus  en  plus  grandes. 

Pour  montrer  la  portée  de  la  première  méthode,  M.  Painlevé  termine  son 
travail  par  une  première  étude  des  conditions  que  doit  vérifier  une  équation 
du  troisième  ordre  (ou  d'ordre  supérieur)  pour  que  ses  points  critiques  soient 
fixes,  ce  qui  est,  comme  on  sait,  une  première  condition  pour  que  l'intégi^ale 
générale  puisse  êlre  uniforme.  Les  résultats  acquis  dans  cette  voie,  et  que 
l'auteur  se  propose  de  compléter  ultérieurement,  montrent  d'ores  et  déjà  le 
rôle  considérable  que  sont  appelées  à  jouer,  dans  l'étude  systématique  des 
équations  diflerentielles  à  intégrale  uniforme,  les  fonctions  automorphes 
(fuchsiennes  et  kleinéennes)  de  M.  Poincaré. 

Appell  {P')'  —  Propriété  caraclérislique  du  cjlindroïde.  (261- 
265). 

Le  conoïde  droit  dont  l'équation  est 

axy 

Z  :=    — ' •  > 

x-  +  y- 

et  qui  est  appelé  cylindroïde  de  Pliicker  ou  de  Cayley,  a  été  rattaché  par 
Sir  R.  Bail  à  la  composition  des  forces  appliquées  à  un  solide.  Sir  R.  Bail  a 
démontré  que  ce  conoïde  partage  avec  les  cylindres  la  propriété  que  le  lieu 
des  projections  d'un  point  quelconque  de  l'espace  sur  les  génératrices  est 
une  courbe  plane. 

M.  Appell  démontre  que  toute  surface  réglée  qui  jouit  de  cette  propriété  est, 
ou  bien  un  cylindre,  ou  bien  un  conoïde  droit. 

Mais  tout  conoïde  droit  jouissant  de  la  propriété  considérée  est  un  cylin- 
droïde; c'est  ce  qui  résulte  d'une  démonstration  que  l'auteur  a  publiée  en  iSgj 
dans  la  Revue  de  Mathématiques  spéciales  et  qu'il  reproduit  ici. 

Miller  (G. -A.).  —  Sur  plusieurs  groupes  simples.  (266-26^). 

Ém.  Mathieu  a  établi  {Journal  de  Liouville,  iH-3)  l'existence  d'une  fonction 

10!  ^ 
cinq  fois  transitive  de  vingt-quatre  éléments  ayant  -~—  valeurs. 
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L'objet  de  cette  Note  est  de  prouver  que  le  groupe  (G-'*)  de  cette  fonciion 
et  chacun  de  ses  sous-groupes  maxima  de  degré  21,  22  et  23  sont  des  groupes 
simples. 

De  Montcheuil.  —  Généralisation  des  formules  de  M.  Schwarz 
relatives  atix  surfaces  minima.  (268-269). 


COMPTES  RENDUS  hebdomadaires  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences, 
PAR  MM.  les  Secrétaires  perpétuels. 

Tome  CXXX,  1900  (i). 
Servant.  —  Sur  les  systèmes  orthogonaux.  (28-3o). 

En  rapprochant  un  ihéovémeàeWWrAwcowv  {Bull.  Soc.  pliilomathique,  1^69) 
des  formules  de  M.  Darboux  {Théorie  des  surfaces,  t.  1\  )  l'auteur  parvient 
au  résultat  suivant  : 

De  tout  couple  de  systèmes  de  surfaces  ayant  même  représentation  sphé- 
rique  on  peut  déduire  trois  autres  couples  jouissant  de  la  même  propriété, 
ainsi  que  quatre  couples  se  correspondant  par  inversion  et  quatre  par  la  trans- 
formation de  Ribaucour. 

La  proposition  subsiste  pour  l'espace  à  n,  dimensions. 

Estienne.  —  Sur  la  théorie  des  erreurs.  (66-69). 
Padé.  —  Sur  la  distribution  des  réduites  anormales  d'une  fonc- 
tion. (102-104). 

L'auteur  démontre  un  théorème  qui  est  fondamental  dans  la  théorie  des 
fractions  conlinues  holoïdcs  pour  les  fonctions  qui  ptMivent  avoir  des  réduites 
anormales,  et  qu'il  a  énoncé  dans  une  Note  antérieure. 

Plaszyckl.  —  Sur  la  réduction  d'un  problème  algébrique.  (io5- 
107). 

Etant  donnés  sur  une  courbe  algébrique  F(x,  y)  =  o,  de  genre  p,  iq  points 

existe-t-il    une   fonction    rationnelle  z>{Xy  y)  et    un    nombre  onli(M-  |)osilif /;/. 

tels  que  9  reste  partout  (inic  et  dilVéï-ente  de  zéro,  sauf  aux  points  {a,ù)  ijui 

soient  des  zéros  d'ordre  ///  et  aux  points  (a,  [i)  qui  soient  dos  pôles  d'ordre  //i? 

Ce  problème  aucjuel  se  ramènent  des  questions  imporlanio  de  Calcul  inUgi.il 


(')  \oW  Bulletin,  t.  XXV.,,  p.  8.). 
Bull,  des  Sciences  mut héni.,  2*^  série,  t.  X\\.  (Août  i()oi.)  K.i' 
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fait  l'objet  de  la  présente  Note.  L'auteur,  généralisant  des  résultats  d'Abel  et 
de  Tcliebvchof,  montre  que,  dans  le  cas  général,  l'existence  de  9  est  liée  à  la 
périodicité  d'une  suite  de  fractions  rationnelles  qu'il  définit. 

Boulanger    (-!•).    —    Déterniinalion    d'invariants    attachés    au 
groupe  G, 08  tle  M.  Klein.  (10^-109). 

Il  s'agit  des  quatre  invariants  différentiels  fondamentaux  dont  dépend  l'in- 
tégration algébrique  des  équations  linéaires  de  troisième  ordre  et  de  certains 
systèmes  de  la  forme 

r  =  aip -h  a^q -\- a^z        s  =  b^p -\- b.q -\- b^z        t  =  c^^p -\- c^q -\- c^z. 

L'auteur  résume  les  résultats  qu'il  a  obtenus  au  sujet  de  ces  invariants  dans 
un  Mémoire  destiné  au  Journal  de  l'École  Polytechnique. 

Petvovsky.  —  Sur  la  distribution  du  potentiel  dans  un  milieu 
hétérogène.  (11 2-1 1  5). 

Capacité  d'un  condensateur  plan,  toutes  les  couches  étant  séparées  par  des 
plans  parallèles. 

Capacité  d'un  condensateur  sphérique,  toutes  les  couches  étant  sphériques  et 
concentriques. 

Capacité  d'un  condensateur  cylindrique,  toutes  les  couches  étant  séparées  par 
des  surfaces  cylindriques  coaxiales. 

Distribution  du  potentiel  autour  d'une  sphère  métallique  placée  au  centre 
d'une  autre  sphère,  imparfaitement  isolante. 

Guichard.  —  Sur  les  surfaces  isothermiques.  (lop-iôa). 

L'auteur  commence  par  retrouver  d'une  manière  nouvelle  une  transforma- 
tion des  surfaces  isothermiques  qu'il  avait  déjà  signalée  et  qui  lui  a  permis  de 
déduire  des  quadriques  de  révolution  d'autres  surfaces  isothermiques,  dont  la 
courbure  moyenne  est  constante. 

Il  indique  ensuite  une  autre  méthode  qui  permet,  sous  certaines  conditions, 
d'obtenir  par  quadratures  une  série  de  surfaces  isothermiques. 

Ricjuier.  —  Sur  le  degré  de  généralité  d'un  système  différentiel. 

(162-164). 

Définition  des  systèmes  explicites,  passifs,  complètement  intégrables,  iso- 
nomes.  Ces  définitions  sont  suivies  de  l'énoncé  d'un  théorème  d'où  il  résulte  que 
l'on  peut  définir  d'une  manière  absolument  précise  le  degré  de  généralité  d'un 
système  dilTérenticI  complètement  intégrable,  à  l'aide  de  deux  nombres  re- 
latifs à  l'une  quelconque  des  formes  isonomes  passives  auxquelles  il  est  réduc- 
tible. 

Duport  {II')'  —  Sur  les  équations  aux  dérivées  partielles.  (282- 
233). 
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L'auteur  donne  le  résumé  d'un  Mémoire  que  l'on  trouvera  dans  le  Journal 
de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  où  il  traite  d'un  système  de  deux 
équations  de  Pfafî 

(i)  ^a-dx-^o,         ^b.dx.=  o         (  t  =  i,  2,  . . .,  6). 

Il  associe  à  ces  équations  un  système  de  huit  équations  algébriques  linéaires 
et  homogènes,  dont  les  six  premières  contiennent  linéairement  deux  para- 
mètres X  et  |x  et  dont  le  déterminant,  égalé  à  zéro,  fournit  pour  le  rapport  )v:[x 
une  équation  du  second  degré.  Quand  cette  équation  a  ses  racines  égales,  on 
peut  obtenir  les  solutions  du  système  (i)  à  l'aide  d'équations  différentielles 
ordinaires. 

Quand  l'équation  en  );  :  [j,  a  ses  racines  distinctes,  on  est  conduit  à  reconnaître 
un  cas  où  toutes  les  solutions  de  (i)  peuvent  être  exprimées  au  moyen  de  deux 
fonctions  arbitraires  de  la  même  variable. 

Petrini  {Henrik).  —  Sur  l'existence  des  dérivées  secondes  du 
potentiel.  (233-235). 

Clairin  (/.).   —  Sur  une  classe  de   transformations.  (3o9-3io). 

Quand  un  système  (a)  de  quatre  équations  fait,  à  un  élément  {xyzpq) 
d'un  espace  (e),  correspondre  00^  éléments  unis  d'un  espace  (e'),  à  une  famille 
de  surfaces  {s')  de  ce  dernier  espace  correspond  dans  le  premier  une  famille  {s) 
qui  est  déterminée  par  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre, 
admettant  un  système  de  caractéristiques  du  premier  ordre.  Inversement, 
étant  donnée  une  équation  du  second  ordre  qui  jouit  de  cette  propriété,  il  est 
possible  de  déterminer  un  système  (a),  tel  que  la  famille  {s)  correspondante 
soit  définie  par  l'équation  proposée.  A  une  surface  de  (5)  correspond  une  sur- 
face de  (*'),  et  une  seule. 

Grâce  à  des  considérations  de  cette  nature,  l'intégration  d'une  équation  aux 
dérivées  partielles  du  second  ordre,  admettant  un  système  de  caractéristiques 
du  premier  ordre,  se  ramènera  dans  des  cas  étendus  à  l'intégration  d'une 
équation  de  Monge-Ampère,  dès  que  l'on  connaîtra  un  certain  nombre  d'inté- 
grales d'une  équation  du  premier  ordre. 

Cosserat  (^Eug.).  —  Sur  la  détermination  de  toutes  les  surfaces 
algébriques  à  double  génération  circulaire.  (3ii-3i3). 

L'auteur  se  propose  de  déterminer  toutes  les  surfaces  que  l'on  peut  dcduire 
d'une  quadriquey  =  o  par  une  transformation 

où  les/,  sont,  comme  /,  des  formes  quadratiques  de  x^^  a:,,  x^  et  x^,  telles 
que  les  transformées  des  génératrices  de  /  —  o  soient  des  coniques  rencontrant 
toutes  en   deux  points  une  conique  C 

On  est  conduit  à  classer  les  solutions  suivant  les  cas  d'inlcrscclion  de/=  o 
et  de  la  quadrique  qui  correspond  au  plan  de  C.  Une  rcmar(|ue  de  "SX.  Kœnigs 
permet  de  démontrer  que  ces  différents  cas  fournissent,  soit  des  solutions  génc- 
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raies  dont  toulcs  les  aulres  dérivent  par  inversion,  soiL  des  solutions  particu- 
lières jouissant  de  la  même  proprirté,  soit,  endn,  dos  solutions  particulières 
qui  ne  donnent  par  inversion  ([u'une  classe  de  surfaces  répondant  à  la  question. 
M.  Cosserat  rapporte  les  résultats  qu'il  a  obtenus  loucliant  les  solutions  de 
la  première  classe  et  fait  connaître  certaines  de  leurs  propriétés. 

Aiitonne.  —  Sur  les  équations  algébriques  Iiarmoniques.  (3i3- 
3i5). 

L'auteur  appelle  équation  anhannonique  d'ordre  ii  toute  équation  algé- 
brique 

x"" -\-  x""-'  K{t)  +...  A„(^)  =0, 

dont  les  n  racines  x-  satisfont  à  la  même  équation  de  Riccati 

^*  =B„(0  +  wB,(OH-"'I3,(0. 

Il  avait  déjà  fait  connaître  {Comptes  rendus,  février  iSgij)  plusieurs  pro- 
priétés de  ces  équations.  Dans  la  présente  Communication  il  achève  la  construc- 
tion elfective  de  toutes  les  anharmoniques. 

Miller  (G. -A.).  —  Sur  les  groupes  des  isonfiorj)liisnies.  (3i6-3 17). 

Cosserat  (^Eitg.).  —  Sur  les  cercles  tangents  à  quatre  plans  iso- 
tropes et  sur  les  surtaces  à  double  génération  circulaire.  (385- 
387). 

L'auteur  examine  un  cas  particulier  important  qui  se  présente  lorsque  l'in- 
tersection de/=  o  et  de  la  quadrique  Q  qui  correspond  au  plan  de  C  se  com- 
pose de  quatre  droites  distinctes.  (  Voir  la  Note  ci-dessus  de  JM.  Cosserat.) 

On  est  ainsi  conduit  à  étudier  la  congruence  des  cercles  tangents  à  quatre 
plans  isotropes,  dont  l'auteur  fait  connaître  certaines  propriétés. 

Thyhaiit  (A.).  —  Sur  les  équations  harmoniques  et  les  surfaces 
isothermiques.  (38^-3c)o). 

L'équation  de  Laplacc  à  invariants  égaux,  que  vérifient  les  coordonnées  rec- 
tangulaires d'une  surface  minima  quelconque,  rapportés  à  ses  lignes  de  cour- 
bure, possède  une  infinité  de  groupes  de  quatre  solutions  dont  la  somme  des 
carrés  est  constante.  Cliacun  de  ces  groupes  fait  connaître  les  coordonnées 
pentasphériques  d'une  surface  isothermique.  On  trouve  ainsi,  en  partant  des 
équations  harmoniques,  les  surfaces  isothermiques  dépendant  de  deux  fonctions 
arbitraires  que  l'auteur  a  fait  connaître  dans  sa  Thèse. 

M.Thybaut  indique  diverses  propriétés  de  ces  surfaces  et  énonce  une  condi- 
tion nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  représentation  sphérique  des  lignes  et 
courbures  d'une  surface  soit  isotliermique  :  c'est  qu'il  y  ait  correspondance 
entre  les  lignes  de  courbure  sur  les  deux  nappes  de  l'enveloppe  des  sphères 
tangentes  à  celte  surface  et  qui  ont  pour  rayon  la  denn-somme  de  ses  rayons 
de  couibure  au  point  de  contact. 
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Autonne.  —  Sur  les  équations  algébriques  anharmoniques.  (Sgo- 

393). 

Estienne. — Valeur  plausible  d'une  grandeur  variable.  (SqS-Sqo). 
Andrade  (•/•).  —  A  propos  de  deux  problèmes  de  probabilités. 

(395-396). 

Rectifications  apportées  par  l'auteur  à  une  Note  antérieure  :  Sur  l'applica- 
tion répétée  du  théorème  de  Bernoulli. 

Stekloff.   —   Sur    la   méthode  de   Neumann   et  le  problème  de 
Dirichlet.  (396-899). 

L'auteur  énonce  quatre  conditions  et  démontre  que  pour  toute  surface  (S) 
satisfaisant  à  ces  conditions,  la  méthode  de  la  moyenne  aritluuétique  de  Neu- 
mann résout  le  problème  de  Dirichlet,  si  la  fonction  donnée  /  est  seulement 
continue  sur  (S  ). 

Davidoglou.  —  Sur  les  zéros  des  intégrales  réelles  des  équations 
linéaires  du  troisième  ordre.  (399-401). 

Considérant  l'équation  binôme 

d?"  Y 
^-f-y^(^)  =  o, 

où  q{x)  est  une  fonction  continue  de  x  réelle  et  telle  qu'à   |)artir  de  x  ■=  x^^ 
on  ait 

q{x)  >  a  >  o, 

l'auteur  énonce  ce  théorème  ; 

Si  y,  est  une  intégrale  continue  ainsi  que  ses  deux  dérivées  premières,  si 
elle  est  positive  de  a  à  b  et  si  de  plus  sa  dérivée  en  a  est  positive  ou  nulle, 
elle  sera  certainement  donnée  par  la  méthode  des  approximations  succes- 
sives de  M.  Picard. 

Vient  ensuite  un  théorème,  relatif  à  ces  nièmcs  équations,  analogue  au 
théorème  de  Sturm  pour  les  éipiations  du  scciuid  ordre. 

Picard  (/i'/;?.).   —  Sur   la   dc'lerminalion  des   iulégralcs  de  cer- 
taines équations  aux  (Irrivécs  [)articlles  [)ar  leurs  valeurs  sur  un 
contour  fermé.  (447-449)' 
I\L  Picard  considère  ré(|uali()M 

(T-  u        à-  u  ()u        ,  Ou 

--^.  -h  -,-  .,  -ha- \-  0  , h  eu  =  o, 

Ox-        ôy  ôx  Oy 

dans  le  cas  où  les  cocfliciouls  a.  h,  r  soni   des  l't>iuliou-<  analvlniues  de  .v  et   y 
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el  établit  rcxislcncc  d'une  solution  unique  prenant  sur  un  contour  régulière- 
ment analytique,  suffisamment  petit,  une  succession  de  valeurs  représentant 
une  fonction  continue,  qui  pourra  d'ailleurs  admettre  une  infinité  de  maxima 
et  de  minima. 

To/'rès  (L.).  —  Sur  les  machines  à  calculer.  (472-474)- 

Bricard  (/?.)•  —  Détermination  des  surfaces  ayant  un  système 
de  lignes  de  courbure  égales.  (475-477). 

Guichat^d  {C .).  —  Sur  une  transformation  des  surfaces  isother- 
miques. (477-480)* 

.L'auteur  développe  analytiquemcnt  la  transformation  des  surfaces  isother- 
miques indiquée  dans  sa  précédente  Note  {voir  ci-dessus)  :  des  deux  espèces 
d'équation  de  Riccati  que  l'on  est  conduit  à  former  il  ne  fait  que  mentionner 
la  première  et  calculer  les  équations  du  second  groupe,  celles  qui  permettent 
de  trouver  les  points  qui  décrivent  des  surfaces  isothermiques. 

Stekloff  [IV.).  —  Sur  les  problèmes  de  Neumann  et  de  Gauss. 

Sous  les  quatre  conditions  posées  dans  la  Note  précédente  de  M.  SteklofT 
{voir  ci-dessus),  la  mélhode  de  Neumann  résout  le  problème  hydrodynamique 
(problème  de  Neumann)  si  la  fonction  donnée  /est  seulement  continue  sur  la 
surface  considérée. 

L'auteur  adjoint  ensuite  aux  conditions  précitées  une  cinquième  condition 
(Liapounofl)  et  conclut  que  le  problème  de  Gauss  est  résolu  par  la  méthode 
de  Robin  pour  toute  surface  (S)  satisfaisant  aux  quatre  premières  conditions, 
si  la  fonction  /,  continue  sur  (S),  satisfait  à  la  condition  de  LiapounofT. 

Ilumbert  (G.).  —  Sur  les  fonctions  à  quatre  paires  de  périodes. 

(483-486). 

Les  fonctions  abéliennes  auxquelles  conduit  le  problème  d'inversion  de 
Jacobi,  pour  une  courbe  de  genre  deux,  sont  des  fonctions  uniformes  de  deux 
variables  u  el  t',  ayant  pour  paires  de  périodes  (1,0),  (0,1),  {g,  h),  {h,  g'); 
de  plus,  si  gi,  liy,  g\  désignent  les  parties  imaginaires  de  g,  h^  g\  la  quantité 
h] — bi^'x  ^^^  essentiellement  négative. 

M.  Ilumbert  pose  et  résout  successivement  ces  deux  questions  : 

1°  Existe-t-il  des  fonctions  uniformes  F(;<,  v)  ayant  pour  paires  de  périodes 
(1,0),  (0,1),  {g,  h),  {h\,  g'),  h'  étant  difi'érent  de  /i? 

2°  Si  h' =  hy  est-il  nécessaire,  pour  l'existence  des  fonctions  F(w,  v),  que 
h] — Sig'i  soit  négatif? 

U Ocagne  {M.).  —   Sur  l'application  de  la  Nomographie  à  la 
prédiction  des  occultations  d'étoiles  parla  Lune.  (554-556). 

Korn  (A.).  —  Sur  la  méthode  de  Neumann  et  le  problème   de 
Dirichlct.  (557). 
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Observations  relatives  à  la  Note  récente  de  M.  Steklofî  sur  la  méthode  de 
Neumann  et  le  problème  de  Dirichlet  {voir  ci-dessus). 

Hatzidakis  (N.-J.).  —  Sur  les  écfuations  cinématiques  fonda- 
mentales des  variétés  dans  l'espace  à  n  dimensions.  (557-56o). 

On  peut  développer,  parallèlement  à  la  théorie  analytique  des  surfaces, 
fondée  par  Gauss,  une  théorie  purement  cinématique,  comme  l'a  fait  INI.  Dar- 
boux. 

L'auteur  a  étudié,  dans  un  Mémoire  destiné  à  VAmerican  Journal  of  Mathe- 
m,atics,  les  équations  fondamentales  entre  rotations  et  translations  pour  les 
variétés  de  l'espace  à  n  dimensions.  Il  donne  ici  les  équations  cinématiques 
fondamentales  d'une  variété  à  deux  dimensions  ou  surface  dans  cet  espace 
général. 

Pascal  {Ern.).  —  Sur  une  théorie  des  systèmes  d'équations  aux 
différentielles  totales  du  second  ordre.  (645-647). 

On  considère  n  —  m  variables  37, ,  x^,  . . .,  ^„._„,  et  m  fonctions  ^„_„,+,,  ...,  x^, 
de  ces  variables,  liées  par  les  équations 

n 

^'  ^n-m-^X  ~  2]  ^  ^^'^  •  ^^^''  ^^^  "^  ^' 
II,  k  =  1 

(0  {  ,       (XH.=  ^uu), 

n 

(^-  x„  -  ^  2d  ^""'  ^^^'  ^^^  ^  '^' 
//,  A  =  l 

dont  il  s'agit  de  trouver  les  intégrales 


L'auteur  a  démontré  que  les  intégrales  cp  ne  peuvent  contenir  plus  de 
m(/i — m  +  i)  constantes  arbitraires  et  donne  les  conditions  nécessaires  et 
suffisantes  pour  qu'il  en  soit  ainsi.  Parmi  ces  conditions,  il  y  en  a  toujours 

m{n  —  \)n{n-^i) 


qui  sont  indépendantes.  Quand  elles  sont  vérifiées,  il  existe  toujours  m  sys- 
tèmes de  m  fonctions  [i.,,  ...,  [x^.„j  telles  que  la  somme  des  produits  de  ces 
fonctions  par  les  premiers  membres  des  équations  (i)  soit  une  dillérentielle 
seconde  exacte.  Les  fonctions  [x  sont  déterminées  par  un  système  d'équations 
aux  différentielles  totales  du  premier  ordre,  qui  est  complèleinont  inté- 
gra ble. 

Davidoglou .  —  Sur  une  aj)|>licali()n  de  la  nu'lhodc  d("s  ;i|)|U(i\i- 
malions  successives.  (69'2-695). 
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Si  l'équalion  du  quatrièinc  ordre 

d'y  /     X 

où  9(^)  est  une  fonction  qui  ne  devient  jamais  négative  pour  a  ^  a?  ^  6,  admet 
une  intégrale  yx{x)  positive  et  non  nulle  dans  cet  intervalle,  avec  les  condi- 
tions 

y\{a)lo,      r\{b)io, 

cette  intégrale  y,  est  donnée  par  la  méthode  des  approximations  successives. 
L'existence    d'une   pareille   intégrale   entraîne   la    non-exislcncc    dans  ab  de 
l'intégrale  ^(^),  non  identiquement  nulle,  tangente  à  O^en  a  et  en  b. 

Le  Roux  (/. ).    —    Sur  l'intégration   des   équations  linéaires  à 
discriminant  non  nul.  (695-69'^). 

A  toute  équation  linéaire  d'ordre/?,  à  /i  variables  indépendantes,  correspondent 
des  surfaces  caractéristiques  (variétés  à  /i  —  i  dimensions)  définies  par  une 
équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  homogène  et  du  degré/». 

Quand  le  discriminant  de  cette  équation  homogène  est  différent  de  zéro,  on 
peut  représenter  par  des  intégrales  multiples  à  /i  —  1  dimensions  et  à  limites 
variables  toutes  les  intégrales  de  l'équation  proposée,  quand  on  a  préalablement 
obtenu  : 

1°  Une  intégrale  complète  de  l'équation  des  caractéristiques; 
1°  Une  solution  particulière  de  l'équation  considérée  qui   satisfasse   à  cer- 
taines conditions  déterminées. 

Padé  {II')'  —  Sur  l'extension  des  propriétés  des  réduites  d'une 
fonction  aux  fractions  d'interpolation  de  Cauchj.  (697-700). 

Si  l'on  considère  successivement  les  cas  où  l'on  se  donne  une  seule  valeur  ?/„, 
puis  deux  u^^  u^,  puis  trois  u^^,  u^,  U2  et  ainsi  de  suite  en  ajoutant  chaque  fois 
une  valeur  nouvelle  aux  valeurs  précédemment  considérées,  les  systèmes  de 
une,  deux,  trois,  ...  fractions  d'interpolation  de  Cauchy  correspondantes  con- 
stituent, prises  toutes  ensemble,  une  suite  à  double  entrée  analogue  à  celle  des 
réduites  d'une  fonction  et  qui  est  définie  par  deux  suites  de  quantités  corres- 
pondantes :  la  première  formée  des  valeurs 

Xq,      ;27|,      X^^      .  .  . 

de  la  variable,  la  seconde  des  valeurs 

C*ij  »  et-  [  •  ^A'■^  ^  •    •   • 

de  la  fonction  à  interpoler. 

Soit  U  ,^  :  V  .^  la  fraction  de  Cauchy  relative  aux  [jl -H  v -h  i  premiers  termes 
des  suites  ci-dessus. 

Entre  les  numérateurs  U  et  les  dénominateurs  V  de  trois  fractions  d'indices 
voisins  existent  deux  formules  de  récurrence  (jui  conduisent  à   des  fraction? 
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continues  dont  les  numérateurs  partiels  et  les  dénominateurs  partiels  sont  des 
polynômes  entiers  de  degré  au  plus  égal  à  2. 

Coulon  (/.)•    —   Stir  les  équations    atix   dérivées    partielles   du 
second  ordre  linéaires  et  à  coefficients  constants.  (765-767). 


p  n 


Il  s'agit  de  l'équation 

Y^  c/-^  u         Y^  c/"  u  _ 

Z^  dxi         Z^  dy]    ~ 

L'auteur  commence  par  signaler  certaines  solutions,  les  unes  de  la  forme 

t"  c?  (  ' 
les  autres  de  la  forme 


r.[ç(i-)-Hlog^+(i)]. 

/■  et  t  ayant  les  significations  suivantes 


yl Y^^x-x\)\   ^=\/y;(r; 


-y-n 


Il  applique  ensuite  ces  solutions  à  la  détermination  d'une  solution  définie  par 
ses  valeurs  et  celles  d'une  certaine  fonction  de  ses  déiivées  du  premier  ordre, 
sur  une  multiplicité  ponctuelle  k  p  -\-  q  —  i  dimensions. 

Painlevé  {P -)'  —  Sur  les  systèmes  diflférentiels  à  points  critiques 
fixes.  (767-770). 

La  méthode  que  l'auteur  a  suivie  pour  déterminer  explicitement  les  équations 
du  second  ordre  à  points  critiques  fixes  est  applicable  à  un  système  ditVéren- 
tiel  quelconque  (dont  l'intégrale  générale  ne  dépend  que  de  constantes). 

M.  Painlevé  esquisse  les  opérations  à  ciïectuev,  qui  se  répartissent  en  deux 
séries  :  on  procède  d'abord  à  la  rccherclie  des  conditions  nécessaires  pour  que 
les  points  critiques  soient  fixes;  il  faut  ensuite  reconnaître  si  ces  conditions 
sont  ou  non  suffisantes. 

Demoului  (yi.).  —  Sur  les  surfaces  dont  les  lignes  de  courbure 
d'un  système  sont  égales.  (823-826). 

La  recherche  de  ces  surfaces  est  un  problème  qui  a  (Icjà  été  étudié  par 
M.  Hatzidakis,  par  M.  Caronnet  et  tout  récemment  par  M.  Bricartl,  mais  sans 
recevoir  une  solution  complète. 

M.  Derjioulin  Ta  soumis  à  une  discussion  approfondie,  et  contrôlé  ses  con- 
clusions par  l'accord  de  trois  méthodes  différentes.  Il  coniniuni(|ue  le  résultat 
de  ses  recherches,  qui  comportent  la  détermination  de  toutes  les  courbes  planes, 
tant  imaginaires  que  réelles,  dont  les  développées  appartiennent  par  leurs  tan- 
gentes à  un  complexe  linéaire. 
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Stekloff  (  W.).  —  Remarque  relative  à  une  Note  de  M.  A.  Rorn  : 
Sur  la  métJiode  de  Neumann  et  le  problème  de  Dirlchlet. 

(826-827). 

Painlevé  (P.).  —  Sur  les  équations  différentielles  du   troisième 
ordre  à  points  critiques  fixes.  (879-882). 

L'auteur  communique  les  premiers  résultats  de  ses  recherches,  en  se  limitant 
aux  équations  de  la  forme 

(0  y"=R(y',y,r,  ^), 

cil  R  est  rationnel  en  y"  et  y',  algébrique  en  y,  analytique  en  œ. 

Si  l'équation  (i)  a  ses  points  critiques  fixes,  R  est  un  polynôme  du  second 
degré  au  plus  en  y" 

R  =  A(y',  y,  a;)y"^-+-  B(y',  y,  x)y"-\-  C{y\  y,  x). 

Les  coefficients  A,  R,  C  sont  assujettis  à  diverses  conditions. 

A  la  différence  de  ce  qui  se  passe  pour  les  équations  du  second  ordre  à  points 
critiques  fixes,  les  équations  (i)  à  points  critiques  fixes  ne  sont  pas  réductibles 
à  un  nombre  fini  de  types  dépendant  d'un  nombre  fini  de  constantes. 

Le  Roux  (J-).  —  Sur  une  inversion  d'intégrale  double.  (88 1-884). 

Etant  donnée  une  fonction  F{u,  v)  holomorphe  dans  le  voisinage  de  l'ori- 
gine et  s'annulant  pour  w  =  0  et  pour  ç  ^=  o,  trouver  une  fonction  y( a;,  y) 
telle  qu'on  ait 


F{u,  V)  =  f{x,  y)  dxdy. 


l'intégration  s'élendant  à  toute  l'aire  du  triangle 
iC  =  o,         y  =  0, 


U  V 


]NL  Le  Roux  arrive  à  la  formule 


.,  ,  1.2        P      p      V(u,v)dudv 

f{x,y)=-r-r, 


u  V 


valable  sous  certaines  conditions  qu'il  spécifie. 

Michel  (Ch.),  —  Sur  les  applications  géométriques  du  théorème 
d'Abel.  (885-888). 

Alesltn  {G.).  —  Sur  une  machine  à  résoudre  les  équations.  (888- 

89,). 
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Clairin  {J*)-  —  Sur  certaines  équations  de  Monge-Ampère.  (997- 
999)- 

L'auteur  indique  un  exemple  de  transformations  de  Biicklund  établissant  une 
correspondance  uniforme  entre  les  intégrales  des  équations  transformées.  Il 
donne  un  procédé  qui  permet  d'obtenir,  à  une  transformation  de  contact  près, 
toutes  les  équations  de  Monge-Ampère  admettant  pour  l'un  de  leurs  systèmes 
de  caractéristiques  un  invariant  du  premier  ordre  et  un  invariant  du  second 
ordre. 

Desaint.  —  Sur  la  représentation  générale  des  fonctions  analy- 
tiques quelconques.  (999-1002). 

L'auteur  fait  connaître  une  méthode  et  des  théorèmes  propres  à  expliquer  et 
à  généraliser  les  résultats  obtenus  par  Laguerre,  MM.  Le  Roy  et  Borel,  dans  la 
représentation  analytique  des  fonctions  et  dans  la  sommation  des  séries  diver- 
gentes. 

La  méthode  s'étend  aux  fonctions  de  plusieurs  variables  et  aux  fonctions 
analytiques,  non  uniformes,  d'une  variable. 

Borel  {Em.).  —  Sur  les  séries  de  fractions  rationnelles.  (1061- 
1064). 

Après  avoir  fait  ressortir  les  défectuosités  du  mode  de  représentation  des 
fonctions  uniformes  par  des  séries  de  fonctions  rationnelles,  quand  on  laisse  à 
ce  mode  toute  sa  généralité,  M.  Borel  le  particularise  en  considérant  des  séries 
de  cette  nature, 

VP„(-^) 

telles  que  les  degrés  des  dénominateurs  R„  ont  une  limite  supérieure  et  que 
les  divers  zéros  de  chaque  polynôme  R„  figurent  seulement  dans  un  nombre 
limité  de  termes.  On  peut  étendre  à  ces  séries  la  plupart  des  résultats  que 
l'auteur  a  obtenus  antérieurement  sur  les  séries 


en  posant  des  conditions  où  ne  figurent  que  les  coefficients  des  numérateurs 
P„(^).  Ces  conditions  ne  dépendant  pas  de  la  distribution  des  pôles  des  frac- 
tions qui  composent  la  série,  ces  généralisations  no  peuvent  pas  se  ramener, 
par  la  décomposition  en  éléments  simples,  aux  théorèmes  antérieurement 
connus. 

Coulon  (/.).  —  Sur  les  caractéristiques  des  équations  aux  déri- 
vées partielles  et  le  principe  d'Hujgens.  (io()4-io65). 

La  surface  cVonde,  telle  que  Ilugoniot  l'a  définie  en  étudiant  la  pn^pai^ation 
simultanée  de  deux  mouvements  dans  un  fluide  indélini,  est  forcément  une 
surface  caractéristique,  au  sens  que  ce  mot  a  dans  la  théorie  dos  équations 
aux  dérivées  partielles. 
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L'application  de  ccUc  remarque,  dans  le  cas  des  équations  à  coefficients 
constants,  permet  de  définir  la  surface  d'onde  comme  enveloppe  de  cônes  dont 
les  équations  s'obtiennent  très  simplement. 

Le  principe  d'Huygens  peut  être  regardé  comme  une  interprétation  géomé- 
trique du  mode  de  génération  des  surfaces  caractéristiques. 

Picard  (^E m.).  —  Sur  les  équations  linéaires  aux  dérivées  par- 
tielles du  second  ordre  et  sur  la  généralisation  du  principe  de 
Diriclilet.  (1088- 1094). 

M.  Picard  considère  l'équation 

^  ^ ,  d-ii        (P  u  ()u        ,  ()ii 

(E)  — ^  +  -— -=a— -+6—  +  eu, 

ôx-       Oy-  ox  Oy 

oi\  «,  Z?,  c  sont  des  fonctions  analytiques  de  x  et  j',  pour  préciser  et  compléter 
sur  certains  points  de  détail  les  démonstrations  qu'il  a  données,  en  1890 
{Journal  de  l'École  Polytechnique)^  de  ce  théorème  : 

Toute  intégrale  de  V équation  (E),  bien  déterminée  et  continue  dans  une 
certaine  région  ainsi  que  ses  dérivées  des  deux  premiers  ordres,  est  une 
fonction  analytique. 

A  cette  occasion,  il  démontre  divers  lemmes  qu'il  avait  admis  au  cours  de 
ses  recherches  antérieures  sur  le  même  sujet. 

Painlevé  {P.)-  —  Sur  les  équations  différentielles  d'ordre 
quelconque  à  points  critiques  fixes,  (i  1 1  2-1 1 1  5). 

Les  propositions  que  l'auteur  a  fait  connaître  dans  une  Note  récente  {voir 
ci-dessus)  au  sujet  de  l'équation  du  troisième  ordre  ont  leurs  analogues  pour 
l'équation  diflerentielle  d'ordre  q  algébrique  par  rapport  aux  quatre  dérivées 
Yni  J^rt-n  yq-2^  Yq-v  sualytiquc  par  rapport  à  :r,  à  la  fonction  jk  et  à  ses 
q  —  4  dérivées  premières. 

M.  Painlevé  énonce  les  plus  simples  de  ces  généralisations. 

Dans  le  cas  oix  y  est  rationnel  en  v  _,  et  j^  ^j  'es  fonctions  fuchsicnnes  et 
kleinéennes  jouent  un  rôle  fondamental  dans  la  détermination  des  équations 
à  points  critiques  fixes. 

Borel  i^Ém.).  —  Sur  la  généralisation  du  prolongement  analy- 
tique, (i  I  I  5-1  I  18). 

L'auteur  commence  par  définir  une  classe  étendue  de  fonctions,  qu'il  appelle 
fonctions  (M).  L'existence  de  pareilles  fonctions  résulte  d'un  théorème  de 
1\L  Mittag-Lefller.  ]\L  lîorel  donne  d'ailleurs  un  exemple  de  fonction  (iM). 

Il  trace  ensuite  les  traits  essentiels  d'une  théorie  des  fonctions  (IVl)  qui 
comprend  comme  cas  particulier  la  théorie  de  ^^'eierstrass,  et  qui  est  plus 
générale,  puisqu'on  connaît  eirectivemcnt  des  cas  nouveaux  dans  lesquels  elle 
s'applique. 

Painlevé  (P-)-  —  Sur  une  relation  enlre  la  théorie  des  groupes 
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continus  et  les  équations  différentielles  à  points  critiques  fixes. 
(1171-1173). 

L'auteur  considère  un  groupe  conlinu  fini  de  transformations  algébriques 
dans  l'espace  à  n  dimensions 

r.=  P<(Yn  ^2,  ...,  Y„,  a,  b,  ...,  /)         {i=  r,  2,  ...,  n), 

groupe  qui  dépend  analytiquement  de  x.  II  énonce  ce  théorème  : 

Les  fonctions  p.,  regardées  comme  fonctions  de  x,  n'ont  comme  points 
singuliers  non  algébriques  que  des  points  fixes,  et  elles  n'acquièrent,  autour 
de  leurs  points  critiques  mobiles,  quun  nombre  fini  de  valeurs. 

Un  cas  particulier  de  ce  théorème  établit  une  relation  entre  la  théorie  des 
groupes  continus  finis  et  les  équations  différentiel  les  à   points  critiques  fixes. 

Comme  conséquence  de  ces  résultats,  on  peut  former  des  systèmes  d'équations 
difi'érentielles  du  premier  ordre  dont  l'intégrale  est  une  fonction  essentielle- 
ment transcendante  de  toute  les  constantes. 

De  Saint-Germain.  —  Sur  la  fonction  S  introduite  par  M.  Appell 
dans  les  équations  de  la  Dynamique,  (i  174)- 

Korn  {A.).  —  Sur  la  méthode  de  Neumann  et  le  problème  de 
Diricldet.  (i238  î24i). 

Davidoglou.  —  Sur  une  application  de  la  méthode  des  approxi- 
mations successives.  (i24i-i243). 

L'auteur  énonce  divers  résultats  relatifs  à  une  équation  (jui  se  présente  dans 
la  théorie  des  vibrations  des  verges  élastiques,  savoir 

—^L.  —  j^y,^(^x)  [o{x)^o  \>o\xv  a'^x'^  b], 

où  k  est  un  paramètre  variable. 
Il  existe  une  suite  infinie  de  quantités 

Aj,  Â'2,  . . .,  A"„,  • . ., 
toutes  positives,  croissantes,  et  telles  de  plus  que  l'équation 

admet   une   intégrale    tangente   à   Ox   en  a  et  b,    et  s'annulanl   {n — 1)    fois 
entre  a  et  b. 
Les  nombres  A,^  croissent  plus  vite  que  n"". 

von  Kocli  {II-).    —  Sur  la   distribution   des   nombres   premiers. 

(i:>.13-i24()). 
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L'auteur  applique  h  l'élude  d'une  formule  d'Eulcr  celte  remarque: 
Si  a:  et  5  sont  deux  nombres  posilifs,  on  a 

lini((  —  e--^')=i,o,         I— e-', 

5  =    00 

selon  que 

^  >  I,  X  <iJ,  ;r  =   I. 

Il  obtient  ainsi  des  formules  nouvelles  relatives  à  la  fonction  /(a;)  de  Riemann 
et  à  d'autres  fonctions  numériques  analogues. 

Le  Roy.  —  Sur  les  séries  divergentes.  (1293-1296). 

L'auteur  étend  aux  séries  entières  d'une  variable  complexe  un  procédé 
pour  rendre  sommable  une  série  trigonométrique  divergente,  qui  consiste  à 
multiplier  par  e^"^'  le  terme  en  cosnx  et  ?>\nnx. 

Certains  résultats  de  cette  Note  doivent  être  modifiés,  conformément  à  une 
rectification  subséquente  (roi/' ci-après). 

Desaint  (L.).  —   Sur  la  représentation  des  fonctions  non  uni- 
formes. (1296-1298). 

Une  fonction  à  point  de  non-uniformité  unique,  confondu  avec  l'origine, 
admet  à  l'intérieur  d'un  cercle  C  de  rayon  /-  inférieur  à  l'unité,  tel  que  f{z) 
n'ait  pas  d'autres  discontinuités  à  son  intérieur,  le  développement  en  série 


(■)  /<--)  =  I^"(4 


log^         2  log/- 

aux  déterminations  multiples  de  log^  correspondent  les  déterminations  mul- 
tiples de  la  fonction  (théorème  dû  à  INL  Picard). 

M.  Desaint  appelle  élément  fondamental  de  non-uniformité  le  développe- 
ment (i)  et  résout,  en  s'appuyant  sur  des  résultats  de  sa  dernière  Note  {voir 
ci-dessus),  le  problème  suivant: 

La  fonction  f{z)  étant  analytique,  à  point  de  non-uniformité  unique  con- 
fondu avec  l'origine  et  connue  seulement  par  son  élément  fondamental  de  non- 
uniformité,  déterminer  la  fonction  ra  iclle  que  Ton  ait 

f{z)=T,{z) 

pour  toutes  les  valeurs  de  z  du  domaine  d'existence  de  la  fonction /(^)  et 
pour  toutes  les  branches  de  celle-ci. 

Coiilon  (/.).  —  Remarques  à  propos  d'un  Mémoire  de  M.  Massau  : 
Sur  V intégration  graphique  des  équations  aux  dérivées  par- 
tielles, (1378-1379). 

Maillet  (^Edïn.),  —  Sur  des  suites  remarquables  de  sous-groupes 
d'un  groupe  de   substitutions   ou   de   transformations    de  Lie. 

(1449-1452). 
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Guldberg  (Al/.).  —  Sur  les  équations  aux  dérivées  partielles  du 
troisième   ordre    qui    admettent   une    intégrale  intermédiaire. 

(i452-i454)- 

Il  s'agit  des  équations  de  la  forme 

où  les  coefficients  A,  B,  ...,  H  sont  des  fonctions  de  x,  y,  z,  /?,  q,  r,  s,  t  et 
où  a,  p,  Y,  ô  sont  les  dérivées  du  troisième  ordre 

_  d^z  o  _     ^^^  _     d^  z  ^  _  d'^z 

dx^  dx-  dy  dx  ôy-  dy^ 

L'auteur  étudie  le  cas  où  une  pareille  équation  admet  une  intégrale  inter- 
médiaire 

u=f{v), 

u  el  V  étant  des  fonctions  de  x,  y,  z,  /?,  q,  r,  s,  t. 

II  enseigne  à  former  deux  systèmes  d'équations  différentielles  ordinaires, 
analogues  aux  équations  des  caractéristiques  pour  les  équations  du  second 
ordre,  et  prouve  que  si  l'un  de  ces  systèmes  admet  deux  combinaisons  intégrables 

du  =  o,        dv  =  o, 
l'équation  proposée  admet  l'intégrale  intermédiaire  u=f{v). 

Picard  {£Jm.).  —  Sur  l'équilibre  calorifique  d'une  surface  fermée 
rayonnant  au  dehors.  (i499-i5o4). 

Si  le  milieu  ambiant  est  à  la  température  zéro,  la  température  V  de  la  sur- 
face en  un  point  {u,  v)  satisfait  à  l'équation 

-E^J\  

,  ,  =r-Vv/EG  — F-, 

v/eG  —  F"      / 

l'élément  linéaire  de  la  surface  étant 

(5?5-  =  E  du-  +  2  F  du  di>  -{-  G  dv^. 

Les  intégrales  uniformes  sur  toute  la  surface  doivent  présenter  des  singula- 
rités :  car  si  une  pareille  intégrale  restait  toujours  continue,  elle  serait  identi- 
quement nulle. 

M.  Picard  suppose  qu'elle  devient  infinie  en  un  point,  d'une  manière  qu'il 
précise  en  se  donnant  sa  partie  infinie;  et  il  établit  l'existence  de  l'intégrale 
uniforme  sur  toute  la  surface  avec  cette  singularité  (une  source  de  chaleur  au 
point  considéré). 

Le  cas  particulier  du  tore,  pour  lequel  la  solution  cherchée  peut  être  repré- 
sentée par  une  formule  explicite,  conduit  à  une  transcendante  remarquable. 

Le  Roy.  —  Sur  les  séries  divergentes;  rectification  à   une  Note 
précédente,  (i  535-i  53()). 
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La  mctliode  proposée  récemment  par  l'aulcur  n'a  point  toutes  les  consé- 
quences énoncées;  mais  elle  permet  de  déterminer  les  points  singuliers 
de  f{z)  qui  sont  situés  sur  le  cercle  de  convergence  de  cette  fonction. 

Maillet  [Edm.).  —  S  tir  la  décomposition  des  groupes  finis  con- 
tinus de  transformations  de  Lie.  (i536-i538). 

Lindeberg  (J.-JV.).  —  Sur  l'intégration  de  l'équation  ^u=fu. 
(i539-i54i). 

Boussinesq  (/.)•  —  Réduction  de  certains  problèmes  d'échauffe- 
ment  ou  de  refroidissement  par  rayonnement,  au  cas  plus  simple 
de  réchauffement  on  du  refroidissement  des  mêmes  corps  par 
contact^  écliauffement  d'un  mur  d'épaisseur  indéfinie.  (1^79- 
i583). 

Slekloff  [W.).  —  Sur  la  méthode  de  Neumann  et  le  problème 
de  Dirichlet.  (iSqq-iôoi). 

Maillet  [Edm.).  —  Sur  la  classe  des  groupes  finis  continus  pri- 
mitifs de  transformations  de  Lie.  (i6o2-i6o3). 

Stôrmer  (Cari),  —  Sur  les  logarithmes  des  nombres  algébriques. 

(i6o3-i6o5). 

L'auteur  énonce  un  théorème  qu'il  a  démontré  sur  les  logarithmes  des 
nombres  algébriques,  et  qui  est  analogue  à  celui  de  Liouville  sur  les  dévelop- 
pements de  ces  nombres  en  fractions  continues. 

De  cette  proposition  de  M.  Stormer  résultent  diverses  conséquences  pour  la 
théorie  des  nombres  ti'anscendants. 

Boussinesq  («/.).  —  Problème  du  refroidissement  de  la  croûte 
terrestre,  traité  au  même  point  de  vue  que  l'a  fait  Fourier,  mais 
par  une  méthode  d'intégration  beaucoup  plus  simple.  (1602- 
i658). 

Painlevé  {P.).  —  Sur  les  intégrales  uniformes  du  problème  des 
n  corps.  (1699-1701). 

M.  Poincaré  a  démontré  que  le  problème  des  n  corps  n'admet  pas,  en  dehors 
des  intégrales  classiques,  d'intégrale  uniforme  dans  tout  le  domaine  réel  des 
variables. 

M,  Painlcvé  a  démontré  qu'il  n'existe  pas,  en  dehors  des  intégrales  classiques, 
d'intégrale  analytique  uniforme,  dans  le  domaine  réel,  par  rapport  aux 
vitesses.  Celte  proposition  n'est  établie  que  pour  des  valeurs   arbitraires  des 


^"^^    PcL^à    ^ 
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masses    et    pourrait    être    en    défaut    pour    des   valeurs    exceptionnelles   des 
masses. 

DemouUii  {A.).  —  Sur  la  théorie  générale  des  congruences  rec- 
tilignes.  (1701-1  7o3). 

M.  Wacisch  a  fait  connaître  un  invariant  W  de  toute  congruencc  rectiligne 
pour  le  groupe  projcctif.  iM.  Demoulin  donne  deux  expressions  nouvelles  de 
cet  invariant,  et  énonce  ce  théorème,  indépendant  de  la  théorie  des  con- 
gruences : 

Soient  F,  et  F^  deux  points  pris  sur  deux  courbes  (C,),  (C^)  et  tels  que 
le  plan  osculateur  en  chacun  de  ces  points  passe  par  l'autre.  Soient  V 
l'angle  des  deux  plans  osculateurs  et  6^  b^  les  rayons  de  torsion  des 
courbes  (Cj),  (C2)  en  Fj,  F2.  La  quantité 

b^b^  sin- V 

fTf.^ 

est  un  invariant  projectif. 

Vient  ensuite  une  propriété  caractéristique  d'une  classe  de  congruences  parmi 
lesquelles  se  trouve  celle  qui  est  formée  des  normales  d'une  surface  de  ^^'ein- 
garten  ;  on  en  déduit  la  généralisation  de  propriétés  relatives  à  ces  surfaces. 

Boussinesq  (J-)-  —  Problème  dti  refroidissement  d'un  mur  par 
rayonnement,  ramené  au  cas  plus  simple  où  le  refroidissement 
aurait  lieu  par  contact.  (l'jSi-iySô). 

Àmodeo  (Z^-).  —  Courbes  normales   trigonales  du  plan.  (i^4i~ 
1745). 

L'auteur  donne  le  nom  de  courbes  trigonales  aux  courbes  algébriques  qui 
peuvent  être  représentées  au  moyen  de  surfaces  de  Puemann  à  trois  feuillets 
sans  être  rationnelles,  ni  hyperelliptiques,  et  dont  le  genre  p  est  conséquem- 
ment  supérieur  ou  égal  à  3. 

Il  énonce  ce  théorème  : 

Toute   courbe   trigonale  peut  être   représentée  au  moyen   d'une   courbe 

normale  du  plan,  dont  l'ordre  est  - — h  3  ou. i-  3,  suivant  que  p  est 

2  •.! 

pair  ou  impair.  La  courbe  nornude  doit  avoir  un  point  multiple  d'ordre  — 
et  un  seul  point  double  dans  le  premier  cas  et  ne  doit  avoir  qu'un  seul 
point  multiple,  d'ordre  ^ dans  le  second  cas. 

Floqucl  {G.).  —  Sur  \c  mouvcmcul  d'un  (il  dans  rcsjiiU'C  (i-Zj.")- 

1748). 

liull.  des  Sciences  mai/iéni.,  2' série,  t.  X\V.  (Septembre  mjoi.)       H.j3 
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L'aulcur  rappelle  des  formules  qu'il  a  données  anlérieurcment  {Comptes 
rendus,  1892)  pour  étudier  ce  problème.  Il  en  fait  aujourd'hui  diverses  appli- 
cations, nolaMiuicnt  aux  cas  où  le  iil  admet,  pour  ligure  de  repos  apparent,  soit 
une  hélice,  soit  un  cercle. 


ACTA  MATIIEMATICA. 

Tome  XX;  1897. 

Epstein  {P-)-  —  Sur  la  théorie  des  intégrales  hyperellip tiques. 
(.-58). 

Weierstrass  a  donné  l'expression  des  intégrales  de  première  et  de  seconde 
espèce  pour  l'irrationalité  hypereliiptique 

(i)  s  =  ^{z  —  e,){^z-e,)...{z  —  e^^,_^,)  =  \!f{z). 

Mais  ces  expressions  contiennent  encore  un  certain  degré  d'arbitraire.  Dans 
un  Mémoire  de  M.  Willheiss  {Journal  de  Crelle,  t.  99)  figure  une  forme 
particulière  des  expressions  de  Weierstrass  :  c'est  cette  forme  que  M.  Epstein 
a  été  conduit  à  étudier  de  plus  près;  elle  est  particulièrement  bien  appropriée 
à  la  recherche  des  dérivées  des  intégrales  hyperelliptiques  par  rapport  aux 
points  de  ramification. 

I.  —  Les  intégrales  principales  et  leurs  dérivées 

PAR  RAPPORT   AUX   POINTS    DE    RAMIFICATION. 

1.  Système  de  coupures  conjuguées  «  ,  b,^  et  notations.  Le  point  ana- 
lytique (^,5)  sera  désigné  par  x. 

2.  La  fonction  .s,  définie  par  l'équation  (i)  est,  à  l'infini,  de  la  forme 

,  /  <^i  «•>  (^-x 

(  2  )  5  =  ±  ZP^^      I  -t-   V    +    t'   +    ■.'    ^  • 


Soit  9i  (  •^  )  le  polynôme  ^j  H- «I  c*^-' H- «2 


■v-i . 


11  est  aisé  de  calculer  la  dérivée     '  \         :  il  suffit,  pour  cela,  de  comparer  la 

de- 

as 
valeur  de  -7—  tirée  de  la  formule  (2)  à  la  valeur  obtenue  directement 
de.- 


os 


de.  2  (  z 


,1       r         ^i(e-)        ?•.  (e,.)  1 

J,  2  l  z  Z-  J 


ce  qui  donne  immédiatement   -,  -  •  On  en  déduit,  pour  les  dérivées  cherchées, 

de- 
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le  résultat  très  simple  suivant  :  L'expression  — - — -  -—     -i-!^ — -     a  la  même 

'■?k  (<^i)  ^<^i  L     -^     J 

valeur  quel  que  soit  k,  savoir  — ; • 

^  -isiz  —  e^) 

3.  On  introduit  alors  les   intégrales  principales,  c'est-à-dire  les  intégrales 

^\S^)  =y   -^^^^^7^-  ^^^        [n  =  -  p,  —ip-j),  ...,  -I,  o,  +1,  ...,  p], 

lesquelles  jouissent  de  la  propriété  suivante  :  Dans  le  développement  de  chaque 
intégrale  principale  à  l'infini,   tous   les   termes  variables  en  z^  sauf  un, 

manquent  jusqu  a  la  puissance  - — ^  • 

En  particulier,  les  intégrales  w_  ,  ...,  o>_,  sont  de  première  espèce;  les  inté- 
grales o>,,  Wo,  ...,  w  ,  de  seconde,  et  l'on  a  ainsi  constitué  un  système  complet 
d'intégrales  de  première  et  de  seconde  espèce.  Quant  à  w,,,  c'est  une  intégrale 
de  troisième  espèce  qui  disparaîtra  toujours  dans  des  calculs  ultérieurs. 

On  désigne  par  a,,,^,  ^„,^{\}'  =  '^y  2,  ...,p)  les  modules  de  périodicité  de  o),^ 

relatifs  aux  coupures  a  ,  b  . 

)  ) 

Les  équations  du  numéro  précédent  montrent  (lue -r-- est  égal  à  cp  ,_^   (e)  --  > 

àe-  ./'+»v    </  f)g 

Les  dérivées  par  rapport  à  e-  des 

modules  a,.,^^,  [j,     peuvent  donc  se  rattacher  aux  modules  de  périodicité  p^,^,  q- 
de  -T— •  On  déduit  de  là,  en  particulier,  les  équations  difTérenlielles  qui  expri- 
ment que  a„jj^,  [i,     sont  des  fonctions  homogènes  et  de  degré  n  des  c-. 

4.  L  intégrale  —  est  de  seconde  espèce   et   peut,  par  suite,  s  exprimer  en 

OCi 

fonction  des  intégrales  fondamentales.  Après  avoir  obtenu  celle  expression  et  en 
avoir  déduit  celle  des  quantités  yo-^^^^,-  (numéro  précédent)  en  fonction  des  a„,^ 
^„,j^,  l'auteur  introduit  l'intégrale  de  troisième  espèce 

(3)  r{x,  \)  =J    ^---j,  — 

où  l  —  (î^,  a)  est  un  point  analytique  déterminé  satisfaisant  à  l'équation  (i)  : 
intégrale  dont  il   étudie   les  dérivées  par  rapport  aux  e^  et  par  rapport   à   v 

/' 
L'expression  II(.r,  ^)  =  r{x,  ^)  H —  \   vw,^  (  ^  )  w_,^  (  r  )  est  inaltérée  par  l'échange 

1 
du   paramètre  (^t  de  rargiimcnl,  ce  (juc  l'on    [)cut  vérifier  par  la  mélhode  de 
IVl.  Klein,  en  mettant  n(^',  ^)  sous  la  forme  d'intégrale  double. 

5.  Les  modules  de  périodicilc  .\|^(^),  n,j,(;)  de  l'inlégralo  (  .>  )  sttiit,  par  r;q)- 
port  à  î^,  des  intégrales  abéliennes  de  la  classe  étudiée  et  s'expiiinent  aisément 
à  l'aide  des  quantités  o),^(  î^).  L'expression  inverse  de  celles-ci  à  l'aide  tlos  Ajj^(;), 
'^jx(0  f'^'-  particulièrement  simple.  Il  en  est  île  même,  d'aulre  part,  de  la  ma- 
nière dont  se  comporl<Mit  les  \,^(t),  1V^(;)  au  passage  des  coupures  :  chacune 
des  iiilégralos    V,^(i),  lî,j^(^)  n'a  ((u'un  module  de  pèriodieilt'  dilléronl  de  /er«v. 
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II.  —  Lks  intégrales  normalks  de  première  et  de  seconde  espèce 

ET    LEURS    dérivées    PAR    RAPPORT   AUX    POINTS    CRITIQUES. 

6.  Intégrales  normales  de  première  espèce.  —  L'auteur  les  exprime  à  l'aide 
des  X^,  \^^  (on  a  vu/.^r^  ^^■x~~  '■~z  Z.^iù.'^iy  o"  les  a,^-^  sont  les  périodes  de  it.A; 

r  "i',^  (  ^  ) 

puis,  posant  n.t_~  j    —' dz^  où  *I»    est  un  polynôme,  il  calcule  l'expression 


I 


7.  Les  intégrales  normales  de  seconde  espèce.  —  Mettant  également  celles-ci 

r^VAz)  ,  .  I        (h\^ 

sous  la  forme  v„  =   /    — "= dz,  on  constate  que  1  expression  -—— — -  ~-  a  pré- 

•"     J         s  '  ^  i  ^l^{e.)    de- 

cisément  la  même  valeur  T-(a7)  obtenue  au  numéro  précédent.  Ces  quantités  T, 

vérifient,  par  rapport  aux  e,  un  système  d'équations  linéaires  aux  dérivées  par- 

<p   (  e .  )     ^I'  (  e .  ) 
tiellcs  S,  auquel  satisfont  ésalement  les  quantités  -~-, — ^  -,  —^, — '—•  Ce  système  S 

jouit  de  cette  propriété  remarquable  que,  si  l'on  en  considère  deux  solutions 
quelconques  (distinctes  ou  non),  celles-ci  peuvent  servir  à  former  (par  l'inté- 
gration d'une  certaine  difFérentielle  totale  exacte)  une  solution  des  équations 
aux  dérivées  partielles 

/    rPV    Y^   ^^-log(AyF)   ù^   ô\  _„ 


j)e-Oe,^/  Oe-OCf.         de-  de,. 

où  f  est  le  discriminant  de  /  et  A  le  déterminant  des  périodes  des  intégrales 
principales.  En  particulier,  on  a 

Q,  étant  une  solution  des  équations  (4)-  La  fonction  Q,  n'est  pas  une  fonction 
abélienne  de  la  classe  considérée  (sa  dérivée  par  rapport  à  z  jouit  seule  de 
cette  propriété);  mais  elle  permet  d'exprimer  explicitement,  à  l'aide  de  z,  les 
fonctions  0  {\u\  interviennent  dans  l'inversion  des  intégrales  abéiiennes  en 
question. 

Poincdrê  {II.).  —  l^a  méthode  de  INeumann  et  le  problème  de 
Diiiehlet.  (59-142). 

W  étant  le  potentiel  d'une  simple  ou  d'une  double  couche  étendue  sur  la 
surface  fermée  S,  désignons  par  \  la  valeur  de  W  en  un  point  très  voisin  de  S, 
mais  intérieur  à  S,  et  par  V  la  valeur  de  W  en  un  point  très  voisin  de  S,  mais 
extérieur. 

Cela  posé,  la  méthode  connue  de  Neumann  pour  la  résolution  du  problème 
de  Dirichict  peut  être  considérée  comme  consistant  à  ramener  ce  problème  au 
suivant  : 

<!•  étant  une  fonction  donnée  en  tous  les  points  de  la  surface  et  \  un  para- 
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mètre,  trouver  une  double  couche  dont  le  potentiel  W  satisfasse  à  la  con- 
dition 

(i)  V  — V'=  "XCrn- V')  + 24». 

Si,  en  clTet,  on  développe  W  suivant  les  puissances  croissantes  de  \,  soit 

(2)  W  -  W„H-).W.  + VW2  +  ..., 

on  constate  que  les  coefficients  successifs  W  ne  sont  autres  que  les  fonctions 
fornnées  par  Neuniann.  La  solution  du  problème  de  Dirichlet  intérieur  corres- 
pond à  X  =  —  I,  et  celle  du  problème  extérieur,  à  >v  =  i . 

Cette  méthode  est  relativement  très  simple  comme  calcul.  Mais  sa  légitimité 
(autrement  dit,  la  convergence  de  la  série  W  pour  \-=  ±1)  n'a  pu  cire  établie 
par  Neumann  qu'en  supposant  la  surface  convexe.  Si  l'on  renonce  à  cette  liypo- 
ihèse,  les  raisonnements  de  Neumann  montrent  seulement  que  les  termes  suc- 
cessifs croissent  moins  vite  que  ceux  d'une  certaine  progression   géométri(]ue. 

Cependant,  il  va  être  établi  (en  supposant,  toutefois,  la  possibilité  du  pro- 
blème de  Dirichlet  démontrée  par  ailleurs)  que  les  opérations  de  Neumann 
convergent,  même  lorsque  la  surface  est  concave. 

1.  Les  intégrales  J„,  :  1.  Définition  des  intégrales  J,„.  —  Désignons  par  J^  j, 
y.  j.  les  intégrales 

JJJ\ôx      ôx     '      dy      ôy    ^    àz       .y^Y^^'^y^^" 

étendues,  la  première  au  volume  intérieur  à  S,  la  seconde  au  volume  extérieur. 
L'application  du  théorème  de  Green  montre  ; 

1°  Que  J ■  jt  et  J[  y.  ne  dépendent  que  de  la  somme  des  indices  i  et  A,  de  sorte 
qu'on  peut  poser 

2°  Que  l'on  a 

(3)  j„.+j;,.-j„.-,-j:,.-r 

2.  Propriétés  des  intégrales  J,„.  —  On  voit  immédiatement  que,  pour  m  pair, 
J,„  et  J|,j  sont  positifs.  L'application  d'un  mode  de  raisonnement  connu  montre 

ensuite  que  les  rapports  y-^^  et  y, —  sont  toujours  croissants  en  valeur  absolue. 

Si,  enfin,  on  fait  intervenir  les  équations  (3),  on  aboutit  aux  inégalités  sui- 
vantes 

I         J'  J'  J' 
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avec 

II.  Étude  du  rapport  77  ^  1-  Enoncé  du  problème.  —  W  cLant  un  polcn- 
liel  de  simple  ou  de  double  couche,  soient  J  l'inléj^rale 

étendue  à  l'intérieur  de  S;  J' l'intégrale  analogue  relative  au  domaine  extérieur. 

Il  est  aisé  de  voir  que  le  rapport  y,  ne  peut,  dans  le  cas  de  la  double  couche, 

ni  s'annuler  ni  devenir  infini.  Dans  le  cas  de  la  simple  couche,  ce  mémo  rap- 
port ne  peut  pas  non  plus  devenir  infini,  mais  il  peut  s'annuler. 
Posons  maintenant 

(6)  W=  a,W,-l-a,W2  +  ...+  a^\V„ 

les  a  étant  des  constantes  arbitraires.  Les  intégrales  J  et  J'  seront  alors  des 

formes  quadratiques  par  rapport  aux  a.  Le  rapport  —  est  essentiellement  positif 

et  ne  peut  devenir  infini;  il  ne  peut  même  pas  s'annuler,  même  dans  le  cas  de 
la  simple  couche,  si  l'on  suppose  que  W,,  VVj,  ...,  W  soient  linéairement 
indépendants.  Ce  rapport  a  donc  un  maximum  positif  W^  et  un  minimum  po- 
sitif Rj-  On  peut  se  proposer  de  rechereher  des  limites  entre  lesquelles  sont 
compris  Rj  et  R2. 

2.  Comparaison  des  cas  de  la  simple  et  de  la  double  couche.  —  Soient  Vs\ 
un  potentiel  de  simple  conciic  et  \\\  un  j)otenLicl  dédouble  couche;  le  premier 
donnant  lieu  aux  intégrales  J  =  J,,  }' —  }\;  le  second,  aux  intéjjrales  J  =  Jj, 
J'=j;. 

Posons,  comme  tout  à  l'heure 

Wi  =  a,  w;  +  a^  w,  +  , . .  +  a^  W/„ 
W2  =  a,  Wî  +  a,  W5  + . .  .  +  a^  W^ 

les  W,'  étant  des  potentiels  de  simple  couche,  les  W?  des  potentiels  de  double 
couche  linéairement  indépendants. 

Lorsqu'on    fera    varier    les   a,    le    rapport  -7-  aura    un    maximum    Rj    et    un 

minimum   R^  ;  le  rapport  -^1  un  maximum  R',  et  un  minimum  \\'^.  Si  mainte- 
nant on  fait  varier,  à  leur  tour,  les  densités  des  simples  ou  des  doubles  couches 
qui  fournissent  les  potentiels  W-,  W,-,  R,,  R',  auront  des  limites  inférieures  m  , 
m\;  R2,  R2  des  limites  supérieures  M    IM'. 
La  considération  de  l'intégrale 
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montre  que,  si  Wj  est  égal  à  \V2  à  l'extérieur  de  S,  on  a 

j,     j; 

et  que  Ton  a  l'inégalité  inverse 

si  W,  est  égal  à  W2  à  l'extérieur  de  S. 

Or,  étant  donnée  une  fonction  harmonique  dans  le  domaine  intérieur  ou 
dans  le  domaine  extérieur  à  S,  il  existe  toujours  un  potentiel  de  simple  couche 
qui  lui  est  égal  dans  le  même  domaine.  Ceci  résulte  du  princij)e  de  Dirichlct 
tel  que  l'établissent  les  méthodes  de  démonstration  autres  que  celles  de  Neumann 
(par  exemple,  la  méthode  du  balayage). 

Une  conclusion  analogue,  mutatis  mu  tandis,  peut  être  d'ores  et  déjà  énoncée 
pour  un  potentiel  de  double  couche,  si  la  surface  S  est  convexe.  Dans  le  cas 
contraire,  la  conclusion  en  question  ne  peut  être  considérée  comme  acquise, 
car  elle  dépend  de  la  méthode  de  Neumann. 

Si  l'on  tient  compte  de  ces  remarcjues,  l'emploi  des  inégalités  (7)  et  (7') 
donne  dans  tous  les  cas 


et,  si  la  surface  est  convexe, 


"-m; 


/'       m' 


3.  Cas  de  la  sphère.  —  Dans  ce  cas  les  diverses  quantités  d(mt  il  vient 
d'être  question  se  calculent  aisément  en  remplaçant  W  par  son  développement 

en  fonctions  sphériques.  En  particulier,  ~  est  compris  entre  i  et  2. 

4.  Surfaces  simplement  connexes.  —  Si  la  surface  S  est  simplement  con- 
nexe et  sans  point  singulier,  il  existera  une  transformation  ponctuelle  T,  régu- 
lière (le  sens  de  ce  mot  étant  convenablement  défini),  à  distance  finie  et  à 
l'infini  et  qui  changera  S  en  une  sphère.  Cette  transformation  n'altérera  les 
intégrales  dont  il  est  question  précédemment  que  dans  un  rapport  fini,  compris 
entre  deux  limites  positives  que  l'on  peut  assigner.  On  j^eut  dès  lors  étendre, 
dans  ce  qu'elles  ont  d'essentiel,  les  conclusions  du  numéro  précédent  à  une 
surface  S  quelconque. 

5.  Couche  de  masse  nulle.  —  Si  W.  est  un  potentiel  de  sim|de  couche  de 

masse  nulle,  on  aura  -     >  m.y 

C'est  ce  (jue  l'on  démontre  en  introduisant  la  densité  de  la  distribution 
électrique  qui  est  en  équilibre  par  elle-même  sur  S,  par  conséquent  on  utili- 
sant le   principe    de   Dirichlct  tel   qu'il   est   démontré    par   d'autres  méthodes. 

Mais  si  l'on  veut  sin)picnu'iit  une  limite  inférieure  ilc  -  -  (sans  avoir  besoin  de 

J  I 
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oonstfilcr  que  celle  limite  est  fu.,),  on  peut  i'()l)tenir  sans  s'appuyer  sur  le 
j)i'incipc  de  Diriclilet,  en  employant  la  mctliodc  du  numéro  précédent,  autre- 
ment dit,  en  ramenant  le  cas  général  au  cas  de  la  sphère. 

En   résumé   le   princi|)e   de    Dirichlet    n'est  nécessaire   que   pour  établir  les 

.,   ,      ,  J, 

propriétés  du  rapport  -rf  • 

III.  Le  rapport  -^'^i±2.  —  Si  l'on  reprend  alors  les  intégrales  J^,„  et  J.^,,,  con- 
sidérées  au  Chapitre  I,  il  résulte  de  l'analyse  du  Chapitre  II  que  le  rapport  ■— 

est  compris   entre  deux  limites  positives  [j.  et  -  »  déterminées  lorsque  S  est 

donnée. 

Ceci  a  lieu,  quelle  que  soit  la   fonction  donnée  <î>  et  subsiste,  en  particulier, 

si  l'on  remplace  tp  par  a^t-t-  p\>,  >\i  étant  une  fonction  quelconque,  a  et  ^  des 

nombres  quelconques.  On  peut  évidemment  appliquer  à  l'inégalité  ainsi  obtenue 

un  mode  de  raisonnement  analogue  à  celui  qui  conduit  à  l'inégalité  de  Schwartz. 

En  prenant  pour  ^  l'une  des  fonctions  qui  s'introduisent  dans  la  méthode  de 

T  -  T' 

Neumaun,  on  trouve  ainsi  que  le  rapport  — ^ -. — •    est  inférieur  à  ( '    )  • 

h    -h  J,  \i  -H  \^/ 

2m     '         2rii  \         '      i    / 

Autrement  dit,  les  intégrales  Jo,,,,  i',,^,  et,  par  conséquent  aussi,  les  inté- 
grales J2„,+tj   JLi+i  vont  en  décroissant  plus  vite   que   les  termes  d'une   pro- 

gression  géométrique  de  raison  L  =  -' 

IV.  L'intégrale  /  /  (V—  C)'<iw  :  1.  Énoncé  du  problème  —  Soit  W  une 
fonction  harmonique  à  l'intérieur  de  S,  se  réduisant  à  V  sur  S.  L'intégrale 
J  =  /    /    /     7    (  — — I  dx  dy  clz  peut  s'annuler  (pour  V  constant  et  /^  o)  sans 

que  l'intégrale  /  /  V^c/w  étendue  à  la  surface  S  soit  nulle.  Mais  il  n'en  sera 
pas  de  même  si,  à  l'intégrale    /    /  V^^t/uj,  on  substitue  l'intégrale 


-// 


(  V  —  C  )-  t/co, 

C  étant  une  constante  choisie  de  manière  que  l'intégrale  soit  minimum. 
On  pourra  alors  se  proposer  de  trouver  une  limite  du  rapport  —- 

2.  Cas  de  la  sphère.  —  Dans  le  cas  de  la  sphère^  le  développement  en  fonc- 
tions sphériques  donne  aisément  la  solution. 

3.  Surfaces  simplement  connexes.  —  On  passe  de  la  sphère  à  une  surface 
simplement  connexe  quelconque  par  la  transformation  déjà  utilisée  au  Cha- 
pitre II,  n"  4. 

4.  Application  au  problème  de  Neumann.  —  Reprenant  les  notations  pri- 
mitives, soient  \Yj,  \Vp  ...,  les  fonctions  qui  figurent  dans  la  formule  (2);  V„,, 
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V^,  les  valeurs  intérieure  et  extérieure  de  W„, ;  U^  la  moyenne  arithmétique 
de  V„,  et  de  V'^^.  Si  Ton  tient  compte  de  ce  qui  vient  d'être  établi  et  des  résul- 
tats du  Chapitre  III,  on  voit  que  l'intégrale 


(8)  ii, 


=ffi^.,-Cn.r-d^ 


(C„,  étant  choisi  de  manière  que  l'intégrale  soit  minimum)  est  telle  que  le 
rapport  r-^|  reste  fini,  L  désignant  la  constante  plus  petite  que  i  rencontrée 
au  Chapitre  III. 

V.  Convergence  de  la  série  de  Neumann  :  1.  Démonstration.  —  Si   U,'„ 

désigne  la  valeur  de  U,,^  au  point  M'{x',  y',  z')  de  la  surface;  dz'  —  do)'  — ","' 

l'angle  solide  sous  lequel  l'élément  doy'  de  la  surface  S  aut(jur  de  M'  est  vu 
d'un  point  M  de  l'espace  :   la  valeur  de  W„,^i  au  point  M  sera 


W 


/U  ».  ac 


Ajoutons  une  constante  à  W,„^i  de  manière  à  remplacer  U|,,  par  U[„  —  C,„.  Alors, 
en  vertu  de  l'inégalité  de  Schwartz,  le  carré  de  l'intégrale  est  inférieur  au  pro- 
duit de  la  quantité  il,,,  par  l'intégrale    /   /  ( r—,  )  ^^W. 

J  J     \2  7C6/W   / 

Si  le  point  M  n'est  pas  sur  S,  l'intégrale  /  /  [  ^  ^  ,  j  dtji'  est  finie  et  infé- 
rieure à  une  quantité  que  nous  pouvons  assigner  si  M  reste  à  une  distance 
déterminée  de  S.  On  voit  dès  lors  que,  dans  ces  conditions,  la  série  1a"'\V,„, 
dans  le  cas  de  M  extérieur,  et  la  série  SX'" (W„, —  2C„J,  dans  le  cas  de  M  inté- 
rieur, sont  convergentes  pour  X  =  rt  i. 

Mais  le  résultat  ainsi  obtenu  est  insuffisant,  puisqu'on  n'a  étal»ii  ni  la  con- 
vergence sur  S,  ni  la  convergence  uniforme  dans  le  voisinage  de  S.  11  faut,  h 
cet  ell'ct,  M  étant  un  point  de  la  surface,  diviser  celle-ci  en  deux  parties  par 
un  cylindre  de  révolution  il  ayant  pour  rayon  p  et   pour  axe  la  normale  à  S 

en   M.   L'intégrale    /   /  (  -7—;  )  diô',  étendue  à  l'extérieur  du  cylintlrc  -,  croit 

indéfiniment  avec  -?  mais  non  plus  vite  que  log--  Quant  à  l'intégrale 

P  P 

//(u;„- (■.„.)</.■ 

relative  à  l'aire  intérieure  à  S,  elle  s'évalue  directement,  et  l'on  constate  «m'en 
prenant  p  proportionnel  à  L'",  on  obtient,  pour  U,„^,— C,„,  le  terme  gênerai 
d'une  série  uniformément  convergente  sur  la  surface. 

2.  Uniformité  de  la  convergence.  —  Pour  arriver  à  la  série  même  de  Neu- 
mann, il  faut  remplacer  toutes  les  constantes  C„,  par  une  seule  C.  ("est  à  <|uoi 
l'on  arrive  en  remarquant  (juc  (C,„_j.,  —  C,„)  satisfait  aux  inôgalilcs  (pii  vicnruiil 
d'être  établies  pour  (U,„,i— C,„)  et  (luo.  par  suite,  C,„  tend   Mr>   une  li\iiile  C 
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[la  diiïcrencc  variant  comme  (L  +  s)'"].  Ayant  ainsi  une  limite  de  (  U„,  —  G), 
on  peut  (en  partant  de  la  valeur  de  W„,^,,  exprimée  à  l'aide  de  U^)  montrer 
que  la  série  de  ISeumann  est  uniformément  convergente  partout  et  satisfait 
aux  conditions  du  [jroblème. 

VI.  Lks  fonctions  fondamentales  :  1.  Définition.  —  Après  avoir  ainsi  établi 
en  toute  rigueur  la  convergence  des  opérations  de  Neumann,  M.  Poincaré,  sans 
chercher,  cette  fois,  à  être  entièrement  rigoureux,  montre,  par  des  considéra- 
tions de  calcul  des  variations,  l'existence  d'une  série  infinie  de  quantités  posi- 
tives croissantes  >v.(i  =  i,  3,  ..,  +x;  X^=())  et  de  potentiels  de  simples 
couches  correspondantes  «!>■  d'\lcs  fonctions  fondamentales,  tels  que  : 

1°  Le  rapport  des  deux  valeurs  (intérieure  et  extérieure)  de  la  dérivée  nor- 
maie  —~  soit,  en  cluuiue  point  de  S,  égal  à  \-', 
2"  On  ait,  pour  i  ^  k, 


>    ■ — •  -r-^  ax  ay  dz  =  o, 
^  Ox    Ox  -^  ' 

cette  dernière  intégrale  étant  étendue,  soit  à  l'intérieur,  soit  à  l'extérieur  de  S. 
3°    ////,(  "7"^'  )  dx  dy  dz  ait  la  valeur  i  ou   la  valeur  )v^-  suivant  qu'on 
retend  à  l'extérieur  ou  à  l'intérieur  de  S. 

Considérant  une  fonction  harmonique  quelconque  9  telle  que  sur  S,  le  rap- 

do 
port  des  deux  valeurs  de  ~  soit  constant  et  égal   à  X,  on   constate  que  \  ne 

da 

peut  être  ni  imaginaire,  ni  négatif,  et  qu'il  ne  peut  être  compris  entre  deux  des 
nombres  \^  précédemment  introduits.  Si  donc  X  n'est  pas  plus  grand  que  tous 
les  );^,  il  est  égal  à  l'un  d'entre  eux  et  alors  9  est  une  des  fonctions  fondamen- 
tales (ou  une  de  leuis  combinaisons  linéaires,  si  plusieurs  )v.  consécutifs  sont 
égaux  entre  eux  ). 

Les  fonctions  fondamentales  donnent,  pour  la  sphère  et  l'ellipsoïde,  les  fonc- 
tions de  Laplace  et  de  Lamé. 

2.  Développements  en  série.  —  H  y  a  lieu  de  penser  que  toute  fonction  F, 
définie  sur  S,  peut  se  développer  en  série  de  fonctions  fondamentales,  le  calcul 
des  coefficients  se  faisant  suivant  la  méthode  classique.  Un  potentiel  de  simple 
couche  serait  représenté  par  \\x\.  seul  et  même  développement  à  l'intérieur  et  à 
l'extérieur;  un  potentiel  de  double  couclie,  par  deux  développements  didérents, 
le  rapport  des  c(jef(icients  homologues  étant  —  >... 

Si  ces  développements  sont  toujours  possibles,  l'hypolhèse  d'une  fonction  9 
donnant  lieu  à  une  valeur  \  supérieure  à  tous  les  )v-  (numéro  précédent)  est 
inadmissible. 

3.  Application  au  problème  de  Neumann.  —  Les  notations  étant  celles  du 
Chapitre  I,  soii,  développé  en  série  de  fonction  *!>-, 

*1>  =  SC.*. 
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cL  soitW  =  ^A-<I\  le  développement  de  W  à  l'intérieur  de  S  :  on  aura  aisément 

2C.. 


A..= 


i-i-\-l{i-\) 


Si  ces  résultats  étaient  établis  rigoureusement,  on  en  déduirait  immédiate- 
ment l'expression  et  les  propriétés  des  intégrales  J^    considérées  au  Chapitre  I. 

Au  contraire,  on  pourrait  essayer  de  démontrer  les  résultats  qui  viennent 
d'être  énoncés  en  employant  ceux  qui  ont  été  établis  jusqu'ici  et  imitant  la 
méthode  du  Mémoire  inséré  aux  Rendiconti  del  Circolo  Matematico  di 
Palermo  (iSg^j);  autrement  dit,  en  étudiant  W  comme  fonction  de  X. 

VII.  La  méthode  de  Robin  :  1.  La  niétJtode  de  Robin  et  les  fonctiojis  fon- 
damentales. —  La  méthode  de  Robin  peut  se  rattacher  aux  considérations 
précédentes.  Soit,  en  effet,  w  le  potentiel  d'une  simple  couche  telle  que  l'on 
ait  (f,  v'  étant  les  valeurs  intérieures  et  extérieures  de  (v  et  9  une  fonction 
donnée  sur  S  ), 

dv  _  dv'  _  .  f  dv        dv'\ 

dn        dn  \dn        dnj         ^' 

iv  pourra  encore  être  considéré  comme  un  développement  ordonné  suivant  les 
puissances  de  X.  Soit 

d<p'.-  [  d^'i 

Si,  d'autre  part,  9  est  développé  sous  la  forme  HC.  -— -  (  en  désignant  par  —    • 

la  dérivée  normale  extérieure  d'une  fonction  fondamentale]  et  que  l'on  cheiche  tv 

sous  la  forme  ilA-tl»-,  on  a  aisément  les  A-  en  fonction  des  <I>,  :  en  particu- 
lier, on  a 

^    H-  A-  \H-  A-, 

On  voit  alors  que,  pour  m  infini,  ( — i)"''^'rn  Lend  vers  le  potentiel  de  la  couche 
électrique  en  équilibre  sur  S.  Or  les  tv,,^  sont  précisément  les  fonctions  succes- 
sivement formées  par  Robin. 

La  méthode  de  Ncumann  repose,  au  fond,  sur  un  principe  analogue. 

D'autre  part,  pour  X  =  rhi,  la  méthode  de  Robin  donne  la  solution  du  pro- 
blème hydrodynamiciuc  (  (Ictcrmiiier  a',  connaissant  -7-  )• 

2.  La  méthode  de  Robin  et  le  problème  de  Neumann.  —  On  peut  rallachor 
Ise  deux  méthodes  Tune  à  l'autre  sans  admettre  les  postulats  relatifs  aux  fonc- 
tions fondamcnlales.  Si,  en  edct,  en  même  temps  que  la  fonction  tv,  on  consi- 
dère le  polcnliel  de  double  couche  \N'  étudié  en  comnienranl,  la  méihode  de 
Neumann  montre  (]u%)u  pourra  choisir  ce  dernier  de  manière  que  W  „  soit  égal 
à  »'„  à  l'intèriour  de  S.  On  peut  alors  déduire  des  ècjuations  de  récurrence  qui 
déterminent  les  W-,  (v^  que  l'on  a 

Wertheim  (G.).  —  Uacincs  primilivcs  des  nombres  premiers  de 
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la  forme  2'^q^-\-  i,  dans  laquelle  q  =:  i  ou  est  uq  nombre   pre- 
mier impair.  (i43-i52). 

Grâce  à  la  simpliciLc  de  la  décomposition  âc  p  — i  en  facteurs  premiers,  on 
peut  juger  assez  aisément  si  les  nombres  les  plus  simples  sont  ou  non  racines 
primitives  du  nombre  premier  p  =  2^q''-]~  i. 

JVertheim  (G.).  —  Table  des  plus  petites  racines  primitives  g 
de  tous  les  nombres  premiers  p  entre  3ooo  et  5ooo  (suite  de  la 
Table  du  Tome  XVII,  p.  3i5).  (i53-i58). 

JVeingarten  (J-)-  —  Sur  la  déformation  des  surfaces,  (i  59-200). 
[Mémoire  couronné  par  l'Académie  des  Sciences  (Grand  Prix 
des  Sciences  mathématiques,  1894)-] 

Au  lieu  d'employer  l'équation  connue  de  laquelle  dépend  la  recherche  des 
surfaces  applicables  sur  une  surface  donnée,  l'auteur  rattache  le  problème  à 
une  autre  équation  de  même  forme,  mais  qui,  dans  certains  cas  (tous  ceux  où 
la  solution  a  pu  être  obtenue  jusqu'ici),  peut  être  intégrée  par  des  méthodes 
connues. 

IM.  Weingarten  s'attache  d'ailleurs  surtout  aux  solutions  réelles. 

I.  Soient  ds- —  W  dz--\- "2  F' dz  dio -i- Cy' chi'  un  élément  linéaire, 

A'=  E'G'—  F'-; 
K  la  courbure. 

Introduisons,  au  lieu   de  w,  la  variable  t=     1      K\/l' diù  (les  quantités  K 

et  A'  étant  supposées  ^  o  dans  le  domaine  où  l'on  opère  et  \/a'  étant  pris  avec 
le  signe  de  K).  Posons  ensuite  t  =  — :•  Notre  élément  linéaire  deviendra 

(i)  ds^=^  E  dz^-+-  2  F  dz  d<j  -i-  G  t/j-, 

et  l'on  trouve  aisément 

(2)  Kv/Â=-^,  A  =  EG-F2. 

Il  existe  alors  quatre  fonctions  a,  b,  a,  [5  de  2  et  de  a,  vérifiant  les  équations 

/a'-+^,2^E,         «a-r^'^^F,         a2-^-|i2^G, 

(3)  )   (H        an        J^    _  (y^        i)b  _     a    _ 

(   ^  ~"  d7  "^  ;^-  ^  ""'  d^  "~  (j^  ~  "^  ~  °' 

d'où  l'on  peut   tirer  les  valeurs  de  toutes  les  dérivées  premières   des  quatre 
fonctions  en  question. 

II.  Soient  (^,  Tp  s)  un  point  qui  décrit  une  surface  admettant  rélémcnl 
linéaire  (i);  X",  Y",  Z"  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  en  ce  point;  con- 
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sidérons,  outre  la  forme  bien  connue 

c,,  dz^ -r-  2 C12  dz  dz  -\-  C22  c?^-  =  d\l'  d\  +  d\"  dr^  +  rfZ"  rfî;, 
les  quantités 

^T-of  P?-*?  Pt-*^ 

\  — ~ ,  Y  =  — ,  Z  =   — , 

v/a  v^a  v^a 

,,,  07  f)z  do-  ôz  fh  àz 

V/A  V^^  V^A 

Les  neuf  quantités  X,  Y,  Z,  X',  Y',  Z',  X",  Y",  Z"  sont  les  paramètres  d'une 
substitution  orthogonale  (  Fo^/'  Darboux,  Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces, 
îl"  Partie,  p.  377). 

Désignons  par  E  la  forme  quadratique 

(4)  E  =  d\^-^  d\^-h  dZ-  —  e,,  du'^~\~  2e,j  du  dv  +  e^^  dv-, 

et  supposons  X,  Y,  Z  (coordonnées  d'un  point  qui  varie  sur  la  splièrc  de 
rayon  1)  expriniécs  en  fonction  de  deux  paramètres  u,  v  :  nous  chercherons  ;; 
et  a  en  fonction  de  ces  mêmes  paramétres.  On  a,  à  cet  égard,  les  résultats  sui- 
vants : 

1°  a  n'est  autre  que  le  premier  paramètre  différentiel  de  z  relativement  à  E, 

fàzy_         dz_  dz  lôzV- 


e 
(5)  a=:l{z)=- 


Cf   1     Cr,0  6  1    • 


2°  La  fonction  z  se  détermine  par  une  équation  du  second  ordre  invariante 
formée  à  l'aide  de  E; 

3°  Celte  équation  étant  intégrée,  la  surface  cherchée  s'obtient  par  des  qua- 
dratures. 

Le  premier  résultat  s'obtient  en  calculant  la  forme  {\  ),  à  l'aide  dos  formules 
établies  au  n°  L  Si  l'on  désigne  ensuite  par  A(cp,  <^)  le  paramètre  mixte  [ana- 
logue à  (5)]  des  fonctions  9  cl  <\i,  on  trouve 

A(:;.  X)  AfcY)  A(:;,  Z) 

[U)  \    z= — ,  \    = —   • —  ,  /,    = — > 

d'où 

(7)  dl     -  \a\-O^^Î:_}Udz-\-  raX-?:^4î^L/[A(c)], 

L  V'A(^)J  L  V^'A(x;)J 

et  les  formules  analogues  pour  dr^,  d^. 

Les  conditions  (rinlcgrahilitc  de  la  diiïcrcntiolle  (  7  )  et  des  deux  autres  ana- 
logues se  réduisent  à  une  seule,  (jui  est  ré(iuation  du  problème.  A,(::),  .I(^), 
0(c)  étant  certains  paramètres  (lillèrenlicls  relatifs  à  /a /o/v//t' E.  colle  è(|ua- 
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lion  est 

(8)  «a+2acr  A.,(5)  +  !^-^^l^J(z)  -  o  ;â /âO  (^  )  =  o, 

v/cr 

où  a  doit  être  remplacé  par  A{z). 

a,  b,  a,  ^  étant  des  fonctions  connues  de  ^,  cr,  cette  équation  est  une  équa- 
tion de  Monge-Ampère. 

III.  En  considérant  la  seconde  série  de  quantités  X',  Y',  Z',  au  lieu  de  X,  Y,  Z 
on  aurait  une  équation  tout  analogue. 

On  passe  de  l'une  de  ces  équations  à  l'autre  par  une  transformation  de  eon 
tact  définie  par  les  équations  (6)  et  leurs  analogues. 

IV.  Formes   diverses   de   l'équation.  En   prenant  pour   coordonnées    sur   h 
sphère  de  rayon  i,  les  coordonnées  symétriques  x,  y^  on  trouve 

l  (  /'  +  - — '- — - p  —  op"^ ) (  ^  H ^ — ■  q  —  ?q 

]   \  i  +  xr^  /  \         i  +  xy  ^       '  ^ 

(9) 


T  \  /  X 


-(^-  -^Pqjys-  -pq]  =o, 

p,  T,  Tj  étant  des  fonctions  connues  de  z,  <j. 

V.  L'application  de  la  méthode  de  Monge  conduit  à  déterminer  Tintégrah 
intermédiaire  ^  ~  C  par  le  système 

d'^  d'^        /      ^         "?.  yp    \  d'o        T        d'S) 

~  -hp  -'-  +    pp-  —  ■ — -  —  )  -r-  -^  -  pq  -f-  =  o> 
dx      ^   dz       \^         i  +  xyjôp        Q^  ^  ôq 

d-o  ô'^        T,        do        /      „  ixq   \ô'ç 

ôy     ^  ôz      Q^  ^  op      V         ^  +  '^yj<^q 

ou  par  le  système  analogue  obtenu  en  permutant  x  et  y  d'une  part,  p  et  q  de 
l'autre.  Il  en  résulte  que  de  toute  intégrale  '■fix,  y,  z,  p,  q),  on  déduira  Tin- 
tégrale  'o{y,  x,  z,  q^  p).  Ces  intégrales  ne  peuvent  exister  que  si  l'élémenl 
linéaire  donné  a  la  forme  t"^  da--{-  {It-  -\-  ni)  dt-,  c'est-à-dire  dans  le  cas  du 
paraboloïde  de  révolution. 

VI.  Si,  d'autre  part,  on  cherche  quand  l'équation  (g)  est  linéaire  par  rap- 
port aux  dérivées  secondes  et  ne  contient  pas  les  dérivées  premières,  on  con- 
state qu'alors  elle  prend  la  forme 


dx  ôy        (  I  +  xy  )  ^ 

l'élément  linéaire  correspondant  étant  [di  —  2/(c)  dz]- -{-  [^i  dz""-. 

Pour  f{z)  =  j3(  r  —  ^)z  ou  /(  c  )  =  e--H  2,  on  a  des  équations  intégrables  par 
des  méthodes  connues.  Mais  ces  cas  de  résolubilité  du  problème  ont  également 
été  indiqués.  C'est  néanmoins  un  fait  digne  de  remarque  que  l'équation  connue 
des  surfaces  applicables  puisse  se  réduire  à  une  autre  qui  admet  dans  cerlains 
cas  des  intégrales  intermédiaires,  alors  (juc  la  première  n'en  admet  pas. 

Hadamard  (/.).  —  Mémoire  sur  rélimination.  (201 -238). 
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Le  résultant  de  plusieurs  équations  algébriques,  tel  qu'il  s'obtient  par  la 
méthode  des  fonctions  symétriques,  semble  dépendre  de  l'ordre  dans  lequel  on 
range  les  équations  données.  La  recherche  de  la  loi  de  cette  dépendance  importe 
à  toute  la  théorie  de  l'élimination. 

L  Le  calcul,  sous  forme  symbolique,  du  résultant  de  deux  formes  binaires, 
ou,  plus  généralement,  l'expression  symétrique  des  fonctions  symétriques  des 
facteurs  d'une  forme  binaire,  dépend  de  la  question  suivante  : 

La  forme 

étant  représentée  symboliquement  par  (au)'"  ou  u'^\  exprimer,  en  fonction 
de  M^'\  u^>}^;  u['^\  wfj^^;  ...;  u[f^\  u[i'^  et  des  symboles  a  ou  a,  la  quantité 
Slly'^.,  où  l'on  a 

(  2  )  y ^.  =  u\i^  x\'^-^  -H  i/i'  ■  x:/-' , 

et  où,  dans  chaque  produit  IT,  l'indice  i  varie  de  i  à  p  =  mni\  chaque 
couple  x\'^\  xi^^  (A— I,  2,  ...,  m)  figurant  dans  m'  facteurs  et  la  som- 
mation S  étant  étendue  aux  m  !  permutations  de  ces  couples. 

Cette  expression  peut  s'obtenir  sous  différentes  formes,  car  entre  les  sym- 
boles tels  que  u^,  existent  des  identités  bien  connues.  Mais  certaines  de  ces 
formes  doivent  être  préférées  aux  autres.  Supposons,  en  effet,  qu'on  exprime 
les  u^  en  fonction  des  y'/^.  à  l'aide  de  la  formule 

"a    "a    •••"a     —  ^^^  ] -Ti  Tii- •  •  . /« 

(la  sommation  étant  relative  aux  m!  permutations  des  indices  inférieurs). 

L'expression  considérée  <I>  devra  se  changer  en  une  expression  P,  identi(iiic 
à  F  =  Sïly^.  Si  P,  =  P  est  une  identité  par  rapport  aux  y  [et  non  pas  seu- 
lement une  relation  qui  devient  identique  lorsqu'on  remplace  les  y  par  leurs 
valeurs  (  2)],  l'expression  *!>  sera  dite  esse/itiellcment  équivalente.  Une  telle 
expression  conserve  sa  forme  pour  un  nombre  quelconque /i  de  variables,  c'est- 
à-dire  que,  si  l'on  pose 


rk=  «.^'/■)-H...-i-^o,^}/'' 


et 


n 


Ur,     =     ■     ■     H, 


l'expression  <I>,  si  elle  est  essentiellement  équivalente,  représentera  encore, 
dans  ces  nouvelles  conditions,  la  quantité  — HyJ^.  La  réciproque  est  d'ailleurs 
vraie,  et  montre  l'existence  d'une  expression  symbolique  essentiellement  équi- 
valente pour  toute  expression  P.  On  peut  peut  n)cme  trouver  pour  le  résultant 
de  deux  formes  binaires  une  forme  symboli(|uc  qui  soit  essentiellement  équi- 
valente, tant  par  rapport  à  l'une  (|ue  par  rapport  à  l'autre  des  formes  diuinécs. 
Soient  maintenant  trois  é((uations  à  deux  iiKMJUuuos,  de  ih^grés  ;//,.  m,,  m.. 
Soient  a:('),  y(')  («  =  1,  2,  ,..,  m^m■.)   les  solutions  communes  aux    deux    pre- 
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mières.  Substituons  ces  valeurs  dans  le  premier  membre  de  la  Iroisième  équa- 
tion. Le  produit  P3  des  résultats  obtenus  s'exprimera  rationnellement  en  fonc- 
tion des  coefficients  des  équations  données,  avec  un  dénominateur,  lequel  est  la 
puissance  /«'f"""  du  résultant  RJj  ^^^  termes  de  plus  hauts  degrés  des  deux 
premières  équations.  On  nomn)era  résultant  le  produit  R|23=  P;t(l^?2)"'3  et  il 
s'agit  de  comparer  ce  produit  aux  produits  analogues  H231,  Ran*  On  y  arrive 
en  retranchant  du  premier  membre  de  la  troisième  équation  une  constante 
arbitraire  X  et  étudiant  l'équation  en  "K  obtenue  en  faisant  Hjo3=  o. 

Plus  généralement,  et,  prenant  la  question  au  point  de  vue  projcctif,  suppo- 
sons qu'on  ait  défini  le  résultant  de  n  polynômes  homogènes  à  n  inconnues. 
On  en  déduit  aisément  le  résultant  R'i^.-.n  de  Ji  polynômes  homogènes  hn-i-i 
variables  Xi,  x^,,  ...,  ^,,+t  et  du  polynôme  du  premier  degré 

UiXi-\-  U.^X.,-+-...+U„^iX,,_^,, 

résultant  qui  est  rationnel  par  rapport  aux  coefficients  de  /,,  f^,  ...,  /„  et 
qui,  d'autre  part,  considéré  comme  fonction  des  «,  peut  se  mettre  sous  la 
forme 

(3)  R?2...;i=  ^(«i^i'' +  •••+"„-..  ^£1), 

i 

les  x['\  ...,  ^'n.1  étant,  pour  chaque  indice  i,  n -h  i  nombres  déterminés  à  un 
même  facteur  arbitraire  près,  avec  cette  condition  que  le  produit  de  tous  les 
facteurs  arbitraires  relatifs  aux  différents  indices  soit  égal  à  l'unité. 

Soit  enfin  un  n -+-  i'*'"^  polynôme /„_j.i  de  degré  quelconque  par  rapport  aux 
mêmes  inconnues  :  le  résultant  n,2  .„(„+i)  des  polynômes /^  f.^,  ...,  /„^,  sera 
le  produit  des  résultats  de  substitution,  dansy„_^,,  des  difïérenls  systèmes  de 
quantités  x'/\  x['\  ...,  x\l!^_^  définis  par  l'identité  (3). 

On  saurait  exprimer,  dans  tous  les  cas,  ce  résultant  sous  forme  symbo- 
lique si  l'on  savait  trouver,  pour  le  résultant  de  deux  formes  binaires,  une 
expression  essentiellement  équivalente. 

Si  enfin  on  veut  comparer  le  résultant  Ri2...„c„4.i)  à  celui  qu'on  en  dédui- 
rait par  une  permutation  quelconque  des  indices,  on  ramènera  (par  une 
métliode  analogue  à  celle  qui  a  été  indiquée  pour  «4-1  =  3)  le  problème  au 
cas  où  les  polynômes  donnés  sont  des  puissances  exactes  de  polynômes  linéaires, 
cas  où  il  devient  intuitif  :  on  voit  ainsi  que  le  rapport  des  deux  valeurs  du 
résultant  est  ( — i)""i"'2---"';t-+i,  où  m,,  m^,  ...,  /^?„4.,  sont  les  degrés  des  poly- 
nômes donnés  et  s  un  entier  pair  ou  impair  en  même  temps  que  la  permuta- 
tion considérée. 

On  peut  même  voir  comment  celte  conclusion  devra  être  modifiée  lorsque  les 
équations  /^=  o,  f2=  o,  . . . ,  /„^i  =  o  ont  une  solution  commune.  On  est  ainsi 
conduit  à  une  certaine  identité  relative  à  trois  courbes  qui  passent  par  un 
même  point. 

II.  Applications  géométriques.  — x^'\  y^'^ii  =  i>  2,  ...,  m/n')  désignantes 
coordonnées  des  différents  points  d'intersection  de  deux  courbes  de  degré  ni,  ni', 
les  considérations  précédentes  donnent  évidemment  une  expression  du  produit 

I  I  F  (^-'■,  j^(')  )>  oîi  1'  est  une  fraction  rationnelle  quelconque.  On   en  déduit 
immédiatement  les  résultats  connus  de  Lagucrre  et  d'Elling  Ilolst. 
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Mais  on  peut  également  exprimer,  à  l'aide  des  mêmes  principes,  la  somme 
V  F(^('),  j^'O-  I'  suffit  (F  étant  suppose  égal  au  quotient  des  deux  polynômes 

i 

U  et  V)  d'utiliser  l'identité    -  -+-  -^^       log(V  -+-  lU).  On  obtient  ainsi,  pour  la 

V  ^'^),=o 

somme  cherchée,  l'expression  qui  a  été  établie  par  M.  Humbert  à  l'aide  des 
fonctions  fuchsiennes. 

On  peut  supposer  également  que  la  fonction  dont  on  doit  sommer  les 
valeurs  soit  l'élément  dilférentiel  d'une  intégrale  abélienne.  On  calcule  ainsi, 
conformément  au  théorème  d'Abel,  des  sommes  d'intégrales  abéliennes  ayant 
pour  limites  d'intégration  les  points  d'intersection  d'une  courbe  fixe  avec  des 
courbes  variables;  la  formule  que  l'on  retrouve  est  la  formule  fondamentale 
de  M.  Humbert 


1'=-MtM^)] 


I  étant  l'intégrale  abélienne  donnée,  F  =  o  et  ^P  =  o,  les  courbes  qui  définissent 
les  limites  d'intégration,  C  un  résidu  par  rapport  au  paramètre  variable  t. 

Lioiwille  (/?•)•  —  Sur  le  mouvement  d'nn  corps  solide  pesant 
suspendu  par  l'un  de  ses  points.  (239-284). 

Après  le  nouveau  cas  d'intégrabilité  découvert  par  M'"^  Kowalewski,  la 
question  qui  se  pose,  relativement  au  mouvement  d'un  corps  pesant  suspendu 
par  un  quelconque  de  ses  points,  est  de  savoir  quels  sont  tous  les  autres  cas 
où  il  existe  une  quatrième  intégrale  algébrique.  M.  Poincaré  a  d'ailleurs  établi 
que  cela  ne  peut  avoir  lieu  si  l'ellipsoïde  d'inertie  au  point  O  de  suspension 
n'est  pas  de  révolution. 

1.  L'intégrale  cherchée,  s'il  y  en  a  une  algébrique,  peut  être  mise  sous 
forme  entière.  —  On  remarque  d'abord  que  les  équations  du  problème  pré- 
sentent, par  rapport  à  f  et  aux  six  fonctions  inconnues  (savoir  les  compo- 
santes/?, Qy  r  de  la  rotation  instanlancc  et  les  cosinus  directeurs  x^,  x^^  x^  de 

la  verticale),  une  homogénéité  particulière.  Soit  alors  •—  une  intégrale  ration- 

dR 

nclle.  La  quantité  -j-  s'exprime  par  un  polynôme  entier  qui  doitèlre  divisible 

par  R.  Le  quotient  >^,  en  vertu  de  l'homogénéité  qui  vient  d'être  signalée,  ne 
peut  être  que  de  la  forme  IqP  H-  "kiq  -i-\r  {1^^,  'k^,  X,  constants,  indépendants 
même  du  nombre  [x  qui  exprime  le  poids  du  corps).  "Xq  et  X,  ne  peuvent  être 
que  nuls;  quant  à  Tvj,  ou  bien  il  est  nul,  et  alors  R  est  une  intégrale  entière, 
ou  bien  il  est  purement  imaginaire,  et  le  produit  de  R  par  le  polynôme  ima- 
ginaire conjugué  est  une  telle  intégrale. 

2.  Calcul  des  premiers  termes  de  l'intégrale,  lorsqu'elle  existe.  —  Si  )>, 

n'est  pas  nul,  on  a   ■X.,  =  —  — ' — -,    où  A,   li  =  A    et  G  sont   les   trois   momonls 

principaux  d'inertie  et  e  un  nombre  rationnel.  Si  alors  on  dcvelopi)c  R  suivant 
les  puissances  de  |x 

(0  R  =  Ro+  R,ix-h...H-R,:JL'-h..., 

lUill.  des  Sciences  mathém.,  -i'  série,  l.  \\V.  (Srptcmbi'c  h^m  .)         Px.i  j 
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on  constate  que  Ro=  ?{p  -^  ÏQYi  P  ne  dépendant  que  de  /•  et  de  la  variable 
w  =  yy--}-  rp.  Les  termes  suivants  K,,  \\^,  . ..,  R.  sont  homogènes  et  de  degré  i 
par  rapport  à  .r,,  X21  x^,  homogènes  et  de  degré  m  —  2i  par  rapport  à/?,  ry,  /•. 
En  particulier,  W^  est  de  la  forme  ^,  R',  +  ^r^lV,' H- a^yR',",  où  R',,  R'J,  \\"[ 
sont  des  fonctions  de  p,  q,  r.  La  condition  imposée  à  R  donne  trois  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  auxquelles  doivent  satisfaire  ces  fonctions,  et 
qu'on  réduit  à  des  équations  différentielles  linéaires  ordinaires  en  introduisant 

la  variable  _}',=;/>  + /(/  ld'oùy2~P  —  ^Ç  =  ^  |  et  considérant  w  et  r  comme 

des  constantes. 

Il  convient  en  même  temps  d'introduire,  à  la  place  de  x^,  x^^  les  variables 
Zy^=  x^-{-  ix^i  z.,=-  x^—  ix-.'  Le  système  différentiel  donné  devient,  dans  ces 
conditions  (la  nouvelle  variable  indépendante  étant  t  =  it)^ 

•^  '    -3Z  — Aj/yi+ [x(^,  sins  — ^jcose),  -^      =:x^y^—rz^. 


2  C  f/r  ,  .  2  dx. 

=1  ÎJ.cos£(x;2— -,),  — Tir  =r.2-i  — ri-2 


clx      -r— .~2       -i/,  ^^ 


3.  Étude  d'une  solution  particulière  remarquable.  —  Dans  le  système 
précédent,  si  jKi,  -Sj  et  373  sont  nuls  initialement,  ils  sont  nuls  constamment. 
Dans  ces  conditions,  y^i  z^  et  ;•  s'obtiennent  aisément  par  des  quadratures.  On 
connaît  ainsi  toute  une  catégorie  de  solutions  parliculières  du  système,  et 
l'on  en  aurait  une  seconde  en  permutant  jKi  et  yj?  ^\  ^^  ^2- 

Les  solutions  infiniment  voisines  de  celles  que  l'on  vient  ainsi  d'obtenir 
dépendent  d'un  système  linéaire  aisé  à  former  et  qui  s'intègre  par  des  quadra- 
tures. Si  le  système  (2)  admet  une  intégrale  algébrique,  il  en  sera  forcément 
de  même  de  ce  système  auxiliaire  :  or  il  est  bien  aisé  de  reconnaître  dans  quels 
cas  il  peut  en  être  ainsi.  On  trouve  ainsi  que,  si  l'on  n'a  pas  coss  =  o  (cas 
classique  du  corps  de  révolution  suspendu  par  un  point  de  son  axe)  : 

1°  sine  doit  être  nul;  autrement  dit,  le  centre  de  gravité  appartient  à  l'équa- 

teur  de  l'ellipsoïde  d'inertie  au  point  de  suspension; 

2C   ,   .     . 
2»  Le  rapport  — —  doit  être  entier. 
A 

4.  Calcul  des  divers  termes  qui  doivent  composer  l'intégrale  R.  Pro- 
priétés des  coefficients.  —  R  étant  une  intégrale  entière  (par  conséquent 
A  étant  nul)  et  cette  intégrale  étant  développée  sous  la  forme  (i)^  les  poly- 
nômes R,  successifs  se  déterminent  par  des  équations  qui,  comme  celles 
auxquelles  on  était  conduit  dans  la  détermination  de  \\^  (  n"  2  ),  deviennent 
des  équations  différentielles  linéaires  ordinaires,  lorsqu'on  considère  w  et  r 
comme  des  constantes  et  y^  comme  une  variable  indépendante.  De  plus,  les 
systèmes  adjoints  des  systèmes  ainsi  obtenus  se  ramènent  à  ceux  qui  sont 
intervenus  dans  le  calcul  de  R,. 

5.  Expression  des  termes  qui  composent  l'intégrale  R,  dont  l'existence 
est  supposée.  Mode  d'achèvement  des  calculs  qui  s'y  rapportent.  —  L'étude 
des  systèmes  linéaires  précédents  et  de  leurs  adjoints  donne,  en  général,  pour 
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ces   systèmes,    des    solutions  possédant   la  forme  voulue,   c'est-à-dire  où    les 
fonctions  inconnues  sont  des  polynômes. 

Mais  les  propriétés  des  systèmes  en  question  dépendent  des  quantités  w  et  r 
(qui  sont  considérées  en  ce  moment  comme  des  paramètres)  ou  plutôt  du  rap- 
port (V  =  — •  Pour  certaines  valeurs  de  ce  rapport,  les  équations  caractéris- 
tiques ont  des  racines  égales  et  les  conclusions  précédentes  pourraient  être 
mises  en  défaut. 

6.  Valeurs  exceptionnelles  du  rapport  w.  Elles  introduiraient  des  loga- 
rithmes, qui  disparaissent  après  un  choix  convenable  des  arbitraires  dont 
on  dispose.  —  Pour  que  ces  valeurs  exceptionnelles  de  w  n'introduisent  que 
des  puissances  de  y,  et  non  des  logarithmes,  il  faut  que  certaines  conditions 
soient  remplies  par  les  seconds  membres  des  équations.  Peut-on  satisfaire  à 
ces  conditions  par  un  choix  convenable  des  éléments  laissés  encore  arbitraires 
jusqu'ici? 

La  réponse  est  affirmative.  Elle  résulte  du  fait  constaté  au  n°  3,  à  savoir  que 

2  C 
les   conditions  sine  =  o,  -—  =  nombre  entier  suffisent   pour  (jue   le    système 

auxiliaire  possède  une  intégrale  algébrique. 

Dès  lors,  ces  mêmes  conditions  sont  également  suffisantes,  en  ce  qui  regarde 
le  système  donné. 

7.  Solutions    développées   en  séries   quand,    sins    étant    nul,   le   rapport 

1  C 

-— -  demeure  quelconque.  Convergence  dans  les  cas  ordinaires.  Conséquences 

2G 

relatives    aux  propriétés   des  intégrales,   lorsque  —r-   devient   un   nombre 
entier. 

8.  Remarques  sur  les  moyens  d'achever  la  détermination  de  l'intégrale. 
Proposition  relative  aux  systèmes  différentiels  ayant  des  intégrales  uni- 
formes. —  L'auteur  ne  poursuit  pas,  quant  à  présent,  le  calcul  com[)lct  de 
l'intégrale.  Il  rattache  ses  recherches  actuelles  à  une  remarque  générale  : 
Soient  ;h  —  i  équations  dinercntielles  du  premier  ordre  à  m  variables  x^, 
x^,  ...,  a?,,,.  Supposons  qu'on  connaisse  m  —  2  intégrales  uniformes  permettant 
d'exprimer  les  inconnues  en  fonction  de  deux  d'entre  elles  et  de  m  —  2  con- 
stantes arbitraires  a,,  a^,  ...,  a„,.  Considérons  le  tableau  rectangulaire  formé 
avec  les  dérivées  partielles  de  x  par  rapport  aux  a  et  soit  \-{i  =  2,  3,  ...,  m) 
le  déterminant  formé  par  la  suppression  des  colonnes  de  rang  i  et  de  rang  i 
dans  ce  tableau.  Les  A  peuvent  être  considérés  comme  définis  par  un  système 
d'équations  différentielles  linéaires  et  ce  système  doit  présenter,  au  point  de 
vue  de  la  théorie  des  groupes,  certaines  propriétés  si  le  système  donné  admet 
des  intégrales  uniformes. 

Ilumvitz  (^/.).   —  Sur  l'intégrale  finie  d'une  fonclion  onlirro. 
(285-312). 

On  nomme  (avec  Abcl)  intégrale  Jînic  d\inc  fonclion   G(c)   la  solution   la 
plus  générale  do  l'équation 

(0  V{z-\-x)-F{z):=C.{z). 


2oi  SECONDP:  PAIITIE. 

Il  suffit  d'ailleurs,  évidemment,  de  connaître  une  solution  particulière  de 
cette  équation,  et  d'ajouter  à  cette  solution  une  fonction  périodi(juc  quel- 
conque. 

Dans  le  cas  où  G(^)  est  une  fonction  entière,  M.  Guichard  a  montré,  et 
M.  Ilurwitz  se  propose  de  montrer  par  une  voie  difïerente,  que  le  problème  a 
toujours  une  solution  entière. 

o,^{z)  étant  la  fonction  de  BernouUi,  c'est-à-dire  le  polynôme  de  degré 
n-hi  nul  avec  z  et  tel  que  9„(c-i-i)  —  9„(^)  =  ^'S  le  théorème  est  évident 
si  la  série 

F  =  rto9„(^)  -l-rti9,  (:;)...  4- a„cp„(c)  +... 
(où 

(  2  )  G   =  «0  +  «1  ^  -h .  .  .  +  rt„  C"  H-  .  .  .  ) 

converge  uniformément. 

Mais,  s'il  en  est  autrement,  on  pourra  rendre  la  série  convergente  par  un 
procédé  tout  analogue  à  celui  qui  sert  à  la  démonstration  du  théorème  de 
M.  Mittag-Leffler,  en  retranchant  de  chaque  terme  une  fonction  périodique 
convenable. 

En  effet,  le  pol3'nome  9„(^)  est  le  coefficient  de  ^"-  dans  le  développement 
de  la  fonction 

e^ —  i 
de  sorte  que  9„(2)  est  représenté  par  l'intégrale 

^.■(^)  =  ^/^<-^'#.' 

prise  suivant  un  petit  cercle  C  entourant  l'origine. 

Si  nous  nommons  4'„r(-s)  la  même  intégrale  prise  suivant  un  contour  englo- 
bant les  points  o,  ±  air/,  ±!\'Ki^  ±  irrA,  mais  laissant  tous  les  autres  pôles 

;• 

de  f  à  son  extérieur,  la  différence  9„—  <!'„  r=  /i!    7    — r^ — rm  sera  une  fonc- 

1 
tion  périodique  de  z  et,  d'autre  part,  ou  aura 

p  restant  fini  quand  z  est  dans  une  région  finie  du  plan  et  ne  dépendant  que 
de  cette  région. 

Dès  lors,  on  constate  aisément  que,  si  la  série  (2)  représente  une  fonction 


entière,  c'est-à-dire  si  limva„=o,  la  série 
(3)  2!^'v(-') 


converge  uniformément  pour  r  =  n  et  satisfait  à  l'équation  (i). 

Mais  si  la  série  (2)  est  assez  rapidement  convergente,  il  n'est  pas  nécessaire 
que   /•  croisse  indéfiniment  avec  n,  et  l'on   peut  prendre  r  constant.  C'est  ce 
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qui  arrive  si  la  série    \^/ï!rt,jC"  a   un  rayon  de  convergence  diflerenL  de  zéro, 

et  dans  ce  cas  seulement. 

La  dérivée  d'une  fonction  F  satisfaisant  à  l'équation  (i)  est  évidemment  une 
solution  de  l'équation  F'(5  +  i)  —  F'(2)  =  G'(^)-  L'auteur  trouve  la  relation 
entre  la  solution  ainsi  obtenue  et  celle  que  donnerait  l'application  directe  de  la 

méthode  à  l'équation  dérivée. 

r'  (  z) 
Un  exemple  intéressant  est  fourni  par  la  fonction  (e-'"' — i)  ='^'{z), 

l  (Z) 

qui   satisfait   à   l'équation   "*l'(^+i)  —  ^r(;;)= L'application    de   la 

méthode  générale  donne  une  fonction  qui  ne  diffère  de  ^*(^)  que  par  une 
quantité  périodique.  On  peut,  ici,  déterminer  cette  quantité  périodique.  On 
arrive  ainsi  à  la  série  de  M.  Lerch 


r'(^) 

SlUTT^ 


00 

f-  -  cos7:s+[log2K  —  r'(0]  sin -::;:=  \   logl j  sin(2;i-|-i)  t:  ^ 


r(^) 

{0<Z<l). 

Un  certain  nombre  d'équations  fonctionnelles  ramenées  par  I\L  Gnicliard  à 
l'équation  (2)  peuvent  se  résoudre  directement,  par  un  procédé  analogue  ù 
celui  qui  a  servi  pour  l'équation  (i). 

Si  G(^)  était  une  fonction  méromorplic,  l'équation  (i)  posséderait  une  solu- 
tion également  méromorphe.  Il   en  résulte  que  l'équation  — r^ — - —  =<l'{z) 

V  {Z) 

admet  des  solutions  méromorphes  si  tl>(^)  est  méromorphe.  Plus  généralement, 
il  en  est  de  même  de  l'équation 

cp.(^)F(^-f-i)-i-9„(c)F(2)  =  9(x;), 
où  cp,  cpj,  cpj  sont  des  fonctions  méromorphes  données. 

Poincare  (//.).  —   Sur  la  polarisation  par  diffraction  (seconde 
Partie).  (3i3-356). 

Suite  du  Mémoire  publié  dans  le  tome  XVI  (pages  297-3/(0). 
L'auteur  complète  ses  résultats  et  les  compare  à  ceux  que  M.  Sommerfcld  a 
publiés  depuis  dans  les  Matheni.  Annalen. 

VIL  Étude  du  cas  où  la  ligne  focale  de  la  lentille  ne  coïncide  plus  avec 
le  biseau  de  l'éci-an.  —  Cette  nouvelle  hypothèse  ne  change  rien  à  l'éiiuation 
précédemment  obtenue  (où  l'on  ne  doit  prendre  que  la  partie  réelle) 

Z=    >   a„e'/''J„(ap)  sin  —  » 

laquelle  donne,  pour  ap  très  grand, 

.    n.o)  .    ni<> 

a.,  sin  — 


^^     1/2  zap 


—    ./  ;;  4- 1    \  a    sin —      /  .  "-*-'^\ 


^2iz3ip  ^^    y/azocc 
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expression  dont  le  premier  terme  correspond  au  faisceau  incident  et  le  second 
aux  faisceaux  transmis. 

Seulement  les  a,^  ne  sont  plus  réels.  Le  faisceau  incident  présente  des  diffé- 
rences de  phases  :  l'argument  de  la  quantité 

.    n  oj 
_,«»sin—        .(»  +  i)7t: 

F(a)  =   >   —        '^   e     '       4 

est  égal  à  l  cos  (  w  —  o),,  ),  où  -  et  w^  sont  les  coordonnées  polaires  du  point  situé 

oc 

2  TC 

sur  la  ligne  focale  (  la  longueur  d'onde  étant  — 


a 

Cette  fonction  F  définit  la  phase  et  rintcnsité  de  la  lumière  incidente,  celles 
de  la  lumière  transmise  étant  définies  par  la  fonction 

.    n  b) 
<^„  sin  —         i„_n)7î 

Le  calcul  de  cette  dernière  se  ramène  à  celui  de  la  fonction 

lUx) 

«„  COS-^—  in  +  WTi 

tl>  (  0)  )  =  2,  — ;  e  '■* 


On  trouve 


<Îj(oO  =   /         F(x)-,—    cot — -. 1- cot — -. —    : 

Jn  4'^\  4  4     / 


où  l'intégrale  du  second  membre  doit  recevoir  sa  valeur  principale. 

Dès  que  la  ligne  focale  est  notablement  distante  du  biseau,  la  quantité  l 
(laquelle  contient  en  facteur  l'inverse  de  la  longueur  d'onde)  est  très  grande. 
On  conviendra,  dès  lors,  de  regarder  les  quantités  qui  tendent  vers  zéro  avec 

-  comme  infiniment  petites,  -^  étant  regardé  comme  l'infiniment  petit  prin- 

^  \J  l 

cipal.  Dans  ces  conditions,  si  l'on  n'a  d'abord  égard  qu'aux  termes  finis,  on 
constate  que  la  lumière  diffractée  est  négligeable;  quant  à  l'étude  des  termes 
du  premier  ordre,  elle  conduit  à  des  résultats  identiques  à  ceux  du  n°  III 
(Mémoire  précédent),  c'est-à-dire  à  ceux  qui  sont  relatifs  aux  cas  où  la  mise 
au  point  était  parfaite;  seulement  les  seuls  rayons  qui  interviennent  sont  ceux 
qui  passent  très  près  du  bord  de  l'écran. 

yill.  Examen  du  cas  où  le  biseau  de  l'écran  n'est  pas  parfait.  —  On 
assimile  la  section  droite  de  ce  biseau  à  une  branche  d'hyperbole  très  aplatie; 
on  est  alors  conduit  à  prendre  un  système  de  coordonnées  elliptiques  définies 
par  l'équation 


X2  V_^2    -'r 

A  et  [j.  seront  les  coordonnées  d'un  point  quelconque,  ).  étant  le  paramètre  qui 
donne  une  ellipse  et  [j.  celui  qui  donne  une  hyperbole,  p.  =  \Xo  correspondant  à 
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l'hyperbole  donnée,   c   et    i— —   sont   très    petits.    L'équation    A«-4-a-w  =  o 

admet  alors  des  solutions  de  la  forme  LM,  L  et  jM  étant  des  fonctions  de  a  et 
de  [X  respectivement,  la  première  satisfaisant  à  l'équation 

(i)  ^^  ^  ^'^  7nJ '^     d\  ^^^  (^  --^OT^^"' 

où  k  est  une  constante  quelconque;  la  seconde  à  l'équation  analogue  où  A  est 
remplacé  par  p..  Ces  équations,  qui  se  ramènent  à  une  équation  bien  connue  en 
Mécanique  céleste,  peuvent  aussi  être  considérées  comme  des  formes  limites  de 
l'équation  de  Lamé. 
Elles  admettent,  chacune,  dans  le  voisinage  des  points  singuliers  -f- c  et  —  c, 

une  solution  paire  par  rapport  à  la  variable  s/'k  —  c  ou  sj^  +  c  et  une  solution 
impaire  par  rapport  à  cette  variable.  Pour  que  LM  soit  une  fonction  uniforme 
de  X  et  de  y,  il  faut  combiner  des  solutions  de  même  parité.  On  devra,  d'ail- 

leurs,  déterminer  A'  de  manière  que,  aux    limites,  on  ait  M  =  o  ou  -—  =  o, 

suivant  que  le  plan  de  polarisation  est  parallèle  ou  perpendiculaire  au  plan 
d'incidence. 

IX.  Pour  \   très    grand,  L   est  de  la  forme  = >  où  A  et  B  sont 

des  constantes  qui  restent  encore  à  obtenir,  ou  plutôt  dont  il  faut  obtenir  le 
rapport.  Celui-ci  est  déjà  connu  dans  plusieurs  cas,  savoir  : 

i"  Si   c  =  0;  alors  L  est  une  fonction  de  Bessel  et  on  a  —  =  e  ^  \  ««'o       / 

(  m  étant  entier). 

2°  Si  w„=  iz,  alors  l'écran  se  réduit  à  un  plan  et  les  conclusions  du  n'^  III 
sont  applicables. 


Dans  tous  les  cas, 
doit  être  réelle. 


=  I.  Car  la  valeur  approchée  de  L  pour  \  très  grand 

X.    Soient    L  =  F,  [ -,   a-c-,  a'-Aj   la  solution  de  l'équation  (1)  qui  est  paire 

par  rapport  à  4/^^ ^;  L  =  V.J  ->  a-c-,  a-Aj  impaire    par    rapport   ;\    celte 

même  quantité. 
Les  solutions  de  notre  problème  peuvent  se  diviser  en  : 

1°  Solutions  de  la  première  sorte  :  Plan  de  polarisation  parallèle  ;\  celui 
d'incidence;  M  fonction  impaire  de  w.  Ce  sont  les  solutions  impaires  qui  inter- 
viendront seules  et  on  déterminera  k-  par  l'équatiou 

(A,)  fJ-^\  a-c\  a-A,^=o; 

Deuxième  sorte  :  Les  deux  plans  parallèles;  M  pair.  On  déterminera  A,  par 
(A,)  F^j"-  !^',  a^c^  aV.,Wo; 
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Troisième  sorte  :  Les  deux  plans  perpendiculaires;  M  impair.  On  aura 

(A3)  V',(-  li!l,  a^c'-\  aV.,)=:o; 

Quatrième  sorte  :  Les  deux  plans  perpendiculaires;  IM  pair.  On  aura 

(AJ  F;(-^,a'-'c^aV.■,)  =  o. 

On  constate  :  1°  que  ces  équations  ne  peuvent  avoir  que  des  racines  réelles 
et  positives;  2°  que  (Aj)  et  (A3)  ne  peuvent  avoir  de  racines  communes;  de 
môme  pour  (A,)  et  (A.),  (A^)  et  (AJ,  (A3)  et  (A4). 

Or,  pour  c'-=  o,  les  racines  de  A^  et  de  A3  sont  réelles  et  se  séparent  mu- 
tuellement. Donc  il  en  sera  de  même  pour  toutes  les  valeurs  des  données.  Le 
même  raisonnement  s'applique  à  (Aj)  et  (Ao);  (Aj)  et  (A4);  (A3)  et  (A4). 

A  toute  racine  A-  correspond  une  fonction   IM.(w)  (où  l'on   a  cosw  1= —  —  ) 

et   nous    admettrons  que  toute  fonction  paire  ou  impaire  de  w  peut  être  dé- 
veloppée suivant  les  solutions  M..  En  particulier,  F(o>)  sera  de  la  forme 

SA„G„M„ 

(où  A,.,  B.  sont  les  valeui's  des  coefficients  A  et  B  du  n°  IX  qui  correspondent 
à  la  solution  M-)  et  Fi(w)  sera  iiB„C„M,^,  Connaissant  F((o),  on  pourra  avoir 

les  C„  et  en  déduire  F(w)  si  l'on  connaît  les  rapports  — ^  =  e~'^n. 

Il  est  vrai  que  l'on  est  conduit  ainsi  à  introduire  une  série  II,  qui  est  diver- 
gente. Mais,  si  l'on  désigne  par  Si  la  valeur  de  cette  série  pour  c  =  o,  la 
série  Sj —  Sj  converge,  ce  qui  permet  de  tourner  la  difficulté.  Étude  du  cas  de  c 
très  grand. 

XL  Etude  du  cas  où  les  ondes  sont  sphériques  et  concentrées  en  un 
point  du  tranchant  du  biseau,  en  adoptant  d'ailleurs^  pour  le  reste,  les 
hypothèses  les  plus  simples.  —  On  passe  alors  aux  coordonnées  polaires  en 
remplaçant  x,  y,  z,  par  pcoscpyi — [j.-,  psincp\/i —  \x',  pjx  et  Ton  cherche  des 

solutions  de  la  forme  R(p)  ]M([j.)  sin  • — !- et  l'on   trouve  que  M  (  [x),  multiplié 

711 

par  (  [X-  —  i)      '^ ,  doit  donner  un  polynôme  entier.  Si  m  est  pair,  M  sin — '-  est 

une  fonction  sphérique  ordinaire  et  R  v^p  une  fonction  de  Bessel. 

Dans  les  cas  où  il  y  a  symétrie,  on  retrouve  ainsi  des  résultats  analogues 
à  ceux  du  n°  III.  Dans  le  cas  général,  mais  en  supposant  le  faisceau  incident 
très  délié,  le  faisceau  diffracté  se  répartit  sur  un  cône  de  révolution  ayant  le 
biseau  pour  axe  :  résultat  qu'il  serait  intéressant  de  vérifier  expérimentalement. 

Borel  {I^')-  —  Sur  les  zéros  des  fonctions  entières.  (SS^-SqÔ). 

On  connaît  aujourd'hui  la  relation  qui  existe  entre  le  genre  d'une  fonction 
entière  et  l'ordre  de  grandeur  de  cette  fonction  pour  les  grandes  valeurs  de  ia 
variable,  en  ce  sens  que,  connaissant  ce  dernier,  on  peut  avoir  une  limite 
supérieure  du  nombre  des  zéros  inférieurs  à  une  quantité  donnée.  Mais  il  reste 
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à  savoir  si  le  nombre  des  zéros  atteint  efTectivement  cette  limite  supérieure.  Il 
semble,  au  premier  abord,  qu'on  ne  puisse  rien  affirmer  de  général  à  cet  égard, 
puisqu'il  existe  des  fonctions  entières  croissant  aussi  vite  qu'on  veut  et  n'ayant 
aucun  zéro.  Mais  ces  fonctions  sont  exceptionnelles  :  on  va  voir  que,  parmi 
toutes  les  fonctions  entières  de  la  forme  0,(5)  G  s  —  02(^),  où  G  est  une 
fonction  entière  donnée  et  9,,  92  clés  fonctions  entières  quelconques  croissant 
beaucoup  moins  rapidement  que  G,  il  y  en  a  au  plus  une  telle  que  le  nombre 
de  ses  zéros  soit  notablement  plus  petit  que  la  limite  supérieure  en  question. 
C'est  la  généralisation  du  théorème  connu  de  M.  Picard. 

Première  Partie  :  La  décomposition  en  facteurs  primaires.  —  Les  facteurs 
primaires  étant,  comme  d'habitude,  pris  sous  la  forme  F,(  —  \i  où 

Il       n-  nV 

la  fonction  entière  G(^)  considérée  sera  représentée  par  un  produit  de  la 
forme 


C(.)  =  e'-<='nF,.(^) 


Il  importera,  dans  les  raisonnements  actuels,  de  prendre  pour  /?  (en  fonction 
de  n)  la  valeur  strictement  nécessaire  pour  assurer  la  convergence. 

Si  d'abord  p  est  une  constante  et  H(x;)  un  polynôme,  de  manière  que  la 
fonction  soit  de  genre  fini,  il  convient  d'introduire  un  nombre  p,  dit  ordre  de 

la  fonction,  tel  que  la  série    7   ;^ —  soit  divergente  et  la  série    7 ^ — 

1  ^  («„)?-'  ^  ^^{a„y<^' 

convergente.  Il  existera  alors  une  infinité  de  cercles  dont  les  rayons   II  sont 
tels  que  le  produit  de  facteurs  primaires  y  ait  partout  un   module  plus  grand 

que  e  .   Mais  ce  produit  est  partout  inférieur  à  e        .    De   sorte   que  le 

minimum  est  au  moins  égal  à  l'inverse  du  maximum. 
On  appellera  ordre  apparent  d'une  fonction  entière,  un  nombre  p  tel  que  la 

croissance    de   cette   fonction    soit  de  même   ordre    que    celle   de  e^-)  .   Si  ce 
nombre  p  n'est  pas  entier,  il  est  égal  à  l'ordre  réel. 

Soit  maintenant  une  exponentielle  de  la  forme  e  et  soient  A(/')  le  maxi- 
mum des  valeurs  positives  de  G  sur  le  cercle  de  rayon  /■,  !>(/•)  le  maximuiu 
des  valeurs  négatives  de  G  sur  le  même  cercle.  On  a  aisément,  pour  /•  >  p, 

B(p)<8p^^-^. 

Il  en  résulte  que  l'on  ne  peut  pas  avoir  constamment 

I3(,-)>[A(r)JS 
car  ceci  donnerait,  pour  s  !>  o, 

bp 

,  .  e      £  e 

équation  qui,  en  remplaçant  succcssiverueiil  £  par-?  —  >  ....  -^%  ...  et  p  par 
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s  ES 

p  +  s,  p  +  sH —  ?  .,,,p  +  2-| 1-...+  TTTT'  ••  M  conduirait,  pour  A  (  p  +  ae), 

à  une  valeur  iniinic. 

L'aulcur  indique,  en  outre,  que  l'inégalité  en  question  ne  peut  pas  être 
vérifiée  dans  une  série  d'intervalles  dont  l'étendue  totale,  entre  o  et  R,  soit 
constamment  supérieure  à  ÂR  {k  étant  un  nombre  positif  quelconque)  : 
remarque  importante  pour  la  suite. 

Avant  de  passer  au  cas  d'un  produit  de  facteurs  primaires,  il  convient  de 
définir  avec  précision  ce  qu'on  entend  pdiV  fonctions  du  même  ordre  de  gran- 
deur.  Cette  définition  est,  dans  une  certaine  mesure,  arbitraire  et  dépend  essen- 
tiellement de  l'objet  que  l'on  a  en  vue. 

Au  point  de  vue  de  la  question  actuelle,  il  y  a  lieu  de  dire  que  deux  fonc- 
tions F  (or)  et  G{x)  à  croissance  très  rapide  sont  du  même  ordre,  lorsque  F  (a:) 

est  compris  entre  [G(:r)]'~^  et  [G(^)]'+%  e  tendant  vers  zéro  avec  —  • 

On  définit  l'ordre  de  grandeur  des  fonctions  à  croissance  très  lente  par  celui 
de  leurs  fonctions  inverses.  Il  est  à  remarquer  que,  de  cette  manière,  deux 
fonctions  (à  croissance  très  lente)  qui  ne  diffèrent  que  par  une  constante, 
peuvent  être  d'ordre  différent. 

On  constate,  moyennant  ces  définitions,  que  deux  fonctions  /(X),  ^'■(X),  à 
croissance  très  lente,  telles  que  l'on  ait 

/(X)=^(X)  + 


(logX)- 


a  étant  un  nombre  positif,  sont  à  peu  près  du  même  ordre  de  grandeur,  en  ce 
sens  que,  F(a7)  et  G{x)  étant  leurs  inverses,  les  inégalités 

sont   vérifiées,   sinon   constamment,   du    moins   abstraction    faite  d'intervalles 
dont  l'étendue  totale  est  finie. 

Considérons,  en  particulier,  un  produit  n(s)  de  facteurs  primaires 


n(z)  =  nFp,^^ 

Supposons  p  =  (log;i)-  et  étudions  la  convergence  du  produit,  laquelle  se 
ramène  à  celle  de  la  série 

où  r  est  le  module  de  z  et  où  p  est  regardé  comme  une  fonction,  non  de  n, 
mais  de  |a,J.  On  constate  que  le  reste  de  cette  série,  arrêtée  au  terme  de 
rang  /i,  est  négligeable  dans  le  cas  où  a,  est  à  croissance  très  lente,  si  a„  est 

de  l'ordre  de  /i  -h  -j— ^ — —  >  a  étant  plus  petit  que  i.  Ceci  permet  de  comparer 

les  plus  grandes  et  les  plus  petites  valeurs  du  produit  considéré.  Si  M(/') 
sont  les  premières,  N{/-)   les  secondes  et  que   IM(/-)  soit   de  l'ordre  de  e'", 

i^-< — r  sera  de  l'ordre  de  c'-''^    où  p'  est  compris  entre  p  et  p".  Mais  on  aurait 
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pu,  dans  ces  conclusions,  remplacer  2  par  un  nombre  quelconque  supérieur  à  1 
(du  moins  en  changeant  la  composition  des  facteurs  primaires).  On  en  conclut 
que  logM(/-)   et  logN(/')  sont  du  même  ordre  de  grandeur,  au  sens  indique 
précédemment. 
II  en  résulte  que,  dans  une  fonction  entière  G{z),  mise,  d'après  les  règles 

précédentes,  sous  la  forme  n(^)e'*"',  aucun  des  deux  facteurs  ne  peut  croître 
plus  vite  que  G{z). 

Deuxième  Partie  :  Le  théorème  de  M.  Picard.  —  On  établit  d'abord  (par 
un  procédé  analogue  à  celui  qui  a  été  indiqué  en  commençant)  une  relation 
entre  l'ordre  de  grandeur  de  la  fonction  et  celui  de  sa  dérivée. 

Cela  posé,  considérons  deux  séries  de  fonctions  entières  G^(^),  H.(^) 
{i  =  i,  2,  ..,,  ;i).  Supposons  que  ces  fonctions  croissent  toutes  moins  vite 
que  ei*(!=^l),  et  que  toutes  les  différences  H.— H^.  croissent  plus  vite  que 
[l^-d^l)]^-  Si,  alors,  on  a  l'identité 

G,(^)e".'-^)+G,(.^)e"^'^'  +  ...+  G„(x;)e""'^'=o, 

il  en  résulte  nécessairement  Gj  =  Go  = . . .  =  G„  =  0  :  c'est  ce  qui  peut  se  déduire 
des  considérations  précédentes. 

Mais  on  peut  aller  plus  loin  et,  conservant  la  même  hypollièse  sur  les  G,  ne 
plus  rien  supposer  sur  l'ordre  de  croissance  des  H,  si  ce  n'est  que  les  diffé- 
rences H^. —  H^.  croissent  plus  vite  que  [[J.(! -^1  )]-. 

Le  théorème  ainsi  obtenu  peut  être  considéré  comme  la  généralisation  du 
théorème  connu  de  M.  Picard  sur  les  fonctions  entières.  11  entraîne,  en  effet, 
le  corollaire  suivant  : 

Si  G{z)  est  une  fonction  entière  donnée,  o{z)  et  '^i  z)  des  fonctions 
entières  telles  que  le  logarithme  des  plus  grandes  valeurs  de  leur  module 
croisse  moins  vite  qu'une  puissance  déterminée,  d'exposant  inférieur  à  i, 
du  logarithme  des  plus  grandes  valeurs  de  |G|,  parmi  les  équations  de  la 
forme 

^{z)G{z)  —  '^{z)  =  o, 

il  en  est  une  au  plus  pour  laquelle  la  limite  supérieure  du  nombre  des 
racines  n'est  pas  atteinte. 

M.  Borel  reproduit  ensuite  la  démonstration  du  théorème  de  INI.  Picard  sous 
sa  forme  primitive,  telle  qu'il  l'a  donnée  dans  les  Comptes  rendus  de  l'Aca- 
démie des  Sciences  (1896),  en  la  rattachant  aux  considérations  générales 
précédentes. 

Il  termine  en  indiquant  quelques  points  sur  lesquels  on  pourrait  se  proposer 
de  compléter  les  résultats. 

Bohlin   (A.).    —    Hugo    Gjldéii    :    Notice    biographique    avec 
quelques  remarques  sur  ses  méthodes  scientifiques.  ('ô(jy-.\o/\). 
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JOURNAL  DE  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE. 

LXIIP  Cahier;  i8()3  (»). 

U Ocagiie.  —  Sur  la  déterminalion  géomélrique  du  point  le  plus 
probable  donné  par  une  système  de  droites  non  convergentes 
(i-25). 

La  position  d'un  point  sur  un  plan  est  déterminée  par  la  rencontre  de  plu- 
sieurs droites.  Ces  droites,  à  raison  des  erreurs  d'observation  et  de  tracé,  au 
lieu  de  converger,  forment  un  petit  polygone  à  l'intérieur  duquel  il  s'agit  de 
déterminer  la  position  la  plus  probable  du  point  cherché. 

L'auteur  a  trouvé  pour  ce  point  une  construction,  simplifiée  depuis  par 
M.  Schols.  Dans  la  première  partie  de  son  Mémoire  il  développe  sa  construc- 
tion ;  dans  la  seconde  il  justifie  la  construction  de  RL  Schols  par  un  raisonne- 
ment plus  direct  que  celui  du  savant  hollandais.  Son  exposition  est  fondée  sur 
la  considération  du  barycentve  symétrique,  dont  il  fait  connaître  diverses  pro- 
priétés, en  outre  de  celles  qui  sont  indispensables  à  sou  objet, 

Vaschy.   —  Sur  l'intégration  des  équations   difFérentielles  liné- 
aires à  coefficients  constants  (39-77). 

On  sait  que  Cauchy  a  appliqué  les  propriétés  des  résidus  à  l'intégration  d'un 
système  d'équations  différentielles  linéaires  à  coefficients  constants  qui  sont  du 
premier  ordre,  par  rapport  à  chacune  des  inconnues,  et  même  à  l'intégration 
des  équations  d'ordre  supérieur.  Toutefois,  il  n'a  point  développé  d'une  manière 
complète  l'application  de  cette  méthode  aux  systèmes  d'équations  d'ordre 
quelconque. 

Dans  le  présent  travail,  M.  Vaschy  indique  un  procédé  présentant  une 
grande  analogie  avec  les  méthodes  de  résolution  des  équations  algébriques  du 
premier  degré,  et  qui  permet,  au  moyen  d'une  règle  simple,  d'intégrer  un  sys- 
tème d'équations  différentielles  linéaires  à  coefficients  constants  et  à  un  nombre 
quelconque  d'inconnues. 

Autonne  (L.).  —  Sur  la  limitation  du  degré  pour  les  intégrales 
algébriques  de  l'équation  différentielle  du  premier  ordre.  (Pre- 
mier Mémoire;  Parties  I  et  IL)  (79-188). 

Etant  donnée  une  équation  différentielle  H  dont  le  premier  membre  F  {x.y,y') 
est  un  polynôme,  on  ne  possède  aucun  moyen  de  reconnaître  si  son  intégrale 
générale  est  algébrique,  ni  même  si  elle  admet  des  intégrales  algébriques.  La 
difficulté  serait  tournée,  si  l'on  connaissait  une  limite  supérieure  dn  degré  d'une 
pareille  intégrale,  supposée  exister.  C'est  cette  limitation  de  degré  qui  fait 
l'objet  des  recherches  de  ]\L  Autonne. 

{')  Voir  Bulletin,  t.  XI.\^,  p.  4<J. 
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En  s'occupant  précédemment  du  cas  où  H  est  du  premier  degré,  l'auteur 
avait  été  conduit  àreprésenter  cette  équation  par  une  surface  J^  et  les  intégrales 
par  des  courbes  intégrantes  G  tracées  sur  rT.  Il  fait  encore  usage  dans  le  cas 
général  de  ce  mode  de  représentation, 

La  première  Partie  du  Mémoire  est  consacrée  à  l'étude  de  l'intégrante  algé- 
brique G  de  degré  n  et  de  genre  />,  considérée  en  elle-même,  indépendamment 
de  la  surface  c3',  à  laquelle  elle  peut  appartenir.  Conformément  aux  théories 
d'Halphen,  G  est  considérée  comme  l'intersection  d'un  cône  et  d'une  surface 
monoïde.  Il  est  démontré  que  les  courbes  G,  si  elles  n'ont  d'autres  points  mul- 
tiples que  des  points  doubles  à  tangentes  distinctes,  possèdent  6/?  +  2(/i  —  3) 
points  d'inflexion,  alors  que  les  courbes  gauches  en  sont  généralement  dénuées; 
qu'elles  dépendent  de  2/i  +  i — p  arbitraires  au  moins,  et  comportent  au 
moins  2/i  —  9 — p  invariants  ou  modules  projectifs. 

La  seconde  Partie,  de  beaucoup  la  plus  importante,  est  consacrée  à  l'étude 
des  intégrantes  tracées  sur  une  surface  algébrique  donnée  S'  de  degré  N  et  sur- 
tout à  la  recherche  du  maximum  pour  le  degré  de  l'intégrale  algébrique.  Par 
un  point  quelconque  de  S*  passe  une  intégrante  et  une  seule;  il  y  a  exception 
pour  N(N^ — 2N-1-2)  points  nodaux,  où  peuvent  passer  plusieurs  branches  ou 
même  une  infinité  de  branches  d'intégrantes.  En  un  pareil  point  l'intégrante 
algébrique  G  présente  deux  branches  simples,  tangentes  respectivement  aux 
deux  asymptotes  de  l'indicatrice  de  S^  ;  mais  elle  peut  présenter  en  outre  une 
branche  ayant  en  ce  point  plusieurs  tangentes  confondues  avec  une  même 
asymptote  de  l'indicatrice. 

M.  Autonne  se  place  dans  le  cas  particulier  où  cette  dernière  branche  mul- 
tiple n'existe  pour  aucun  des  points  nodaux,  en  sorte  que  G  n'a  d'autres  points 
multiples  que  des  points  doubles  à  tangentes  distinctes.  Alors  si  l'intégrante 
générale  est  algébrique,  elle  n'aura  aucun  point  multiple,  et  toute  intégrante 
algébrique  sera  d'un  degré  n  qui  ne  pourra  dépasser  le  plus  grand  entier 
contenu  dans  la  fraction 

N(N-+GN-Hi) 
3(N  +  2) 

Mais  ce  résultat,  malgré  tout  son  intérêt,  ne  constitue,  comme  l'explique 
l'auteur,  qu'une  réponse  partielle  à  la  question. 


LXIV^  Cahier;  1894. 

Autonne  (L.).  —  Sur  la  limilation  du  degré  pour  les  intégrales 
algébriques  de  l'équation  dilTérentielle  du  premier  ordre.  [Pre- 
mier Mémoire  {suite  etjîn).]  (i-53). 

Cette  troisième  et  dernière  Partie  contient  l'application  des  théories  exposées 
dans  les  deux  précédentes  (Cahier  LXill).  L'auteur  traite  les  deux  cas  les 
plus  simples  :  celui  où  rT  est  une  quadriquc  (N  =  2)  et  celui  où  N  =  3;  pour 
la  quadriquc,  le  problème  des  intégrantes  est  complètement  résolu. 

Pour  la  cubatique  c)',  il  commence  par  construire  les  quinze  points  nodaux: 
considérant  ensuite  les  cubatiques  auxquelles  s'appliquent  ses  résultats,  il 
montre  que  l'intégrante  générale  ne  peut  pas  être  algébrique  et  fait  rénuinc- 
ration   des   trei/.c   types  d'intégrantes  j)articulières   algcbriciucs  (juc   l'on   pciii 
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s'attendre  à  rencontrer.  Comme  exemples  il  construit  l'intégrante  non  unicur- 
sale  la  plus  simple  (quintique  de  genre  un)  et  quelques  intégrantes  uni- 
cursales. 

Moutard  (  77/.).  —  Noies  sur  les  équations  aux  dérivées  partielles. 

(55-G9). 

L'objet  principal  de  ces  Notes  est  d'établir  la  proposition  suivante  : 
Étant  donnée  l'équation 

^    d'il        .    d'-ii  „        d'-u 

où  Al,  Aj,  ...,  B12,  •••  sont  des  fonctions  des  variables  ^r,,  a^j,  ...,  daiis  la 
région  des  valeurs  de  ces  variables  pour  lesquelles  la  forme  quadratique 
corrélative 

\^tl  -hA.Jl-i-...-{-2B,.Jit.,-i-... 

reste  une  forme  définie,  une  fonction  u,  assujettie  à  y  rester  continue  ainsi 
que  ses  dérivées  et  à  vérifier  l'équation,  ne  peut  admettre  ni  maximum  ni 
îuinimum;  de  sorte  qu'il  ne  saurait  exister  deux  fonctions  distinctes  satis- 
faisant à  ces  conditions  et  prenant  les  mêmes  valeurs  sur  les  confins  de  la 
région. 

Pour  y  arriver,  l'auteur  démontre  que  toute  forme  à  n  variables  satisfaisant 
à  l'équation 

ô-  u        (T-  u  â-  u 

-+-  - —  + . . .+  =  o 

ôx'l        àxl  ôx'l 

est  nécessairement  une  forme  indéfinie.  A  propos  de  ces  formes,  auxquelles  il 
donne  le  nom  de  formes  harmoniques,  il  énonce  ce  résultat  curieux  : 

Les  formes  harmoniques  qui  admettent  un  diviseur  quadratique  sont,  en 
général,  décomposables  en  un  produit  de  facteurs  quadratiques  et  de  fac- 
teurs linéaires. 

Uumbert  {G.).  —  Sur  un  complexe  remarquable  de  coniques  et 
sur  la  surface  du  troisième  degré,  (i 28-1 49). 

On  sait  que  les  cubiques  gauches  qui  passent  par  cinq  points  de  l'espace 
forment  un  système  doublement  infini  et  que  le  lieu  des  points  de  contact  des 
cubiques  du  système  avec  un  plan  est  une  conique.  On  définit  ainsi  un  système 
de  coniques  trois  fois  infini,  c'est-à-dire  un  complexe  de  coniques,  et  chaque 
plan  de  l'espace  renferme  une  conique  du  complexe. 

Le  présent  Travail  a  pour  but  d'exposer  quelques  propriétés  de  ce  complexe. 
Après  en  avoir  donné  sous  une  forme  remarquablement  simple  l'équation  générale, 
on  étudie  spécialement  une  courbe  intéressante  du  septième  ordre  qui  est  la 
surface  focale  des  coniques  du  complexe  dont  les  plans  passent  par  un  même 
point;  enfin  on  applique  les  résultais  obtenus  aux  coniques  situées  sur  la 
surface  générale  du  troisième  ordre,  ce  qui  conduit,  pour  celte  surface,  à  des 
propositions  nouvelles. 
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UOcagne  {M-)-  —  Mémoire  sur  les  suites  récurrentes,  (i  5i-2s>4). 

Le  problème  principal  qui  s'oflVe  dans  la  théorie  des  suites  récurrentes  est 
leur  intégration  :  il  consiste  à  obtenir  une  expression  explicite  du  terme 
général,  quand  la  suite  est  définie  par  une  certaine  éclielle  de  récurrence  et 
par  des  conditions  initiales  données. 

Bien  que  la  question  put  sembler  épuisée  par  la  solution  de  Lagrangc,  qui 
exige  la  connaissance  des  racines  de  l'équation  génératrice^  et  surtout  par 
celle  de  M.  D.  André,  où  n'interviennent  que  les  coefficients  de  cette  équation, 
M.  d'Ocagne  a  été  conduit  à  compléter  et  à  perfectionner  la  théorie  des 
suites  récurrentes  par  d'assez  nombreuses  contributions  publiées  dans  divers 
recueils  et  qui  reposent  sur  les  deux  remarques  suivantes  : 

1°  L'intégration  de  toutes  les  suites  répondant  à  une  même  échelle  peut  se 
ramener  à  celle  de  l'une  d'entre  elles,  quelles  que  soient  leurs  conditions 
initiales.  On  en  peut  choisir  une  (5Wi7e /o/iofame;î^a^e)  de  manière  à  simplifier 
le  plus  possible  les  formules  de  transformation. 

•ï°  Pour  l'étude  des  propriétés  des  suites  fondamentales,  on  peut  substituer 
à  la  formule  de  Lagrange  une  autre  forme  de  l'expression  de  l'intégrale  en 
fonction  des  racines  de  l'équation  génératrice,  qui  a  l'avantage  de  subsister 
sans  modification,  quel  que  soit  le  degré  de  multiplicité  des  racines  de  l'équa- 
tion génératrice. 

Dans  le  présent  Mémoire,  l'auteur  reprend  la  théorie  des  suites  récurrentes, 
fondée  sur  ces  deux  remarques,  et  qui  n'était  qu'esquissée  dans  ses  travaux 
antérieurs  :  de  la  sorte,  les  résultats  qu'il  avait  précédemment  rencontrés  se 
trouvent  rapprochés,  coordonnés,  généralisés  et  complétés  par  un  grand 
nombre  de  résultats  nouveaux.  Voici  les  titres  des  huit  Sections  du  Mémoire  : 

Section  I.  —  Définitions.  Réduction  des  échelles. 

Section  II.  —  Les  suites  fondamentales.  Intégration  dans  le  cas  général. 

Section  III.  —  Expression  de  l'intégrale  au  moyen  des  racines  de  l'équation 
génératrice.  Décomposition  du  polynôme  générateur.  Opérations  sur  les  suites 
récurrentes. 

Section  IV.  —  Sommation  des  suites  récurrentes.  Etude  de  la  convergence. 
Séries  récurrentes. 

Section  V.  —  Le  problème  de  l'interpolation  dans  les  suites  récurrentes. 

Section  VL  —  Exertiples  de  suites  se  ramenant  aux  suites  récurrentes. 

Section  VIL  —  Quelques  applications  particulières  relatives  aux  suites 
récurrentes  du  second  ordre. 

Section  VllI.  —  Gonstiuction  géométrique  des  termes  d'une  suite  récur- 
rente. 

Andrade  (^J ■)•  —  Sur  une  détermination  de  rirrolionnelle  c-^'  [)ar 
le  calcul  des  chances  et  sur  une  identité  numérique.  (225-232). 

2*'  série,  i"'  Cahier;  iSgS. 

Poincaré  (fl-)-  —  Aiialysis  situs.  (i-i  :).')). 

Quelques  extraits  de  l'Introduction  feront  bicu  comprendre  l'esprit  et  l'objet 
du  présent  Travail. 
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«  La  Géométrie  à  n  dimensions,  dit  l'auteur,  a  un  objet  réel;  personne  n'en 
doute  aujourd'hui.  Les  êtres  de  l'hyperespace  sont  susccptiljles  de  définitions 
précises  comme  ceux  de  l'espace  ordinaire,  et  si  nous  ne  pouvons  nous  les 
représenter,  nous  pouvons  les  concevoir  et  les  étudier.... 

»  La  Géométrie,  en  effet,  n'a  pas  pour  unique  raison  d'être  la  description 
immédiate  des  corps  qui  tombent  sous  nos  sens  :  elle  est  avant  tout  l'étude 
analytique  d'un  groupe:  rien  n'empêclic,  par  conséquent,  d'aborder  d'autres 
groupes  analogues  et  plus  généraux. 

»  Mais  pourquoi,  dira-t-on,  ne  pas  conserver  le  langage  analytique  et  le 
remplacer  par  un  langage  géométrique,  qui  perd  tous  ses  avantages  dès  que 
les  sens  ne  peuvent  plus  intervenir?  C'est  que  ce  langage  nouveau  est  plus 
concis;  c'est  ensuite  que  l'analogie  avec  la  Géométrie  ordinaire  peut  créer  des 
associations  d'idées  fécondes  et  suggérer  des  généralisations  utiles.... 

»  On  sait  quelle  est  l'utilité  des  figures  géométriques  dans  la  théorie  des 
fonctions  imaginaires  et  des  intégrales  prises  entre  des  limites  imaginaires,  et 
combien  on  regrette  leur  concours  quand  on  veut  étudier,  par  exemple,  les 
fonctions  de  deux  variables  complexes. 

»  Cherchons  à  nous  rendre  compte  de  la  nature  de  ce  concours;  les  figures 
suppléent  d'abord  à  l'infirmité  de  notre  esprit  en  appelant  nos  sens  à  son 
secours;  mais  ce  n'est  pas  seulement  cela.  On  a  bien  souvent  répété  que  la 
Géométrie  est  l'art  de  bien  raisonner  sur  des  figures  mal  faites;  encore  ces 
figures,  pour  ne  pas  nous  tromper,  doivent-elles  satisfaire  à  certaines  condi- 
tions; les  proportions  peuvent  être  grossièrement  altérées,  mais  les  positions 
relatives  des  diverses  parties  ne  doivent  pas  être  bouleversées. 

»  L'emploi  des  figures  a  donc  avant  tout  pour  but  de  nous  faire  connailre 
certaines  relations  entre  les  objets  de  nos  études,  et  ces  relations  sont  celles 
dont  s'occupe  une  branche  de  la  Géométrie  que  l'on  a  appelée  Analysis  situs 
et  qui  décrit  la  situation  relative  des  points,  des  lignes  et  des  surfaces,  sans 
aucune  considération  de  leur  grandeur. 

»  Il  y  a  des  relations  de  même  nature  entre  les  êtres  de  l'hyperespace;  il  y 
a  donc  une  Analysis  situs  à  plus  de  trois  dimensions,  comme  l'ont  montré 
Riemann  etBetti.  Cette  science  nous  fera  connaître  ce  genre  de  relations,  bien 
que  cette  connaissance  ne  puisse  plus  être  intuitive,  puisque  nos  sens  nous 
font  défaut. ...» 

Le  Mémoire  de  M.  Poincaré  est  divisé  en  dix-huit  paragraphes,  dont  voici 
les  titres  : 

Première  définition  des  variétés.  Homœomorphisme.  Deuxième  définition  des 
variétés.  Variétés  opposées.  Homologies.  Nombres  de  Betti.  Emploi  des  inté- 
grales. Variétés  unilatères  et  bilatères.  Intersection  de  deux  variétés.  Repré- 
sentation géométrique.  Représentation  par  un  groupe  discontinu.  Groupe 
fondamental.  Équivalences  fondamentales.  Conditions  de  l'homccomorphisme. 
Autres  modes  de  génération.  Théorème  d'Eulcr.  Cas  oix p  est  impair.  Deuxième 
démonstration. 


KEVUE    DILS    PUBLICATIONS.  ai; 

COMPTES  RENDUS  hebdomadaires  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences, 
PAR  MM.  les  Secrétaires  perpétuels. 

Tome  GXXXI;  1900  (i). 

Boussinesq .  —  EchaiifFenient  permanent,  mais  inégal,  par  rayon- 
nement, d'un  mur  d'épaisseur  indéfinie,  ramené  au  cas  d'un 
échauffement  analogue  par  contact.  (9-1 3). 

Comme  exemple  des  principes  posés  dans  ses  Communications  précédentes, 
Pauteur  retrouve  la  formule  de  Poisson  en  ramenant  le  cas  du  rayonnement  à 
celui  de  Péchauffement  par  contact. 

Korn.  —  Sur  la  méthode  deNeumann  et  le  problème  de  Dirichlct. 

(26-27). 

Modification  proposée  à  la  démonstration  de  la  méthode  de  Neumann,  telle 
que  l'a  présentée  M.  Stekioff  dans  une  Note  récente. 

Floquet  (G.).  —  Sur  le  mouvement  d'un  fil  dans  l'espace.  (2--3o). 

Lorsqu'un  fil  se  meut  en  afl'ectant  une  forme  curviligne  et  que  la  vitesse 
tangentielle  est  à  chaque  instant  la  même  tout  le  long  du  fil,  il  figure  con- 
stamment une  géodésique  de  la  surface  qu'il  engendre.  Si  la  courbe  reste 
plane,  la  surface  est  une  surface  de  iMonge. 

Lorsqu'un  fil  se  meut  en  affec'tant  la  forme  d'une  courbe  plane,  les  vitesses 
de  tous  ses  points  étant  normales,  si  aucune  force  binormalc  n'agit  sur  l'élé- 
ment de  fil,  il  engendre  une  surface  de  révolution  ;  ses  diverses  positions  coïn- 
cident avec  les  méridiens  et  ses  points  décrivent  les  parallèles  d'un  mouvement 
uniforme. 

Boussinesq.  —  Problème  de  l'échauffement  permanent  d'une 
sphère  par  rayonnement,  ramené  au  problème  pUis  simple  de 
réchauffement  de  la  même  sphère  par  contact.  (8i-8()). 

L'auteur  retrouve  par  sa  méthode  de  réduction  la  formule  donnée  par 
Poisson  {Théorie  mathématique  de  la  chaleur),  puis  il  examine  le  cas 
extrême  où  la  conductibilité  superficielle  h  est  insensible,  les  températures 
extérieures  u^  étant  très  élevées,  tie  sorte  que  le  produit  ////^soil  une  fonclion 
arbitraire  finie. 

Floquet  {G.).  —  Sur  les  é(jualions  du  mouvcmcut  (l'uii  lil  <'u 
coordonnées  quelconques.  (97-100). 


(')  M o\y  Bulletin,  t.  X\V,,  p.  ifu,. 
HulL  des  Sciences  mathcm..  7"  série,  t.  \\V.  (Octobre  i(|fii.)  H.i'» 
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GiiicJiard.  —  Sur  certaines  équalions  linéaires  aux  dérivées  par- 
tielles de  second  ordre.  (ioo-io3). 

Si  une  cqualion  de  la  forme 

(0  -.^-M6 

^  '  duôv 

admet  p  solutions  6,,  On,  ...,  0,  telles  qu'on  ait 

%\-h  i\l  + . . .+  r-,^  f  {u)  +  '^  {V), 

l'auteur  l'appelle  équation  E  . 

Si  l'équation  (i)  est  li  ,  elle  admet  une  infinité  de  groupes  de  p   solutions 
6,,   ...,  6^  dépendant  d'une  constante  arbitraire  A  et  telles  qu'on  ait 

U  V 

(2)  6ï+6^  +  ...      -^ 


iH-  U/^         1  + V/i 


Appliquant  alors  à  l'équation  (i)  la  transformation  de  M.  Moutard  à  l'aide 
d'une  solution  X  de  cette  équation,  on  arrive  à  une  équation  qui  est  E,,^,,  E  ,^, 
ou  E,  suivant  que  'k  est  une  solution  générale,  ou  une  solution  linéaire 


composée  avec  les  solutions  d'un  groupe  (s)  ou  une  solution  isotrope,  cas 
particulier  de  la  solution  linéaire  pour 

2a?  =  o. 
Vient  ensuite  l'énumération  des  divers  cas  possibles  pour  p  =  5. 

LeA'i-Cii'tta.   -    Sur  l'instabilité  de  certaines  substitutions.  (io3- 
io6). 

L'auteur  considère  les  transformations  réelles  à  deux  variables 

dont  les  termes  non  écrits  sont  d'ordre  supérieur  au  second. 

Il  démontre  que  ces  substitutions  sont  en  général  instables,  c'est-à-dire  qu'on 
peut  par  des  itérations 

faire  sortir  le  point  {^„,  y„)  d'un  cercle  fixe  tracé  autour  de  l'origine  0, 
pourvu  qu'on  prenne  le  point  initial  {x,  y)  dans  un  secteur  convenable,  aussi 
près  de  O  que  l'on  veut. 

Levi-Civila.    —-   Sur  l'instabililé  de   certaines    soUitions    pério- 
diques. (170-T  j3). 
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Le  sysLcinc  canonique  à  deux  vaiiablcs  (17,,  q.,) 

dp:  __  dF_  ^  __  ^         /  •  _ 

où  F  est  indépendant  du  tennps,  est  supposé  admettre  une  solution   périodique 
de  période  T,  On  peut  supposer  qu'on  ait  pour  cette  solution 

Ih^Pi^  (1-1=  o, 

<7,  étant  censé  varier  toujours  dans  le  même  sens  et  augmenter  de  27:,  lorsque 

t  augmente  de  T. 

Cette    solution   périodique  possède  deux  exposants    caractéristiques   nuls  et 

deux  autres  a  et  — a.  On  dit  que  la  solution  est  stable  quand  a  est  une  iina- 

ginaiie  pure.  L'auteur  démontre,   au  contraire,   qu'elle   est   instable  quand  le 

a  ,  1  ,  2Tr 

rapport est  commensurable  avec  le  moyen  mouvement  -— • 

Kolb'os  (L.).  —  Sur  les  formes  bilinéaires  ternaires  d'Hermite. 

(.73-175). 

De  deux  formes  correspondantes  d'Hermite,  ternaires  et  positives,  l'une 
peut  toujours,  par  une  substitution  linéaire  à  coefficients  entiers  complexes  et 
de  déterminant  égal  à  rt  i  ou.  h  ±  i,  se  transformer  en  une  forme  réduite  équi- 
valente qui  rentre  dans  l'un  ou  l'autre  de  deux  types  caractérisés  par  des  iné- 
galités que  l'auteur  fait  connaître. 

Ebert  (f^.).  —  Sur  un  système  d'équations  différentielles  qui 
équivaut  au  problème  des  n  corps,  mais  admet  une  intégrale  de 
plus.  (201-253). 

Dans  les  équations  canoniques  du  problème  des  n  corps  où  l'intégrale  des 
forces  vives  est  représentée  par 

F  =  T  — U  =  a, 

l'auteur  introduit  à  la  place  du  temps  t  une  nouvelle  variable  t  définie  par  les 
relations  concordantes 

-y-  =  U-f-2a—  1+a. 
at 

Le  système  différentiel  garde  la  forme  canonique,  mais,  en  outre,  il  admet 
une  iiUégralc  de  j)lus 

(U-f-2a)   y   X  ~r-^  — T  =  const. 
'  Âmà     '  dx 

Deniouliii  {A.).  -  -  Sur  deux:  surfaces  qu'on  peut  associer  à  louU^ 
surface  de  Weiiigaileu.  (33o-333). 

L'une  de  ces  surfaces   correspond  à  ruiic  dc'^  nappes  de  l.t  dt'\  eloppi'i>  il'iine 
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surface  de  Weingarlen  avec  parallélisme  des  plans  tangents  et  elle  a  mérne 
représentation  sphérique  de  ses  lignes  de  courbure.  L'autre  surface  est  dans  les 
mêmes  relations  avec  la  seconde  nappe  de  la  développée. 

Par  la  considération  de  ces  surfaces,  la  recherche  des  surfaces  à  courbure 
totale  constante  est  ramenée  à  celle  d'autres  surfaces  définies  par  des  équations 
à  peine  différentes  de  celle  dont  dépend  la  déformation  du  paraboloïde  de  révo- 
lution. 

Tzilzéica.  —  Sur  les  équations  de  Laplace  à  solutions  quadra- 
tiques. (487-4^9)- 
L'auteur  étudie  le  cas  particulier  où  l'équation 

d""- z            dz        ,  dz 
—  a-^ <[-b 


dx  dy  dx  dy 

admet  n  solutions  ^,,  ^^^  •••1  -^«i  telles  que  la  somme  de  leurs  carrés  soit  aussi 
une  solution,  avec  cette  restriction  que  Vune  de  ces  solutions  dépend  d'une 
constante  arbitraire  (non  additive)  dont  les  autres  ne  dépendent  pas. 

Toutes  les  équations  de  la  classe  ainsi  définie  peuvent,  moyennant  un  chan- 
gement de  variables,  se  correspondre  par  des  relations  telles  que 

dz'  __  ^  àz  dz'  _      ôz 

dx  dx  dy        '   dy 

et  se  transformer  dans  l'équation 

,     d-z  dz        dz 

i{x  —y)  -. — r h  -7 7-  =0. 

dx  dy       dx       dy 

Painlevé.  —  Sur  les  singularités  des  fonctions  analytiques  et,  en 
particulier,  des  fonctions  définies  par  les  équations  difTéren- 
tielles.  (489-492). 

Après  avoir  montré,  par  l'exemple  de  la  fonction 

y  =  (logx)', 

qu'un  point  critique  isolé  peut  n'être  pas  un  point  cV indétermination  com- 
plète, comme  sont  les  points  essentiels  des  fonctions  uniformes,  l'auteur  énonce 
les  théorèmes  suivants  sur  les  équations  différentielles  algébriques  : 

1°  L'intégrale  d'une  équation  du  premier  ordre  ne  peut  présenter  de 
points  singuliers  transcendants  qui  soient  des  points  d'indétermination 
incomplète; 

1"  L'intégrale  d'une  équation  du  deuxième  ordre  ne  peut  admettre  comme 
points  essentiels  d'indétermination  incomplète  qu'un  nombre  fini  de  points 
dont  les  afiîxes  se  calculent  algébriquement  sur  l'équation; 

3°  L'intégrale  d'une  équation  du  troisième  ordre  peut  présenter  des  points 
essentiels  mobiles  d'indétermination  incomplète. 

D^ Ocagne.  —  Sur  la  résolution  nomographique  de  l'équation  du 
septième  degré.  (522-524). 
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Stekloff  {W.).  —  Le  problème  des  températures  stalionnaires. 

(608-610). 

Il  s'agit  de  trouver  une  fonction  v  des  coordonnées  rectangulaires  x,  y,  z^ 
continue  ainsi  que  ses  dérivées  des  deux  premiers  ordres  à  l'intérieur  d'une 
surface  fermée  (S),  telle,  en  outre,  que  l'on  ait  à  l'intérieur  de  (S) 

At'  +  cp  =  o, 
et  sur  la  surface  même 

-^  -j-  hv  =  0, 

on 

<£>  étant  une  fonction  donnée,  continue  et  admettant  des  dérivées  premières  à 
l'intérieur  de  (S),  h  une  constante  positive  et  n  la  direction  de  la  normale 
intérieure  à  (  S  ). 

L'auteur  communique  la  solution  complète  qu'il  a  obtenue  de  ce  pro- 
blème (pour  les  surfaces  satisfaisant  à  certaines  conditions)  en  s'aidant  de 
ses  recherches  antérieures  sur  le  problème  de  Neumann  et  la  méthode  de 
Robin. 

Floquet  (G.).  —  Sur  les  équations   intrinsèques  du  mouvement 
d'un  fîl  et  sur  le  calcul  de  sa  tension.  (666-668). 

Egorov  [D.-Th.).  —  Sur  les  systèmes  orthogonaux  admettant  un 
groupe  continu  de  transformations  de  Combescure.  (668-671). 

On  peut  ramener  les  équations  des  trajectoires  du  groupe  à  la  forme 

Pj — p  =  const.,        p2 — p  =  const., 

p,  p,,  P2  étant  les  paramètres  des  trois  familles  du  système;  l'élément  linéaire 
de  l'espace  prend  alors  la  forme  suivante 

,  ^       ôhi    ,  „       dw    ,  ..       (^w    ,  , 

ds'=  -— dp'-{- ~--dpi-\- ^- api. 
op  (^9i  àp^ 

Les  surfaces  qui  composent  les  trois  familles  du  système  jouissent  de  pro- 
priétés intéressantes  :  ainsi  leurs  lignes  de  courbure  s'obtiennent  par  quadra- 
tures. 

Ayant  obtenu  un  seul  système  de  valeurs  des  1^,;=  j^jt.  (notations  de  M.  Dar- 
boux),  il  ne  faut  qu'intégrer  une  équation  différentielle  linéaire  ordinaire  du 
troisième  ordre  pour  obtenir  une  série  infinie  de  valeurs  des  ^-^  et  tous  les  sys- 
tèmes orthogonaux  hornothctiques  correspondants. 

On  arrive  ainsi  à  définir  par  des  formules  simples  un  système  orthogonal 
général  admettant  un  groupe  continu  de  transformations  de  Combescure  et 
correspondant  à  des  valeurs  données  des  p-^.. 

LioiivUle  (/?.)•  —  Si'i'  ""6  méthode  de  Riemann  cl  sur  les  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  linéaires.  ((^97-699). 

L'auteur  modifie  la  méthode  employée  par  Hiemann  dans  son   Mémoire   Sur 
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la  propagation  d'ondes  aériennes.  Par  son  procédé,  une  équation  aux  dérivées 
partielles  linéaire  et  du  second  ordre,  rapportée  à  ses  caractéristiques  (supposée? 
réelles),  s'intègre  d'une  manière  complète,  si  l'on  sait  en  trouver  six  solutions 
particulières  qui  peuvent  être  tout  à  fait  quelconques. 

Castebiuovo  el  Enriques.   —  Sur  une  classe  de  surfaces  algé- 
briques. ('-39-74'^)' 

Enoncé  et  conséquences  d'un  théorème  général  sur  les  surfaces  algébriques  : 

Si  une  surface  algébrique  contient  un  système  linéaire  de  courbes  de 
genre  tt  >  o  5e  coupant  deux  à  deux  en  n  points  et  si  l'on  a 

71  >  2Tr  —  2, 

la  surface  est  rationnelle  ou  bien  elle  peut  être  ramenée  par  une  transfor- 
mation birationnelle  à  un  cylindre  de  genre  /?  >-  o. 

De  là  résulte  que,  si  une  surface  algébrique  contient  une  série  continue  de 
courbes  rationnelles,  elle  est  eile-mênie  rationnelle  ou  bien  elle  peut  être  ra- 
menée à  un  cylindre  de  genre  supérieur  à  zéro. 

Comme  autre  conséquence,  les  surfaces  admettant  une  série  de  transforma- 
tions birationnelles  en  elles-mêmes,  transformations  qui  n'engendrent  pas  un 
groupe  d'ordre  fini,  se  trouvent  déterminées  :  elles  sont  rationnelles  ou  peuvent 
être  ramenées  à  des  cylindres. 

Ce  beau  résultat  comble  la  seule  lacune  que  présentait  encore  la  théorie  des 
surfaces  admettant  une  série  continue  de  transformations  birationnelles  en 
elles-mêmes. 

Kantor  {S.).   —  Sur  les   surfaces   qui  possèdent  une  série  non 
linéaire  de  courbes  rationnelles.  (791-793). 

L'auteur  est  arrivé,  sans  connaître  les  résultats  de  la  Communication  précé- 
dente de  MM.  Castelnuovo  et  Enriques,  à  établir  que,  pour  ;•  >■  3,  il  est  impos 
sible  de  changer  birationnellement  toute  série  ce'"--  de  courbes  rationnelles  en 
une  série  go'"-^  ^le  droites.  11  communique  sa  démonstration. 

Bougaïev  (A^.)-  —  Sur  la  série  analogue  à  la  série  de  Lagrange. 

(793-794). 

Servant.    —    Sur   quelques   applications    de    la    Géométrie   non 
euclidienne.  (827-880). 

Une  transformation  due  à  INI.  Darboux  fait  correspondre  aux  surfaces  tracées 
sur  l'hypersphère 

X  J  — T—  X ."  —r-  X  '^  — H  X  J  ^^^  I , 

des  surfaces  de  l'espace  ordinaire,  f. 'auteur  indique  certaines  propriétés  des 
surfaces  ordinaires  qui  déiivcnt  ainsi  des  surfaces  à  courbure  moyenne  con- 
stante non  euclidiennes  (AE,  j)our  abréger). 

Il  montre,  en  paiticulicr,  (|uc  les  deux  surfaces  isotliermiques  ratt<ichécs  par 
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M.  Thybault  à  toute  déformée  du  paraboloïde  sont  les  transformées  de  deux 
surfaces  NE  parallèles,  à  courbure  moyenne  constante;  inversement,  tout  pareil 
couple  de  surfaces  NE  supposé  connu  fournit  par  quadratures  une  surface 
applicable  sur  un  paraboloïde  quelconque. 

Les  coordonnées  de  ces  deux  surfaces  NE  satisfont  à  l'équation  de  Laplacc 
relative  aux  lignes  de  courbure  de  deux  surfaces  ordinaires,  parallèles,  à  cour- 
bure moyenne  constante;  de  sorte  que  la  déformation  du  paraboloïde  dépend 
de  l'équation 

'. — —  =  sinw  coso) 
ou  (JV 

des  surfaces  à  courbure  totale  constante. 

Boreli^Em.).  —  Les  séries  absolument  sommables,  les  séries  (M) 
et  Je  prolongement  analytique.  (83o-832). 

L'auteur  commence  par  énoncer  la  nouvelle  définition  qu'il  a  adoptée  pour 
les  séries  absolument  sommables  (par  la  méthode  exponentielle). 

Il  a  démontré,  relativement  au  polygone  de  sommabilité,  que  la  série  n'est 
absolument  sommable  en  aucun  point  de  la  région  extérieure;  d'où  une 
méthode  pour  la  recherche  des  singularités  de  la  fonction  définie  par  une  série 
entière. 

Il  appelle  enfin  l'attention  sur  un  fait  qui  a  de  nombreuses  conséquences  : 
la  région  appelée  étoile  par  M.  Mitlag-Lefflcr  n'est  jamais  une  région  déter- 
minée de  convergence,  c'est-à-dire  qu'il  existe  des  séries  de  Taylor  telles  que 
tout  développement  (M)  associé  à  ces  séries  (développement  uniformément 
convergent  dans  toute  région  finie  intérieure  à  l'étoile)  converge  en  dehors  de 
l'étoile  correspondante. 

Lebesgue  (//.)•   —   Sur  la  définition  de  certaines  intégrales  de 
surface.  (86--870). 

La  longueur  d'une  courbe  reciifiable  est  la  plus  petite  limite  des  longueurs 
des  polygones  qui  tendent  uniformément  vers  la  courbe  (Schecffer). 

On  peut,  de  même,  dire  que  l'aire  d'une  surfuce  quarrable  est  la  plus  pclile 
limite  des  aires  des  surfaces  polyédralcs  qui  tendent  uniformément  vers  la  sur- 
face. Cette  définition  généralise  celle  que  l'auteur  a  donnée  {Comptes  rendus, 
t.  CXXIX)  de  l'aire  des  surfaces  rectifiables. 

Ces  définitions  posées,  M.  Lebesgue  passe  à  celle  des  intégrales  attachées  à 
une  courbe  tracée  sur  une  surface,  et  des  intégrales  de  surface. 

Stekloff  (^  W.).  —  Sur  les  fonctions  fondamentales  et  le  problème 
de  Dirichlel.  (870-8-3). 

L'auteur  a  établi  dans  un  IMémoirc  antérieur  ([ue  la  niélliode  de  Neuniann 
résout  le  problème  de  Dirichlet  pour  toute  surface  (S)  salisfais;int  à  ccrlaines 
conditions  générales,  si  la  fonction  donnée  _/',  à  huiuelle  doit  se  réduire 
sur  (S)  la  fonction  harmonique  cherchée,  satisfait  à  l'inégalité  de  ISL  Lia- 
pounofî. 

Il   serait   important  de  s'aiïranchir  de  cotte  restriction    et    do  démontrer   la 
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méthode  de  NeuiDanii  sous  la  seule  eondition  que  /  soit  continue  sur  (S). 
La  démonslralion  que  iM.  Steklofî  a  indiquée  à  eet  eiïet  au  eomrnenccmont 
de  1900  {Comptes  rendus,  t.  CXXX)  prêtant  à  quelques  objections,  il  se  pro- 
pose d'en  pul)Iier  une  autre,  entièrement  rigoureuse;  la  présente  Noie  contient 
l'énoncé  de  quatre  lernines  préliminaires  sur  lesquels  est  fondée  cette  nouvelle 
solution. 

Fouclié  {M-)'   —    Sur  les   sjslèmcs    orthogonaux   udmeltant  un 
groupe  continu  de  transformations  de  Conibescure.  (S-S-SyS). 

L'auteur,  cité  par  IM.  Egorov  dans  sa  Note  récente  sur  le  même  sujet  {voit' 
ci-dessus),  complète  sur  certains  points  ses  résultats  antérieurs. 

La  fonction  w  dont  les  dérivées  partielles  sont  les  coefficients  de  l'élément 
linéaire  de  l'espace,  égalée  à  une  constante,  fournit  l'équation  des  trajectoires 
orthogonales  des  lignes  qui  joignent  les  points  du  système  orthogonal  où  les 
plans  tangents  aux  trois  surfaces  conservent  la  même  direction. 

On  peut  former  une  suite  indéfinie  de  systèmes  orthogonaux  par  des  quadra- 
tures qui,  à  chaque  opération,  introduisent  trois  constantes  arbitraires.  Dans 
tous  ces  systèmes  (qui  arrivent  à  dépendre  d'autant  de  constantes  arbitraires 
que  l'on  veut)  chacune  des  coordonnées  s'exprime  par  un  polynôme  entier  en  p 
dont  les  coefficients  sont  des  fondions  de  p,  —  p  et  de  p2 —  p. 

Fredliolm  (7.).  —  Solution  d'un  problème  d'équilibre  élastique. 

(875-876). 

Dans  un  Mémoire  récent,  l'auteur  a  prouvé  qu'on  peut  ramener  le  problème 
général  de  l'équilibre  d'un  corps  élastique  quelconque  à  un  problème  particu- 
lier du  même  genre. 

Il  fait  l'application  de  cette  méthode  au  cas  où  le  corps  est  limité  par  un 
plan. 

Thybaut  (A.).  —  Sur  les  surfaces  isolhermiques.  (gS^-gSo). 

Résumé  d'un  Mémoire  dont  le  point  de  départ  est  ce  théorème  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  deux  nappes  de  l'enve- 
loppe d'une  sphère  variable,  dépendant  de  deux  paramètres,  se  corres- 
pondent avec  similitude  des  éléments  infiniment  petits,  est  que  les  deux 
points  de  contact  M  et  M'  de  chaque  sphère  avec  son  enveloppe  soient  con- 
jugués harmoniques  par  rapport  aux  points,  supposés  distincts,  de  la 
droite  MM'. 

Après  avoir  indiqué  que  cette  proposition  permet  de  retrouver  des  résultats 
dus  à  M.  Christolfel  et  à  M.  Darboux,  l'auteur  l'applique  au  cas  particulier  où 
le  plan  des  normales  aux  deux  nappes  en  M  et  M'  passe  toujours  par  un  point 
fixe,  cas  dont  il  fait  une  étude  approfondie. 


Lebesgue  {H.).  —  Sur  le  minimum  de  certaines  intégrales.  (qSo- 
93-)- 

Démonstration,  par   un   [)rocédé  analogue  à  celui  de  M.  Hilbert   {Nouvelles 
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Annales,  août  1900),  de  l'existence  de   la   surface  passant  par   un    contour   el 
dont  l'aire  est  minima. 

Lemoine.  —  La  Géométrographie  dans  l'espace.  (937-939). 

Conventions  proposées  pour  apprécier  la  simplicité  des  constructions  réali- 
sables au  moyen  de  droites,  de  circonférences,  de  plans  et  de  sphères.  Examen 
de  deux  constructions  du  plan  mené  par  un  point  perpendiculairement  à  une 
droite. 

Tejér  (L.).  —  Sur  les  fonctions   bornées   et   intégrables.   (984- 

987)- 

Démonstration  de  ce  théorème  : 

f{x)  étant  une  fonction  bornée  et  inlégrable  dans  V intervalle  de  o  à  2-z 
{extrémités  comprises),  la  série  de  Fourier  qui  correspond  à  f{x)  peut 
être  divergente,  mais  en  tous  les  points  x  pour  lesquels  f{x)  est  continue 
ou  pour  lesquels  f{x-\-  o),  f{x  —  o)  sont  finis,  mais  distincts,  la  moyenne 


des  sommes  des  n  premiers  termes  de  la  série  tend  vers  une  limite  qui  est 
égale  à 

l[f{x-^-o)-^f{x-o)]. 

La  même  analyse  prouve  aussi  que  toute  fonction  continue  d'une  variable  est 
développable  en  une  série  de  polynômes  (Weierstrass). 

Stekloff  (JV.).  —  Sur  la  méthode  de  la  moyenne  arithmétique  de 
Neumann.  (987-989). 

En  s'appuyant  sur  les  lemmes  énoncés  dans  sa  dernière  iNote  (i;oi/' ci-dessus  ) 
l'auteur  démontre  que  : 

La  série  de  Neumann  converge  absolument  et  uniformément  dans  tout 
domaine  (D)  intérieur  à  la  surface  donnée  (S),  quelle  que  soit  la  fonc- 
tion f,  limitée  sur  (  S  ). 

En  conséquence,  la  méthode  de  Neumann  fournit  la  solution  du  problème 
intérieur  de  Dirichlet,  quelle  que  soit  la  fonction  continue  f  'a  laquelle  doit  se 
réduire  sur  (S)  la  fonction  harmonique  cherchée. 

Il  en  est  de  même  du  problème  extérieur  de  Dirichlet. 

Dulietn   {P').  —  Sur  le   théorème  d'IIugoniot    et   sur  quchpies 
théorèmes  analogues,  (i  i  7  i-i  i73). 

I/autcur  se  propose  de  déterminer  la  vitesse  a  de  propaîjation  d'un  ébranle- 
ment, au  point  x,  y,  :;  et  au  temps  /,  dans  le  sens  de  la  normale  à  la  surface 
d'onde  (S).  Cette  surface  qui  partage  l'espace  on  tloiix   icgimis.  1  et  ?..  osl  dite 
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onde  cVordre  Ji  pour  une  foncLion  \]^{x,  y,  z,  t)  analytique  définie  dans 
l'espace  I,  se  propageant  dans  la  fonction  \]^_{x,y,  z,  t)  analytique  et  définie 
dans  les  espaces  i  et  2  si  la  fonction 

V  =  u,—  u, 

s'annule  sur  S  ainsi  que  toutes  les  dérivées  partielles  jusqu'à  l'ordre  n  —  i 
inclusivement. 

On  a,  pour  les  ondes  d'ordre  impair  2  n  H-i, 

pour  les  ondes  d'ordre  pair  2/i, 

«2(».+l)  ^         Y  ^   ^^ \ 

"+i  (^^^»+';  ' 

en  désignant  par  A^^^V  le  résultat  de  l'opération  A  appliquée  m  fois  à  la  fonc- 
tion V. 

Guicliard  {€.).   —    Sur  les  congriiences  dont  les   deux  réseaux 
focaux  sont  cycliques,  (i  i '---t  i  "jc)). 

La  recherche  de  ces  congruenccs  revient  à  celle  des  réseaux  dont  les  deux 
tangentes  décrivent  des  congruenccs  cycliques. 

Pour  trouver  de  pareils  réseaux,  l'auteur  cherche,  dans  l'espace  à  cinq 
dimensions,  les  congruenccs  G  dont  les  réseaux  focaux  sont  orthogonaux.  On 
déterminera  les  cinq  cosinus  \-  d'une  droite  G  en  formant  toutes  les  équations 
du  tvpe 

Ou  ÔV 

qui  admettent  cinq  solutions  satisfaisant  aux  conditions 

On  peut  revenir  de  l'espace  à  cinq  dimensions  à  l'espace  ordinaire  par  la 
considération  des  systèmes  de  cercles  et  de  sphères. 

Kœnigs  (G.).  —  Compas  homographiqiie,  réalisant  par  articula- 
tions l'iiomographie  plane  générale.  (11^9-1182). 

Stekloff  [W.).  —  Sur  la  méthode  de  la  moyenne  arithmétique  de 
Neumann.  (1  182-1  i85  ). 

Comme  suite  à  ses  recherches  précédentes  {voir  ci-dessus)  l'auteur  aborde 
les  deux  questions  (lue  voici  : 

La  série  de  Neumann  est-elle  convergente  non  seulenienl  à  l'intérieur  de  la 
surface  (S)  sur  laquelle  la  fonction  harmonique  doit  se  réduire  à  une  fonction/ 
continue,  mais  aussi  sur  la  sur/ace  (S)  elle-même? 
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Est-il  possible  de  présenter  cette  série  et,  par  conséquent,  la  solution  du 
problème  de  Dirichlet  sous  la  forme  d'un  potentiel  de  double  couche? 

M.  Steklolï  établit  qu'il  faut  répondre  à  ces  deux  questions  par  raffirnialive. 

Liapounoff.  —  Stir  une  série  relative  à  la  théorie  d'une  équation 
différentielle  linéaire  du  second  ordre.  (ii85-ii88). 

L'auteur  revient  sur  l'équation 

£^-^^(^)->^==°' 

considérée  dans  ses  Notes  antérieures  {Comptes  rendus,  1896  et  1899)  pour 
compléter  ses  premiers  résultats  relativement  au  cas  où  x  est  réel  et  /?  (  jc)  une 
fonction  continue,  périodique. 

Les  solutions  sont  toutes  des  fonctions  limitées  si  A--<i;  toutes  (  sauf  >'  =  o) 
sont  des  fonctions  illimitées  si  A->  i;  l'auteur  indique  le  moyen  de  reconnaître 
à  laquelle  de  ces  deux  inégalités  satisfait  A,  constante  caractéristique  de 
l'équation  proposée,  quand  son  carré  n'est  pas  égal  à  1,  ce  qui  est  le  cas 
général. 

Kraiise  {M.),  —  Sur  les  fonctions  thêta  à  trois  vai-iables.  (i  188- 
1190). 

Les  théorèmes  établis  par  l'auteur  prouvent  la  possibilité  de  former  des  sys- 
tèmes orthogonaux  de  Gj  cocflicients  dont  les  éléments  sont  des  proiluits  de 
fondions  tlièta  et  donnent  tous  les  systèmes  possibles. 

Jouguet.   —  Le   théorème  du  tourbillon  en  Thermodynamique. 
(i  190-1  191). 

L'auteur  énonce  un  certain  nombre  de  cas  auxquels  il  a  pu  étendre  le  théo- 
rème fondamental  de  la  théorie  des  tourbillons,  pour  les  fluides  sans  viscosité. 
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Tome  XXXII,  iSqG-iS»);. 

HerLini    {/uig.).     —    [M|()/].     F^es    laiii^enlcs    niulliplc^    (\c    la 
cajleyennc  d'une  quarli(jue  plane  générale.  ^.>:>.-.'v^\ 

Etant  donnée   une  quarti(|U(^   plane    générale,   il    c\i-^t<'  \ingl    c\    une  droil(>s 
■-nr   chacune   desquelles   il    y   ii    une    in\(duli<«ii    de   groupe-,   ,ip<dairc>   de    îroi> 
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points.  Ce  sont  cellos  qui  fonl  partie  de  cubiques   polaires,  et  elles    sont  laii- 
gcntos  quadruplt^s  de  la  caylcyenne. 

Bu/Yfli-F'orU  (Crs.).  —  [H]-  Les  classes  finies.  (34-02). 

L'auteur  adopte  la  dérmilion  de  classe  finie,  donnée  par  Dedekind  (  Was 
sind  luid  was  sollen  die  Zalilen?)  et  au  moyen  seulement  des  notions  de 
classe  et  de  correspondance  il  démontre  le  principe  d'induction  complète,  et 
établit  la  notion  de  nombre  entier  indépendamment  de  tout  concept  de  gran- 
deur et  d'ordre.  L'exposition  est  faite  en  symboles  de  logique. 

Campetti  (^Ad.).  —  [T7c].  Sur  le  niouvemenl  d'un  diélectrique 
dans  un  champ  magnétique.  (02-60). 

1\L  W.  Duane  (  Wiedemann's  Annalen,  1896)  a  observé  qu'un  cylindre  iso- 
lant suspendu  et  oscillant  entre  les  pôles  d'un  électto-aimant  subit  un  affai- 
blissement des  oscillations  lorsque  l'axe  du  cylindre,  qui  est  aussi  l'axe  de 
rotation,  est  normal  aux  lignes  de  force,  et  qu'il  ne  subit  pas  d'affaiblissement 
sensible  lorsque  l'axe  est  parallèle  à  ces  lignes.  M.  Campetti,  en  vue  d'étu- 
dier ce  phénomène,  le  rapproche  des  recherches  de  J.-J.  Thomson  sur  la  force 
électromotrice  produite  par  les  corps  en  mouvement,  et  calcule  les  compo- 
santes de  la  force  électromotrice  dans  le  corps  oscillant  quand  celui-ci  est  une 
sphère,  puis,  dans  le  cas  mentionné  du  cylindre,  en  expliquant  le  phénomène 
de  l'affaiblissement  des  oscillations. 

Guidl  [Cam.).   —  [T26].  Sur   le  calcul  des   poutres   à  pleines 
parois.  (i37-i44)- 

Ravenè  [Gustave).  —  [U].  Sur  les  perturbations  produites  par 
les  petites  planètes.  (i44-'55). 

Biirali-Forti  {Ces.).  —  [II,  réf.  15].  Sur  un  théorème  de  M.  G. 
Cantor.  (229-23^). 

On  ne  sait  pas  faire,  pour  les  propriétés  des  nombres  infinis,  une  réduction 
semblable  à  celle  effectuée  pour  les  nombres  finis  dans  la  Note  précédente 
(voir  ci-dessus),  c'est-à-dire  la  réduction  aux  propriétés  concernant  exclusive- 
ment les  classes  et  les  représentations. 

Fellini  [Diego).  —  [K20<?aJ.  Le  problème  de  Pothenot.   (320- 
328). 

Pieri  [Marias).   —  [Via].  Sur  les   éléments  de   la  Géométrie 
projective  abstraite.  (343-35  i). 

En  apportant  un  perfectionnement  remarquable  aux  résultats  obtenus  dans 
ses  travaux  précédents  sur  les  fondements  de  la  Géométrie  projective,  l'auteur 
montre  que  l'on  peut  éliminer  la  notion  de  segment  projectif,  et  tout  fonder 
sur  les  deux  seules  notions  de  point  projectif  eX,  de  droite  projective. 
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Beiiazzl  [Rod.).  —  [^1]-   ^''^^  ^^i  définilion  du  groupe  fini.  (35.4- 

355). 

En  appliquant  un  théorème  de  M.  Burali-Forli,  l'auLour  montre  que  la  défi- 
nition de  groupe  fini  donnée  par  lui-même  {voir  ces  Atti,  iSgS-pG)  et  fondée 
sur  la  notion  cVordre,  coïncide  avec  la  définition  déjà  donnée  par  Dedekind. 

Ramorino  (Aiig.).  —  [03*^,  e].  Sur  certaines  propiiélés  des 
courbes    de   l'espace   en   relation   à   leur    courbure   et    torsion. 

(471-483). 

Observations  sur  l'expression  du  volume  du  tétraèdre  ayant  pour  sommets 
quatre  points  infiniment  voisins  d'une  courbe  gauche. 

Lampe  {E .).  —  [^2,  réf.  D6<:/].  Sur  quelques  erreurs  dans  les 
Niiove  tavole  délie  funzioni  iperboliche,  de  M.  A.  Forli 
(Roma,  1892).  (53o-533). 

Peano  (Jos.).  —  [^1]-  Études  de  logique  mathématique.  (565- 
583). 

Aimonetti  (Ces.).  —  [U].  Détermination  relative  de  la  gravité 
terrestre  à  Turin,  faite  en  1896  au  moyen  de  l'appareil  pendu- 
laire de  Sterneck.  (7i5-'j40- 

Vailati  (Jean).  —  [R26].  Sur  la  notion  de  centre  de  gravité 
dans  la  Statique  d'Archimède.  (y4'^-758). 

Segre  (Corj\).  —  [M2I6].  Sur  mon  Mémoire  :  Sur  la  décom- 
position  des  points    singuliers    des  surfaces    algébriques. 

(78-789). 

Réponse  aux  observations  de  ÎM.  De!  Pczzo  {Atti  deli  Accad.  Pontanianay 
Vol.  XXVIl). 

Niccoletti  (Honorée).  —  [H9].  Sur  la  transformation  des  é(|ua- 
tions  lirïéaires  homogènes  du  second  ordre  aux  dérivées  par- 
tielles   à    deux    variables    indépendantes.    (-90-816).   Note   II. 

(970-996)- 

Ce  travail  est  un  complément  du  Mémoire  publié  par  l'auteur  dans  les  Annali 
delta  li.  Scuold  Normale  supcriore  di  Pisa,  Vol.  Mil.  Le  problème  traite  par 
l'auteur,  <|ui  est  celui  des  Irausformalions  intégra  iUlfereiitieUes,  consiste  dans 
ce  (|ui  su  il  : 

lîtaiit 

\{z)     :  ar    !    -2  fjs  -t-  et  -i-  i  dp  H-  2  ('f/    t  /z  --  o 


'23(.  si':coNDi<:  PAinii:. 

l'e(/i/atio/i  donnée,  trouver  toutes  les  fonetions  w 


(0 


ôy^ 


A,==       {\\dx+qicly) 


]' 


satisfaisant  à  une  équation  analogue 

P  f  (0  )   —  A  -T— ,   +  -i  B  -r , h  C   -^- 

ox-  ôx  ay  oy 


L)  -r 1-  2  L  -T h-  I^  w  =  o, 

ôx  oy 


Vj,  Q^  étant  des  fonctions  linéaires  homogènes  de  z  et  de  ses  dérivées. 

La  Iransformation  csL  indiquée  par  [m,  /»]  lorsque  o'^i -\- k  ^  m.  et  p  est  le 
nombre  minimum  d'inlégraies  A^  (iguraiiLdans  (i).  La  transformation  esl  géné- 
rale lorsque  les  deux  dérivées  de  w,  conibinées  avec  A.(^)  =  o  et  ses  dérivées, 
permettent  d'exprimer  les  dérivées  de  z  de  l'ordre  le  plus  élevé  en  fonction  de 
celles  d'oidre  inférieur  de  w  et  des  A^.  Si  cela  n'a  pas  lieu,  la  transformation 
est  singulière.  Une  transformation  générale  [m,  p]  est  déterminée  par  2;/i  -h p 
solutions  particulières  de  l'équation  A(^)  =  o  et  p  solutions  u-  de  l'équation 
adjointe 


*(«) 


(P  (au) 
âx- 


d'jbu) 
ôx  dy 


d-{  eu) 


()  (  du  ) 
ôx 


à (eu)         . 
ôy         -^ 


Les  substitutions  singulières  sont  de  deux  classes  : 


1°  Celles  appartenant  seulement  aux  équations  du  type  hyperbolique  ou 
parabolique  {b- —  ac  ^^  o); 

2°  Celles  pour  lesquelles  on  a  /«  =  o,  Sw^w-^^  o. 

L'auteur  étudie  séparément  toutes  ces  transf«»rmations,  et  trouve  que  la  con- 
dition nécessaire  et  suffisante  pour  que,  dans  chacun  de  ces  cas,  l'expression  o> 
correspondante  satisfasse  à  une  équation  analogue  à  l'équation  donnée,  est  que 
celte  expression  s'annule  pour  un  certain  nombre  de  solutions  particulières 
de  A(s)  — 0.  Ce  nombre  multij)lié  par/?  est  celui  des  constantes  arbitraires 
renfermées  dans  oj. 


Volter/a  (  V .).  —  [G2A'J.  Un  lliéorèmc   sur  les  intégrales  nuil- 
Liples.  (859-868;). 


L'ta/it 


J  = 


r      • dy  dz 


+  P> 


dz  dx 


y  —  —  -^  -T-  {^3 


cl,  A  -^  a  -f-  V  =  o,  si  les  intégrations  sont  étendues  sur  des  portions  des  plans 
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coordonnes^  limités  par  les  projections  d'une  courbe  quelconque  tracée  sur 
la  surface  algébrique 

la  quantité  i  ne  change  pas  en  déformant  et  en  déplaçant  la  courbe  sur  la 
surface. 

Ce  ihcorcrnc  est  une  extension  de  celui  de  l'addition  des  fonctions   liigono- 
métriques,  qui  peut  recevoir  la  forme  suivante  : 


La  quantité 

—    r  '       <:/^  r-'      dy 

J      sji  —  x-     J      sji—y- 

ne  cliange  pas  si  les  limites  x,  y  des  intégrales  satisfont  à  l'équation 

■^  v'^  — y''~^  y  '^ ^  —  X-  =  consl. 
En  générai,  pour 

J'=  /   /  ?i(r?  ^)  dy  dz+  I  I  'o._{z,  X)  dzdx-\-  l    l  '^-^ix,  y)  dx  dy, 

les  surfaces  y=  const.,  telles  (|uc  J'  soit  constant  lorsque  a,,  a.,,  a,  sont  les 
projections  d'une  même  portion  de/,  sont  données  par  les  intégrales  de  l'écjua- 
lion  aux  dérivées  partielles 


n 


<V  àf  ôf 

ôx  ày        '    az 


Suit  une  remarque  communiquée  à  l'auteur  par  M.  Picard,  qui  contient  des 
considérations  analogues.  Enfin  l'auteur  montre  le  rapport  que  le  résultat  pré- 
cédent a  avec  la  théorie,  développée  par  lui-même  ailleurs  (voir  Bendiconti 
del  Lincei),  des  fonctions  de  lignes. 

Vailati  i^Jean).   --  [RG(r?a].   Le   principe    des   liavaux    viiiiiels 
depuis  ArisLoLe  jusqu'à  Héron  Alexandrin.  (9/10-962). 

Alniansl  {limile).    —   [T2a8,  réf.  T4rt  |.    Sur   la    déformalion 
d'une  splîèi'e  élaslique  soumise  à  la  chaleur.  (^963-969). 

I^Uuil  u.  V,  (V  les  composantes  du  déplacement  du  |>(»inl  x,  y,  z,  Taulcur  [)nsc 

UZ 
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et  après  avoir  déterminé  la  foiiclion  (^,  de  manière  à  simplifier  les  équations 
aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  que  l'on  a  pour  E,  t],  î;,  et  celles  du 
premier  ordre  que  l'on  a  pour  ces  mêmes  fonctions  à  la  surface  de  la  sphère, 
il  observe  que  ces  équations  coïncident  avec  celles  que  l'on  aurait  dans  le  cas 
de  la  déformation  d'une  sphère  élastique  soumise  à  des  tensions  à  la  surface;  ce 
qui  lui  permet  d'appliquer  une  méthode  d'intégration  déjà  appli(iuée  par  lui 
dans  son  Mémoire  :  Siilla  deformazione  cli  ttna  s  fera  elastica  {Mem.  délia 
B.  Accad.  délie  Scienze  di  Tovino,  2«  série,  t.  XLVII).  Par  cette  méthode,  il 
trouve  les  expressions  de  ^,  t\^  Ç  au  moyen  d'intégrales  définies. 

Niccoletti  [Hojioré).  —  [H9].  Sur  la  transformation  des  équa- 
tions linéaires  homogènes  du  second  ordre  aux  dérivées  par- 
tielles à  deux  variables  indépendantes.  Note  II.  (970-996). 
Note  1.(790). 

Relations  enti-e  les  transformations  intégro-différentielles  avec  les  transfor- 
mations intégrales  et  les  transformations  différentielles  (  Annali  délia  R.  Scuola 
Normale  superiore  di  Pisa,  t.  VIII  ).  En  appelant  paire  ou  impaire  une  trans- 
formation intégro-différentielle  suivant  que  le  nombre  p  des  intégrales  A^  qui 
y  figurent  est  pair  ou  impair,  l'auteur  ti^ouve  que  toute  transformation  paire 
peut  s'obtenir  en  composant  une  transformation  différentielle  avec  l'inverse 
d'une  transformation  différentielle;  une  transformation  impaire  en  composant 
une  transformation  intégrale  avec  l'inverse  d'une  transformation  différen- 
tielle. 

De  ce  théorème,  on  déduit  plusieurs  conséquences,  par  exemple  la  relation 
qui  a  lieu  entre  les  équations  adjointes  de  deux  équations 

A(  ^)  =  o,         P  (w  )  =  o, 

liées  entre  elles  par  une  transformation  intégro-différentielle,  et  la  détermina- 
tion des  transformations  inverses,  et  des  solutions  particulières  (de  l'équation 
donnée  et  de  son  adjointe)  dont  elles  dépendent.  L'équation  A (5)  =  o,  et  toutes 
les  transformées  intégro-difféi'entielles  données  par  un  même  groupe  de  solu- 
tions particulières  de  A(^)  =  o  et  de  son  adjointe,  sont  entre  elles  en  relation 
involutive,  c'est-à-dire  que  de  l'une  quelconque  d'entre  elles  on  peut  obtenir 
toutes  les  autres  par  une  transformation  intégro-diflerentielle  correspondant 
au  groupe  des  solutions  particulières  de  la  même  équation  et  de  son  adjointe, 
données  par  la  méthode  de  Liouville,  en  disposant  convenablement  des  con- 
stantes arbitraires. 

Relativement  à  la  composition  et  à  la  permulabilitc  de  ces  transformations 
on  a  le  théorème  suivant  : 

Deux  transformations  intégro-différentielles  quelconques  sont  toujours 
permutables  ;  la  transformation  composée  est  encore  une  transformation 
intégro-différentielle  déterminée  par  le  groupe  de  solutions  particulières 
de  l'équation  donnée  et  de  son  adjointe,  qui  déterminent  les  deux  compo- 
santes. 

Un  cas  particulier  remarquable  de  ce  théorème  est  que,  si  une  équation 
admet  une  transformation  inlinilésiinale,  toute  équation  (ju'on  en  déduit  par 
une  transformation   inlégro-diMercntieile   admet  aussi  une   transformation  infi- 
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nilésimale.  Enfin  l'auleur  cherche  les  relations  qui  ont  lieu  entre  deux  trans- 
fornnées  quelconques  d'une  équation,  et  trouve  que  celles-ci  sont  liées  par  une 
transformation  intégro-difTérentielle  correspondant  au  groupe  de  solutions  de 
l'équation  donnée  et  de  son  adjointe,  qui  ne  sont  pas  connnnunes  aux  deux 
transformations;  et  il  en  déduit  que  l'ensemble  de  toutes  les  transformées  de 
la  fonction  z  coïncide  avec  celui  de  l'une  quelconque  de  ses  transformées. 

Garbasso  (Ant.).  —  [T7c].  Sur  un  système  dicyclique  imparfait 
représentant  un  couple  de  circuits  doués  d'induction  et  de 
capacité.  (1008-1021). 

Rizzo  (J.-B.).  —  [U].  Valeurs  absolues  et  variations  séculaires 
des  éléments  du  magnétisme  terrestre  à  Turin.  (i022-io33). 

Balbi  (  Vict.).  —  [U].  Ephémérides  du  Soleil  et  de  la  Lune  pour 
l'horizon  de  Turin  et  pour  1898.  (io34-io5o). 


Tome  XXXIII;  1897-98. 

Peano  (G.).   —  [H la].  Généralités  sur  les   équations  différen- 
tielles ordinaires.  (9-18). 

Existence  des  intégrales  et  leur  expression  en  série  obtenue  par  l'application 
des  substitutions  des  nombres  complexes  d'ordre  n. 

Segre  (Corr.).  —  [Mol  6].  Sur  un  problème  relatif  aux  inter- 
sections de  courbes  et  de  surfaces.  (ig-aS). 

Autre  réponse  à  M.  Del  Pezzo  {Atti  délia  Accad.  Pontaninria,  t.  XXVII). 

Bertini  (^Eug.).  —  [M,  le].  Dans  quels  cas  deux  courbes  planes 
de  même  ordre  ont  les  mêmes  premières  polaires?  (23-29). 

Les  cas  sont  les  suivants  : 

1°  Les  Qc^  courbes  (d'ordre  n)  ayant  sur  chaque  côté  d'un  triangle  donné 
n  points  d'hyperosculation  (points  simples  dont  la  tangente  y  a  un  contact 
d'ordre  n  —  i)  dont  les  tangentes  concourent  au  sommet  opposé; 

a"  Les  00'  courbes  ayant  les  mêmes  points  d'hyperosculation  en  ligne  droite 
et  les  tangentes  relatives  concourant  en  un  point; 

3»  Les  00-  courbes  ayant  un  même  point  {n  —  i)"?'"  avec  une  même  tangente 
unique,  et  ayant  chacune  un  point  d'hyperosculation,  les  points  d'hyperoscu- 
lation étant  sur  une  ligne  droite  passant  par  le  point  {n — i)"i'''',  et  les  tan- 
gentes en  ces  points  concourant  en  un  point  de  la  tangente  au  m«''me  point 
(/l  —  i)"?'»; 

4°  Les  00'  courbes  (formant  un  faisceau)  ayant  un  même  point  {n — i)»pi* 
lîull.  (/('S  Sciences  nia/hcm.,  •.>■■  série,  t.  \\V.  (Octobre  h)i">i.)  H.it) 
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avec  niL^me  tangente,  et  dont  les  n-  intersections  coinimmes  se  réunissent  en  ce 
point; 

5°  Les  oc-  courbes  constituées  par  une  droite  (n —  2  )"p''  et  par  les  coniques 
touchant  cette  droite  en  un  point  donné  et  osculant  en  ce  point  l'une  d'entre 
elles. 

Oçazza  (Elie).  —  [T26].  Sur  le  calcul  des  charpentes  réticu- 
laires  non  planes.  (3o-38). 

Baggi  (  Vict.).  —  [U].  Sur  la  forme  la  plus  convenable  à  donner 
aux  supports  des  lunettes  dans  les  théodolites  et  les  niveaux. 
(39-48). 

Levi  [Beppo).  —  [M,  le].  Résolution  des  singularités  ponctuelles 
des  surfaces  algébriques.  (66-86). 

On  peut,  par  des  transformations  birationnelles,  résoudre  toutes  les  singula- 
rités ponctuelles  d'uue  surface,  en  réduisant  celle-ci  à  une  surface  n'ayant 
qu'une  ligne  double  biplanaire  avec  un  nombre  fini  de  points  cuspidaux,  ordi- 
naires pour  la  ligne  et  pour  la  surface,  et  un  nombre  fini  de  points  triples 
ordinaires  pour  la  ligne  et  triplanaires  pour  la  surface. 

Pizzetti  [Paul).  —  [U].  La  réfraction  astronomique  calculée 
suivant  Fhjpothèse  de  Mendeleef  sur  la  distribution  verticale 
de  la  température  dans  Tair.  (213-226). 

Delitala  (Jos.).  —  [R^Oea].  Contribution  à  l'étude  du  problème 
de  Polhenot.  (3i  i-32o). 

Betlazzi  [Rod.).  —  [D2a].  Sur  les  séries  (successions)  à  termes 
positifs  dont  les  parties  représentent  un  continu.  (355-3^4)- 


La  succession 


I  I 

—  1      •  •  •?      —  » 
4  2" 


en  prenant  toutes  les  sommes  et  toutes  les  séries  possibles  formées  avec  ses 
éléments,  donne  tous  les  nombres  de  l'intervelle  ô7.  L'auteur  cherche  quelles 
sont  les  successions  ayant  une  propriété  analogue.  La  condition  nécessaire  et 
suffisante  pour  cette  représentation  d'un  continu  est  que  la  limite  inférieure 
des  éléments  soit  le  zéro,  et  que,  pour  tout  élément  u  .  la  somme  de  ceux  <  n 
soit  ^  M  . 

Volterra  (F.).  —  [^^^]-  S"*^  "^^^  classe  d'équations  dynamiques. 

(451-575). 

Il  y  a  une  infinité  de  cas  où  les  équations  du  mouvement  d'un  système  aban- 


Rl^VUli:   D1<S  PUBLICATIONS.  235 

donné  à  sa  propre  inertie  peuvent  se  séparer  en  deux  groupes,  dont  l'un  con- 
tient seulement  les  paramètres  caractéristiques  du  mouvement.  Le  cas  le  plus 
simple  est  celui  des  systèmes  rigides  libres;  le  même  a  lieu  pour  le  mouvement 
d'un  corps  rigide  plongé  dans  un  fluide  indéfini,  et  aussi  dans  un  autre  cas 
étudié  par  l'auteur  dans  les  Rendicondi  dei  Lincei,  1896  {Sulla  rotazione  di 
un  corpo  in  cui  esistono  sistemi  ciclici),  et  dans  les  Annali  di  Matemaiica, 
t.  XXIV  (  Sulla  rotazione  di  un  corpo  in  cui  esistono  sistemi  policiclici).  Ici 
l'auteur  se  propose  d'étudier  tous  les  cas  où  l'on  a  une  semblable  séparation 
des  paramètres  dans  les  équations  difi'érentielles  du  mouvement,  et  qu'il  dé- 
signe par  la  dénomination  de  mouvements  spontanés  à  caractéristiques  indé- 
pendantes. Il  fait  l'étude  des  intégrales  du  premier  et  du  second  degré,  et  la 
réduction  correspondante  des  équations. 

Fano  [Gino).  —  [P^^]-  Les  groupes  continus  primitifs  de  trans- 
formations crémoniennes  de  l'espace.  (48o-5o4)- 

Un  tel  groupe  peut  se  réduire  à  un  groupe  projectif  ou  à  un  groupe  con- 
forme; plus  précisément  à  l'un  de  certains  neuf  groupes  que  l'auteur  assigne 
particulièrement.  Ces  résultats,  déjà  obtenus  par  l'auteur  en  conunun  avec 
M.  Enriquez  [Annali  di  Matematica,  1*  série,  t.  XXV)  en  se  fondant  sur  la 
classification  donnée  par  Lie  des  groupes  continus  primitifs  de  transformations 
ponctuelles  de  l'espace,  sont  retrouvés  ici  par  une  voie  plus  directe  et  en  fai- 
sant usage  seulement  du  théorème  suivant  de  Lie  : 

Un  groupe  continu  de  transformations  ponctuelles  d'un  espace  quel- 
conque, qui  autour  d^un  point  général,  imposé  comme  point  uni.  subor- 
donne le  groupe  projectif  maximum,  peut  être  réduit  par  une  ultérieure 
transformation  ponctuelle  à  un  groupe  projectif. 

Peano  (Jos.).   —    [B12c].   Analyse  de   la  théorie  des  vecteurs. 

(5i3-534). 

Examen  des  idées  et  des  propositions  primitives  de  cette  théorie. 

Jadanza  (^Nicodème).  —  [U]-  'Jn  nouveau  focomètre.  (335-53c)  ). 

Volterra  [Vito).  —  [R^]-  Sur  l'intégration  d'une  classe  d'équa- 
tions dynamiques.  (542-558). 

Note  faisant  suite  à  la  précédente  {voir  ci-dessus).  D'abord  l'auteur  se  borne 
aux  mouvements  (spontanés  à  caractéristiques  indépendantes)  du  second  ordre, 
c'est-à-dire  à  ceux  qui  dépendent  de  deux  caractéristiques.  Ces  caractéristiques 
s'obtiennent,  dans  ce  cas,  exprimées  par  des  exponentielles..  Suit  le  cas  des 
mouvements  d'ordre  v,  avec  v  —  2  intégrales  linéaires,  dont  les  caracléristiques 
s'expriment  par  des  fonctions  exponentielles  et  trigonométriqucs  ;  et  celui  des 
mouvements  d'ordre  v  avec  v  —  3  intégrales  linéaires  et  une  intégrale  quadra- 
ti(jue,  où  les  caractéristiques  sont  des  fonctions  clli[)ti(iucs  du  temps. 

ï'aiiaii  (Jean).   —  [V6].    Les   spéculations   de  Jean   luMioilclh. 
Sur  le  moiivcmcuL  des  cor[)s  pesants.  (  5.)c)-.)8.)). 
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Berzolari  (Louis).    —   Sur  Ja  courbure  des  variétés  tracées  sur 
une  variété  quelconque.  (692-700).  INote  11.  (7>')9-778). 

Baggi  i^Vict.).  —  Examen  de  la  compensation  entre  la  tranchée 
et  le  remblai  dans  les  projets  routiers.  (701-728). 

Chini[Mineo).  —  [H^]-  Sur  l'équation  difTérentielle  de  deuxième 
ordre  linéaire  homogène.  (737-7.45). 

Toute  forme  de  degré  m,  à  coefficients  constants,  de  deux  solutions  de  l'équa- 
tion 

•^         mer  -^ 

or,  b  étant  des  fonctions  quelconques   de  la   variable    indépendante,  et  m   un 
nombre  entier  et  positif,  satisfait  à  une  équation 

^m+i  étant  un  polynôme  différentiel  linéaire  homogène  d'ordre  m  +1,  égal  ou 
contraire  à  son  adjoint  (suivant  que  m  est  impair  ou  pair). 
L'intégration  de 

a'    ,      ,  k 


dépend  de  celle  de 


ay  H — —  y  +  oy  =  o. 


Niccoletti  [Honoré).  —  [H1  a].  Sur  les  conditions  initiales  qui 
déterminent  les  intégrales  des  équations  différentielles  ordi- 
naires. (746-7D9). 

Les  valeurs  réelles  a,  b,  ...,  /  et  la  variable  réelle  x  étant  dans  un  champ 
suffisamment  petit,  et  la  fonction  cp  étant  finie  et  continue  par  rapport  à  ses 
arguments  et  satisfaisant  aux  conditions  de  Lipschitz,  on  peut  trouver  une 
intégrale  de  l'équation 

j(»)=  ■o{x,  y,  y\  ...,  y^"-')), 

satisfaisant  aux  conditions  de  prendre  avec  ses  a  —  i  premières  dérivées  des 
valeurs  arbitrairement  données  pour  ^  =  a;  avec  ses  p  —  1  premières  dérivées 
des  valeurs  arbitrairement  données  pour  x^=b\  ...;  avec  ses  \  —  1  premières 
dérivées  des  valeurs  arbitrairement  données  pour  x  =  l,  étant 

an-  |i  +..  .H-  )i  =  /j. 
Après  avoir  démontré  que  la  formule 


y  = 


(n-i) 


!/^")ll^Uo(aH.-a).r^"~^-^''"'-^^"^H' 
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étant 

f{x)  =  (x-a)-...(/i-OS 

est  une  intégrale  de  l'équation 

l'auteur  démontre  le  théorèn:îe  précédent  par  une  méthode  d'approximations 
successives,  et  en  indique  l'extension  aux  systèmes  d'équations  simultanées,  et 
enfin  à  une  classe  d'équations  aux  dérivées  partielles. 

Jadanza  [Nicodème).  —  [U].  La  lunette  terrestre  raccourcie. 

(8o3-8o8). 

Cazzaniga  [l^itus).  —  [l^^^]-  Fonctions  lioloniorphes  dans  le 
champ  elliptique.  (808-823). 

Balbi  [V.).  —  [U]-  Ephémérides  du  Soleil  et  de  la  Lune  pour 
l'horizon  de  Turin  et  pour  1899.  (882-848). 

Jadanza  (^Nicodème).  —  [J2<?].  Quelques  observations  sur  le 
calcul  de  Terreur  moyenne  d'un  angle  dans  la  méthode  des 
combinaisons  binaires.  (883-9o3). 

Levi-Cwita  (Tulliiis).  —  [H  10e].  Sur  l'intégration  de  l'équa- 
lion  A2A2?^  =  o.  (932-906). 

Cette  intégration  dans  une  aire  plane  simplement  connexe,  pour  des  valeurs 
de  u  et  de  sa  dérivée  par  rapport  à  la  normale  données  au  contour,  peut  être 
réduite  : 

1°  A  la  représentation  conforme  de  l'aire  donnée  par  un  cercle; 
■2°  A    la    résolution    d'un    certain    système    d'un    nombre    inlini    d'équations 
linéaires  avec  un  nombre  infini  d'inconnues. 

Pour  la  résolution  de  ce  système  l'auteur  donne  une  méthode  d'approxima- 
tions successives. 

Nlccoletti  (^Honoré).  —  [119].  Sur  la  théorie  delà  transformation 
des  équations  aux  dérivées  partielles  à  deux  variables  indépen- 
dantes. (956-968). 

La  théorie  des  transformations  intcgro-dijfcrciiticllcs  {voir  Niccolftti,  ces 
Atti,  1896-97),  étudiées  par  l'auteur  pour  les  écjuations  linéaires  homogènes  du 
deuxième  ordre,  ne  peut  s'étendre  aux  équations  linéaires  homogènes  d'ordre 
supérieur  que  dans  le  cas  où  les  coefliru-nts  de  ré(|iiation  donnée  safi-^foii'  à 
des  relations  particulières. 
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Lauricella  (Jos.).  —  [T  4c].   Sur  la  propagation  de  la  chaleur. 

(969-983). 

I.,a  Icmpéraliire  variable  d'un  corps,  qui  se  trouvait  inilialcnient  à  une  tem- 
pérature quelconque,  peut  cire  toujours  regardée  comme  la  superposition  d'une 
température  stationnaire  et  d'un  nombre  fini  ou  infini  de  températures  élé- 
mentaires. 

Cazzaniga  [Titus).  —  [F2].  Sur  les  fonctions  holomorplies  et 
méromorphes  dans  le  cliamp  rationnel  et  dans  le  champ  ellip- 
tique. (983-1002). 

Généralisation  du  théorème  de  Picard  sur  les  valeurs  exceptionnelles  des 
fonctions  entières  : 

Étant  9,,  . . .,  cp„  des  fonctions  entières  et  >.„,  . . .,  >.^  un  système  de  para- 
mètres arbitraires,  il  ne  peut  exister  plus  de  n  systèmes  de  valeurs  "k  tels 
que 

f{x)=  \  cp„  -+-  \  9„_,  Hr  .  .  .  +  ■X„_,  9,  H-  \ 

n'ait  qu'un  nombre  fini  de  zéros. 

Théorème  analogue  pour  les  fonctions  méromorphes  : 

Une  fonction  holomorphe  dans  le  champ  elliptique  est  une  fonction  finie 
dans  tout  le  parallélogramme,  à  V exception  de  l'origine,  où,  elle  a  un 
point  singulier  essentiel;  une  fonction  méromorphe  dans  le  champ  ellip- 
tique a,  dans  le  parallélogramme,  un  nombre  fini  ou  infini  de  pôles  et  un 
seul  point  singulier  essentiel  à  Vorigine. 

Si  V{u)  est  holomorphe  dans  le  champ  elliptique,  il  ne  peut  y  avoir  plus  de 
trois  valeurs  de  v  telles  que  l'équation 

¥{u)  =  v 

ait  un  nombre  fini  de  racines  dans  le  parallélogramme. 

Si   F(m)  =      — — -  est  méromorphe  dans  le  champ  elliptique,   il   ne   peut  y 
Fil") 
avoir  plus  de  cinq  de  telles  valeurs, 

Severini  [Charles).  —  [Dl^e].  Sur  la  représentation  analytique 
des  fonctions  réelles  discontinues  d'une  variable  réelle,  (1002- 

I023). 

Représentation  approchée  par  un  polynôme  rationnel,  donnée  par  Weierstrass 
pour  les  fonctions  continues  (  Sitzungsberichte  d.  k.  preuss.  Akad.  d.  Wiss. 
zu  Berlin,  i885  ). 
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NOUVELLES  ANNALES  de  Mathématiques.  Journal  des  candidats  aux  Écoles 
spéciales,  à  la  Licence  et  à  l'Agrégation,  dirigé  par  MM.  C.-A.  Laisant  et 
X.  Antomari  (^).  —  3*  série. 

Tome  XIX;  1900. 

Résumé  des  principales  formules  de  la  théorie  des  fonctions  ellii)- 
tiques.  (2-1 1). 

Fonctions  de  Weierstrass.  —  Fonctions  de  Jacobi.  —  Fonctions  sn  {/,  en  m, 
dnu. 

Il  est  devenu  impossible  de  retenir  la  multitude  de  formules  mathématiques 
jouant  un  rôle  dans  les  applications  de  jour  en  jour  plus  nombreuses.  Pour  la 
plupart  des  formules,  il  y  a  des  notations  consacrées.  Il  est  donc  à  présumer 
que  le  candidat  qui  possède  à  fond  ces  notations  doit  être  en  état  d'appliquer 
les  formules  où  elles  interviennent.  C'est  donc  avec  raison  que  le  Conseil  supé- 
rieur de  l'Instruction  publique  a  décidé  de  réunir  les  formules  de  la  théorie 
des  fonctions  elliptiques  et  d'autoriser  les  candidats  à  l'Agrégation  des  Sciences 
mathématiques  à  se  servir  pour  les  compositions  écrites  de  ce  Tableau  qui  a  été 
publié  en  cahier  à  part. 

Collignon  {E .).  —  Problèmes  divers  sur  la  méthode  inverse  des 
tangentes,  (i  i-25). 

Suite  et  fin  de  l'étude  commencée  au  Tome  XVIII. 

Problème  dérivé  de  celui  de  M.  de  Beaune.  —  Discussion  de  la  solu- 
tion. —  Propriété  générale  des  courbes  étudiées.  —  Cas  du  parallélisme  des 
droites  OX,  OH. 

Sondât  (P-)-  —  Théorème  sur  les  équations  algébriques.  (25-28). 

Si  l'équation 

/  N  /  ,  /l    {/l     ~     l)  ^  ,  , 

^{,X)  =  a.x"  —  nOx"  -' -i ^ ex"--  —  . .  .-i-  nkx  —  /  —  o 


,      ,        ,  .          .          /^  -}-  I  .  ,      ,  ,1 

(le  degré  impair,  a racines  égales,  on  a,  pour  cette  racine  mullipir. 

„  _  -i.  _  -i. 

A,  A,  et  A,  étant  des  fonctions  homogènes  et  du  second  degré  des  coefficients 
a^  by  c,  . . . ,  /*,  /»,  /. 


(')   Voir  lîullctin,  (.  WIV,,  p.  ao;. 
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J\finiov  {Jl/X  —  r.es  séi'les  dans  la  Pangéomélrie.  ('28-3  i). 

Elablissement  de  formules  exprimant  le  tliéorème  de  Pythagore  ainsi  que  la 
relation  fondamentale  de  la  Pangcomclrie  pour  la  résolution  des  triangles  obli- 
quanglcs. 

Issaly.  —  Sur  les  équations  fondamentales  de  la  théorie  des  sur- 
faces, rapportées  à  deux  trièdres  birectangles  supplémentaires 
mobiles.  (49-59). 

Baiier  {M.).  —  Remarques  sur  la  théorie  des  groupes  finis.  (59- 

Généralisatiou  de  quelques  théorèmes,  sur  le  nombre  de  certains  sous-groupes, 
exposés  par  M.  Frobenius  dans  les  Berlinev  Sitzungsberichte  pour  iSgS 
(p.  163-194,  981-998). 

Lagrange.  —  Sur  les  cubiques  strophoïdales.  (66-74)- 

Parmi  les  propriétés  démontrées,  nous  signalerons  que  toute  cubique  stro- 
phoïdale  peut  être,  d'une  infinité  de  manières,  considérée  comme  le  lieu  des 
foyers  des  coniques  inscrites  dans  un  quadrilatère. 

Caspary  {F.).  —  Sur  quelques  nouveaux  théorèmes  relatifs  au 
triangle.  (75-77). 

Importantes  généralisations  dues  à  l'application  des  méthodes  de  Grassmann 
à  la  Géométrie  récente  du  triangle. 

Vogt.  —  Une  application  de  la  formule  de  Stokes.  (97-107). 
Pétant  données  deux  équations 

Fi(^,  r,  -)=o,        ¥,^{x,  y,  z)=:  0, 

entre  trois  variables  réelles,  et  à  coefficients  réels;  les  fonctions  Fj,  ¥^  étant 
finies  continues  et  uniformes  dans  une  certaine  région  de  l'espace;  soit  dans 
cette  région  un  contour  fermé  G  ne  rencontrant  pas  la  ligne  L  d'intersection 
des  deux  surfaces;  l'auteur  se  propose  d'étudier  l'intégrale 

1=  —    /    aarctang-v, 

étendue  au  contour  C  parcouru  dans  un  certain  sens. 

Pirondini(G.).  —  Svmétrie  orthogonale  par  rapporta  un  cylindre 
quelconque.  (107-126). 

L'auteur  résout  diverses  questions  relatives  à  une  symétrie  ainsi  définie  : 
Deux  points  A,  Aj  sont  symétriques  par  rapport  à  un  cylindre  K   (cylindre 


^^t    Pû^i^vi 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  241 

ichnographique)  quand  la  droite  Ai\.(  est  normale  à  la  surface  de  K  et  qu'en 
outre  elle  est  partagée  en  deux  parties  égales  par  cette  surface. 

Deux  figures  F,  F,  sont  symétriques  quand  l'une  d'elles  est  le  lieu  des  symé- 
triques des  points  de  l'autre. 

Ser  (/.).  —  Note  pour  servir  à  rétude  des  faisceaux  de  coniques. 

(126-129). 

Si  deux  triangles  ABC,  PQR  sont  placés  de  telle  sorte  qu'une  des  trois  co- 
niques circonscrite  aux  deux  triangles,  ou  inscrite  dans  les  deux  triangles,  ou 
conjuguée  des  deux  triangles,  existe,  les  deux  autres  existeront  simultanément. 

Vacquant(A.).  —  Agrégation  des  Sciences  mathématiques  (Con- 
cours de  1899).  Solution  de  la  question  :  1°  de  Mathématiques 
spéciales  (i3o-i42);  2'^  de  Mathématiques  élémentaires.  (179- 
188  et  319). 

Gallucci  (G.).  —  Géométrie  du  cercle  dans  le  plan.  (140-169). 

Solution  de  la  question  du  deuxième  Concours  des  Nouvelles  Annales  pour 
1899- 

Michel  {C .).  —  Remarques  sur  quelques  théorèmes  généraux  de 
Géométrie  métrique.  (169-176). 

Exposé  des  rapprochements  qui  peuvent  être  établis  entre  plusieurs  théo- 
rèmes généraux,  de  nature  différente,  énoncés  par  Chasles,  Liouville  et  Laguerre, 
complétés  et  généralisés  par  M.  G.  Humbert,  dans  un  important  Mémoire  sur 
les  applications  géométriques  du  théorème  d'Abcl  (/.  M.,  1887). 

Tarry  (G.).  —  Carrés  magiques  supérieurs.  (176-177). 
Lefehvre  (P.)-  —  Note  rectificative.  (î 77-179). 

Rectification  à  la  Note  du  précédent  Volume  (p.  528). 

Fontené  (G.).  —  Réclamation  à  propos  du  théorème  dit  de 
Bouché.  (188). 

Il  s'agit  du  théorème  sur  la  discussion  d'un  système  d'équations  du  premier 
degré.  M.  Fontené  fait  observer  qu'il  en  avait  remis  l'énoncé  à  Gerono  en  sep- 
tembre 1875,  tandis  que  la  Note  de  M.  Rouché  fut  remise  à  r\cadémie  au  mois 
de  novembre. 

Duporcq  {E,).  —  Géométrie  du  cercle  dans  le  plan.  (193-21 3). 

Autre  solution  couronnée  de  la  question  du  deuxième  Concours  dos  iVoi/(-'e//c5 
Annales  pour  1899. 

Bilenki  (//.)•  —  Note  sur  les  permutants.  (21 3-2 16). 

Bull,  des  Sciences  niatlie'ni.,  2'  série,  t.  \\\'.  (Novembre  1901.)       R.i- 
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Longcliamps  {G.  de).  —  Sur  la  rcgie  de  Raabe  ou  règle  de 
Dulianiel.  (9.16-218). 

Ocagne  [M.  <:/').  —  Sur  les  adjointes  infînllésimales  d'une  courbe 
plane.  (219-224). 

Les  adjoinles  considérées  sont  définies  comme  le  lieu  du  point  de  rencontre  M' 
du  rayon  vecteur  OM  de  la  courbe  (M)  et  de  la  parallèle  à  la  normale 
{adjointe  des  directions  normales),  ou  à  la  tangente  {adjointe  des  direc- 
tions tangentielles),  issue  d'un  second  pôle  P. 

Allan  Jerrold.  —  Concours  de  l'Ecole  des  Ponls  et  Chaussées 
(icSqq);  Géoniélrie  analytique.  (224-225). 

Deuxième  Concours  des  Nouvelles  Annales  pour  igoo.  (241-244 
et  33;). 

Propriétés  d'une  certaine  surface  du  troisième  ordre, 

Candido  (G.).  —  Pour  la  Géométrie  récente.  (244-255). 

Principaux  sujets  traités  :  point  de  Lemoine  et  sa  généralisation;  cercle  de 
Brocard;  point  de  Gcrgonne;  points  (nouveaux)  de  Terquem  ;  triangle  podaire 
et  triangle  pédal  d'un  point. 

Léjneray  (E.-M.).  —  Exposition  géométrique  élémentaire  de 
quelques  propriétés  fondamentales  des  fonctions  elliptiques  de 
première  espèce.  (255-2^5,  289-306). 

L'auteur  a  entrepris  d'exposer  les  propriétés  principales  et  la  double  pério- 
dicité des  fonctions  elliptiques  au  moyen  d'une  représentation  géométrique  qui 
fût  la  généralisation  d'une  représentation  convenable  des  fonctions  circulaires. 

Voici  les  principales  subdivisions  :  sinus;  tangente  hyperbolique;  la  fonc- 
tion sn  ;  les  fonctions  conjplémentaires;  la  fonction  p. 

Philbert  du  Plessis.  —  Concours  d'admission  à  l'Ecole  Polj- 
teclinique  en  1900.  Composition  de  Mathématiques.  (320-334)- 

Hilberi  {D.)  (Traduct.  L.  Lait  gel).  —  Sur  le  principe  de 
Dirichlet.  (337-344). 

L'auteur  propose  d'exprimer  le  principe  de  Dirichlet  sous  la  forme  suivante  : 

Tout  problème  du  calcul  des  variations  possède  une  solution,  pourvu  que 
certaines  hypothèses  restrictives  convenablement  choisies  relatives  à  la  na- 
ture des  conditions  limitatives  données  soient  remplies,  et,  nécessairement 
aussi,  pourvu  que  ce  que  l'on  entend  par  le  mot  solution  éprouve  une  géne- 
lalisation  conforme  au  sens,  à  la  nature  des  choses. 
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Landau  {E.).  —  Sur  les  conditions  de  divisibilité  d'un  produit 
de  factorielles  par  un  autre.  (344-302  et  376). 

Généralisation  de  diverses  propositions  déjà  connues,  entre  autres  de  la  for- 
mule de  Catalan,  déduite  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  :  le  produit 
ix^\  2X^1  est  divisible  par  le  produit  Xil  xj.  {x^-i-  x^)  !  pour  tous  les  systèmes 

Lacour  {E .).  —  Sur  la  surface  de  Tonde  et  la  surface  correspon- 
dante d'élasticité.  (362-869). 

Définition  simultanée  des  deux  surfaces,  et  formation  de  leurs  équations. 

Bricard  (/?.).  —  Au  sujet  d'un  théorème  de  M.  G.  Humbert. 
(369-370). 

Démonstration  élémentaire  du  théorème  ainsi  énoncé  : 

Soient  données  dans  un  plan  une  conique  C  et  quatre  droites  D,,  Do,  D3,  Dj. 
S'il  existe  une  conique  C  circonscrite  au  triangle  formé  par  trois  de  ces 
droites,  passant  par  les  points  communs  à  la  quatrième  droite  et  à  C,  et 
enfin  tangente  à  C,  il  existe  trois  coniques  analogues  que  l'on  obtiendra  en 
permutant  les  quatre  droites  de  V énoncé. 

Piccioli  {H.).  —  Sur  les  développantes  de  certaines  lignes  en  S„ 
et  sur  une  propriété  caractéristique  des  courbes  hjpersphé- 
riques  à  courbure  constante.  (385-39o). 

Par  ligne  en  S„,  l'auteur  entend  une  ligne  dans  un  espace  à  n  dimensions. 
Voici,  par  exemple,  une  des  propriétés  énoncées  : 

Les  courbes  qui  ont  pour  développantes  des  hélices  sphériques  de  S.  sont 
les  géodésiques  du  cône  de  révolution  de  S,  et  les  géodésiques  cylindro- 
coniques  de  S,,. 

Dolbnia  {J-)-  —  Remarque  sur  l'inversion  des  intégrales  elliji- 
tiques.  (390-392). 

Solution  d'une  contradiction  qui  se  présente  dans  l'exposé  de  la  transforma- 
tion de  Landen. 

Issaly.  —  Sur  le  développement  de  Téqualion  dinércnliellc  des 
lignes  géodésiques  d'une  surface.  (392-400). 

Fontené  (G.).  —  Sur  les  surfaces  du  cjuatrième  ordre  qui  ont 
deux  droites  doubles.  (4oc»-4o9). 

Appli('atif)n  de  diiïércnlcs  idée--  énoncées  piU'  M.   V\.  l'.i  icud. 
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Ripert  (L.).  —  Sur  la  siniiilificalion  des  formules  d'angles  et  de 
dislances  en  Géométrie  de  l'espace.  (409-419). 

DéfiniLions  et  nolalions.  —  .Xnglcs  et  pcrpcndicularité.  —  Distances.  —  Com- 
paraison avec  les  formules  de  Géométrie  plane.  —  Utilité  de  la  forme  détriplée 
(donnée  aux  équations  d'une  droite,  et  représentant  ses  projections  sur  les  trois 
plans  coordonnés). 

Jamel  (  )^  •)•   —   Sur  les  invariants   de    la    forme   biquadratique 
binaire.  (419-427). 

L'auteur  s'est  proposé  de  montrer  comment  la  méthode  de  Ferrari,  pour  la 
résolution  de  l'équation  du  quatrième  degré,  fait  connaître  les  invariants  pro- 
prement dits  de  la  forme  biquadratique  binaire,  et  aussi  les  coefficients  de 
l'équation  aux  rapports  anharmoniques  des  racines  de  l'équation  biquadra- 
tique. 

Agrégation  des  Sciences  mathématiques.  —  Concours  de  1900. 
(427-430). 

École  Normale  supérieure.  —  Concours  de  1900.  (43o-43i). 

Collignon  {E.).    —    Problèmes    sur   les    normales  aux   courbes 
planes.  Courbes  dans  lesquelles  la  somme  N  +  N'  est  constante. 

(433-442)- 

N  et  N'  désignant  les  longueurs  des  normales  en  M,  limitées  à  Ox  et  à  Oy 
(coordonnées  rectangulaires),  l'équation  différentielle  des  courbes  considérées 
est  donc 

avec 

dy 

L'auteur  observe  que  ces  courbes  sont  les  trajectoires  orthogonales  de  droites 
de  longueur  constante  qui  se  déplacent  entre  les  deux  axes  de  coordonnées. 

j\ote.  —  Le  problème  ainsi  transformé  a  été  posé  déjà  sous  le  n°  13G0 
(P.  Barbarin)   et  résolu  dans  le  Volume  de   i884  par  M.   E.  Fanquembergue 

Toutes  ces  trajectoires  orthogonales  sont  les  développantes  d'une  môme  épi- 
cycloïde  (qui  est  l'astroïde  enveloppe  du  segment  rectiiigne  ci-dessus  défini). 

la^'^'i  (E .).  —  Sur  l'intégrale  d'Euler  et  l'addition  des  fonctions 
elliptiques  de  première  espèce.  (443-4^0). 

Euler  a  donné,  sans  démonstration,  l'inlégralc  générale  de  l'équation  clas- 
sique fondamentale  des  fonctions  ellipticiues. 
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Depuis,  il  en  a  été  fait  de  nombreuses  démonstrations,  parmi  lesquelles  il 
convient  de  signaler  celles  de  Glebsch  et  de  M.  Darboux. 

L'auteur  s'est  proposé  de  les  simplifier  autant  que  possible  de  façon  à  les 
rendre  élémentaires.  Il  en  déduit  la  relation  connue  qui  représente  le  théo- 
rème d'addition,  et  il  les  compare  ensuite  aux  formules  relatives  aux  fonctions 
circulaires. 

Mangeot  {S.).  —  Sur  la  symétrie  de  deux  figures  algébriques  par 
rapport  à  un  point.  (45i-466). 

Cas  de  deux  courbes  planes  ou  de  deux  surfaces. 

Cas  de  deux  courbes  gauches  définies  par  quatre  équations  de  même  degré. 
Cas  de  deux  courbes  gauches  définies  par  quatre  équations  n'ayant  pas  toutes 
le  même  degré. 
Centre  d'une  courbe  gauche. 

BluteL  —  Sur  le  minimum  de  l'angle  que  fait  un  diamètre  d'un 
ellipsoïde  avec  son  plan  diamétral  conjugué.  (466-468). 

Dans  une  Communication  présentée  à  la  Société  mathématique  de  France 
(p.  66-G8)  sur  les  expériences  du  commandant  Hartmann  (voir  Bulletin, 
II*  Partie,  p.  i58  ;  1901),  M.  Appell,  à  la  demande  de  qui  cette  Note  a  été 
rédigée,  s'est  servi  de  la  propriété  ici  établie,  que  le  minimum  correspond  au 
plan  diamétral  passant  par  l'axe  moyen. 

Saint-Germain  [A.  de).  —  Solution  du  problème  de  Mécanique 
proposé  au  Concours  d'agrégation  en  1899.  (468-475)- 

Premier  Concours  des  Nouvelles  Annales  pour  1901.  (48i-48i>.). 

laggi  {E .).  —  Sur  les  substitutions  uniformes  et  le  problème  de 
Babbage.  (483-489). 

Contribution  nouvelle  à  la  théorie  des  fonctions  itérées,  étudiée  dans  ce 
Recueil  et  aussi  dans  d'autres  par  l'auteur  du  présent  Article  et  par  MM.  Lcau 
et  Lémeray. 

Cesarô  {E .),  —  Sur  une  classe  de  courbes  planes  remarquables. 
(489-494)- 

Les  courbes  ici  considérées  sont  rcprcscnlccs  par  l'équation  inlrinsèquc 


X  et  [X  étant  deux  constantes,  dont  la  preniirrc  peut  être  prise  inilillVicinnunt 
avec  le  signe  -1-  ou  — . 
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Aux  nombreuses  propriétés  que  l'auteur  a  déjà  signalées,  vient  s'ajouter  au- 
jourd'hui une  propriété  nouvelle  des  lignes  de  Ribaucour. 

Fonteiié  (G.).  —  Formes  rédiiiles  d'une  relation  triplement  li- 
néaire entre  trois  varlal)les.  (494-498). 

Issaly.  —  Sur  riiélicoïde  général.  (499-5o2). 
Il  s'agit  du  lieu  géométrique  représenté  par  le  système 

a7  =  /-cos6,        y=;'sinO,        z  =  (o{î^) -h  a'à. 

Moyennant  une  détermination  convenable  de  la  fonction  9,  cette  surface  de- 
vient apte  à  reproduire  toute  une  série  de  surfaces  minima  allant  de  l'hélicoïde 
gauche,  à  plan  directeur,  à  l'alysséide  de  Bour. 

L'objet  du  présent  Article  est  de  déterminer  cette  fonction  cp  par  une  méthode 
simple  et  directe,  n'empruntant  rien,  ni  à  l'équation  de  Lagrange,  ni  à  l'inté- 
grale de  iMonge,  ni  à  l'emploi  des  lignes  coordonnées  dites  de  longueur  nulle. 

Vacquant  (A.).  —  Démonstration  géométrique  d'une  propriété 
des  normales  à  une  conique  à  centre.  (5o2-5o6). 

Détermination  du  centre  de  l'hyperbole  d'Apollonius. 

Jamet  (  V.).  —  Sur  la  transformation,  point  par  point,  des  courbes 
algébriques.  (5o6-5o8). 

Baaer  {M.).  —  Note  sur  les  groupes  finis.  (5o8-5o9). 

Bauer  (M.).  —  Note  sur  les  groupes  d'ordre  p^.  (Sog-Si  i). 

Lagrange  (A.).  —  Solution  de  la  question  du  Premier  Concours 
des  Nouvelles  Annales  pour  1900.  (529-536). 

Iciggi  {E.).  —  Sur  une  nouvelle  transcendante  qui  transforme 
l'intégrale  elliptique  de  première  espèce  en  une  intégrale  circu- 
laire. (537-547). 

Stiiyvaert.  —  Sur  une  gerbe  de  cubiques  gauches.  (548-557). 

Lamioni{C,).  —  Sur  deux  théorèmes  de  Géométrie  différentielle. 

(557-560). 

Démonstration  directe  et  très  simple  des  deux  théorèmes  suivants,  énoncés 
par  M.  Bianchi  : 

Si  une  ligne  de  courbure  est  géodésique,  elle  est  plane. 
Chaque  ligne  geodesique  plane  est  ligne  de  courbure. 
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Certificats  d' études  supérieures  des  Facultés  des  Sciences. 

Le  Journal  a  continué  à  publier  les  sujets  de  composition  d'Analyse,  de  Géo- 
métrie, de  Mécanique  et  d'Astronomie  donnés  aux  sessions  dexamens  de  juillet 
et  de  novembre  dans  les  Facultés  des  Sciences,  suivant  l'esprit  des  anciens  pro- 
grammes de  la  Licence.  Le  lecteur  les  trouvera,  pour  juillet  et  novembre  1899, 
aux  pages  3i-45,  77-85,  225-287,  276-285,  307-818,  371-875,  et,  pour  juillet  1900, 
aux  pages  5i2-526  et  560-567,  avec  un  aperçu  de  la  solution  de  quelques-unes 
des  questions  posées. 

Nous  avons,  par  ailleurs,  déjà  fait  ressortir  l'importance  et  l'utilité  de  cette 
collection  d'exercices  dont  plusieurs  ont  fait  l'objet  de  travaux  spéciaux  de 
différents  Collaborateurs. 


SOLUTIONS    DE    QUESTIONS   PROPOSEES. 

Abonné.  — Rectification  aux  énoncés  de  deux  questions.  Degré 
d'une  certaine  courbe  lieu  de  l'intersection  de  deux  normales 
particulières. 

Anonyme.  —  Propriété  du  tétraèdre. 

Audibert.  —  Intégration  d'une  équation  différentielle. 

Droz-Farny  (A.).  —  Propriété  de  l'ellipse  et  du  cercle  oscula- 
teur.  Propriété  de  cercles  associés  à  un  quadrangle.  Formule 
combinatoire.  Droite  de  Simson. 

Fontené  (G.).  —  Perspective  de  l'intersection  de  deux  surfaces 
algébriques. 

Retali  [V.).  —  Aire  d'une  certaine  courbe  du  sixième  ordre. 
Propriété  d'une  cubique.  Relation  métrique  dans  l'ellipse  de 
Steiner. 


Jlipert  (/>.).  —  Discussion  de  la  surface  S(  -±i\/x'^  -\- y-)  =  ^.a. 
Théorèmes  d'Arithmologie.  Relation  métrique  dans  l'ellipse  de 
Steiner. 


En  résume,  la  statistique  de  cette  [)artie  du  Journal  représente  seize  ques- 
tions résolues,  onze  énoncés  anciens  réimprimés,  et  soixanto-Iuiit  questions 
nouvelles  se  terminant  à  l'énoncé  n°  l'JOO. 

Ajoutés  à  ceux  des  questions  de  concours  universitaires,  dont  le  détail  a  été 
donné  d'autre  part,  ces  chiffres  attestent  l'imporlance  que  les  Rédacteurs  n'ont 
cessé  de  dr)nner  avec  raison  aux  difl'-'rcnls  sujf'fs  d'application  des  Mathénia- 
liqucs 
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Celte  année,  les  Rédacteurs  ont  apporté  au  programme  habituel  du  Journal 
un  perfectionnement  très  sensible,  consistant  à  annexer  à  chaque  Numéro  un 
petit  Supplément  de  quatre  pages  renfermant  une  chronique  des  principaux 
faits  d'actualité  scientifique,  quelques  annonces  ou  questions  de  concours,  un 
relevé  de  publications  récentes,  des  Notes  biographiques  ou  bibliographiques, 
des  programmes  d'admission  au  concours  de  l'Agrégation,  des  résumés  de  Thèses 
du  Doctorat,  etc.;  mais  l'innovation  originale  et  inattendue  a  été  d'ajouter 
quelques  portraits  de  mathématiciens  célèbres.  C'est  ainsi  que  durant  l'année 
1900  les  Rédacteurs  ont  publié  successivement  les  portraits  de  Lagrange  (1786- 
i8i3)  et  de  Sylvester  (1814-1897). 

La  continuation  de  cette  précieuse  galerie  ne  sera  pas  un  des  moindres 
attraits  du  Journal. 

H.  B. 


JOURNAL  DE  IMATHÉMATIQUES  pures  et  appliquées,   fondé  par  J.  Liou- 
viLLE  et  continue  par  C.  Jordan. 

4^  série,  tome  I;  i885  (^). 

Hermite.  —  Sur  les  fonctions  holomorphes.  (9-10). 

Démonstration  de  ce  théorème  : 

Toute  fonction  holomorphe  f{z)^   telle  que  le  rapport  '   \^^      reste  fini 

z 
pour  z  infiniment  grand,  est  un  polynôme  du  degré  n  en  z. 

Halphen  (G. -H.).  —  Sur  un  problème  concernant  les  équations 
différentielles  linéaires,  (t  i-85). 

Le  problème  général  qui  consiste  à  tirer  tout  le  parti  possible  de  la  connais- 
sance d'une  relation  algébrique  entre  plusieurs  solutions  d'une  équation  diffé- 
rentielle se  ramène,  dans  le  cas  où  l'équation  est  linéaire,  au  suivant  : 

Intégrer  une  équation  différentielle  linéaire,  quand  on  connaît,  en  fonc- 
tion de  la  variable  indépendante,  l'expression  d'un  polynojne  entier,  homo- 
gène, à  coefficients  constants,  formé  avec  les  solutions  inconnues. 

C'est  à  ce  problème  qu'est  consacré  le  présent  Mémoire,  qui  se  divise  en  trois 
Parties,  traitant  la  première  de  la  théorie  générale,  la  deuxième  des  équa- 
tions du  second  ordre,  la  troisième  des  équations  du  troisième  ordre. 

La  méthode  que  suit  l'auteur  est  une  méthode  nouvelle,  fondée  sur  la  consi- 
dération des  covariants  des  formes  algébriques;  elle  met  en  lumière  les  cas 
exceptionnels  où  tombent  en  défaut  les  prévisions  déduites  de  l'élimination,  et 


(')  Voir  Bulletin,  t.  X^,  p.  220. 
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dont  le  plus  important  est  celui  où  la  relation  donnée  exprime  l'évanouisse- 
ment d'une  forme  quadratique  homogène  par  rapport  aux  solutions  inconnues. 

Picard  (^Èm.).  —  Sur  les  fonctions  hjperabéliennes.  (87-128). 

M.  Picard  généralise  les  fonctions  abéliennes  de  deux  variables  en  considé- 
rant les  fonctions  uniformes  de  deux  variables  x  et  y^  qui  ne  changent  pas 
quand  on  effectue  sur  ces  variables  un  groupe  de  substitutions  de  la  forme 


(0 


(^^  y, 


ax  -f-  b    a' y  +  b' 
ex  -i-  d^  c' y  -+-  d' 


les  deux  substitutions  devant  se  faire  simultanément. 

Plus  généralement,  il  étudie  les  groupes  dont  les  substitutions  sont,  soit  de 
la  forme  précédente,  soit  de  la  forme 


y  y  -h  S     y'  X  -h  S' 

C'est  à  un  tel  groupe,  supposé  discontinu  pour  un  certain  domaine  de  valeurs 
de  X  et  y,  que  l'auteur  donne  le  nom  de  groupe  hyperabélien. 

Le  premier  Chapitre  de  son  Mémoire  traite  d'une  classe  étendue  de  groupes 
hyperabéliens  qui  se  présente  dans  l'étude  arithmétique  des  formes  quadra- 
tiques quaternaires  réelles  à  coefficients  entiers,  quand  elles  sont  réductibles 
au  type 

u\-\-  u\  —  u\  —  u\ 

à  chacune  de  ces  formes  correspond  un  groupe  hyperabélien,  dont  on  peut 
trouver  les  substitutions  fondamentales. 

,  Le  Chapitre  II  est  consacré  à  des  considérations  générales  sur  les  groupes 
hyperabéliens,  particulièrement  quand  toutes  leurs  substitutions  sont  de  la 
forme  (i). 

Au  Chapitre  III  est  abordée  l'étude  difficile  des  fonctions  hyperabélienncs 
relatives  à  un  groupe  donné,  étude  qui  se  relie  étroitement  à  la  notion  du 
genre  des  surfaces  algébriques. 

Dans  le  Chapitre  IV,  M.  Picard  indique  le  premier  exemple  de  groupe  hyper- 
abélien qu'il  a  rencontré  et  auquel  il  a  été  conduit  par  l'examen  d'un  cas  par- 
ticulier, concernant  la  théorie  des  fonctions  abéliennes  du  second  genre. 

De  Saint-Germain.    —    Sur  une  application  des  équations  de 

Lagrange.  (129-134). 

Mouvement  d'un  point  M,  assujetti  à  rester  sur  un  cùne  et  sollicité  par  deux 
forces  dirigées,  l'une  vers  le  sommet  0  du  cône,  l'autre  suivant  la  perpendicu- 
laire MN  abaissée  du  point  M  sur  une  droite  issue  du  point  0;  les  deux  forces 
sont  inversement  proportionnelles,  la  première  au  cube  de  MO,  la  seconde  au 
cube  de  MN. 

Laguerre.  —  Sur  la  réduction  en  fractions  continues  d'une  fonc- 
tion qui  satisfait  à  une  équation  différentielle  linéaire  du  pre- 
mier ordre  dont  les  coefficients  sont  rationnels.  (i35-i65). 
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Etant  donnée  une  série  z,  ordonnée  suivant  les  puissances  entières  et  crois- 

1  f  (x) 

santés  de  ->  on  sait  qu'une  fraction  rationnelle  de  degré  n,  -^^— ^ — -  est  appelée 

X  ^  ?„(^) 

réduite  d'ordre  n  de  z  si  le  développement  de  la  différence 

^_  A 

?„ 

a  pour  premier  terme  un  terme  en  a?--"-'. 

La  série  z  étant  supposée  satisfaire  à  une  équation  de  la  forme 

W^  =  2V^H-U, 
dx 

où  U,  V,  W  sont  des  polynômes  entiers  en  x,  l'objet  de  ce  Mémoire  est  de 
fournir  les  moyens  de  calculer  par  voie  de  récurrence  les  deux  termes  de  toute 
réduite  d'ordre  quelconque  de  z. 

L'auteur  y  parvient  en  prouvant  que  /„  satisfait  à  une  équation  linéaire  du 
second  ordre,  homogène,  dont  les  coefficients  sont  des  polynômes  entiers. 

Comme  premières  applications,  il  considère  la  fonction 

I  +  X 
z  =  log- , 

I  —  X 

pour  laquelle  les  dénominateurs /„  des  réduites  successives  sont  les  polynômes 
de  Legendre  et  la  fonction 

z  —  e"^ x-'^-   I     e^^'x"--^  dx, 


■f. 


à  propos  de  laquelle  se  présentent  des  formules  permettant  de  calculer  avec 
une  grande  approximation  les  valeurs  numériques  de  l'importante  intégrale 

/     e-i'  dt, 
et  de  la  fonction  de  Prym 


X 


Les  applications  suivantes  concernent  les  deux  fonctions 

dx 


z  =  ^X''-\-  '2lx'-\-  l      I 


X       slx''-{-  2)va7-+  I 
o  —       /  CIT 

z  =  {x^ -]-  o q X  -\-  h)  ^ 


2jJ. 


qui  conduisent  à  des  équations  aux  différences  finies,  dont  l'intégralion  semble 
devoir  présenter  rie  grandes  difficultr^. 
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Poincaré  (//•).  —  Sur  les  courbes  définies  par  les  équations  diffé- 
rentielles (troisième  Partie).  (167-244)- 

Suite  des  recherches  publiées  dans  les  Tomes  VIT  et  VIII  de  la   troisièrne 
série  de  ce  Journal.  On  sait  que,  pour  étudier  l'équation  différentielle 


d.v  _  dy 
M.  Poincaré  pose 


X    -  "Y' 


ç^r  _  dy  _ 

di  ~  '  '         'di  ~     ' 

et,  regardant  x  tl  y  comme  les  coordonnées  d'un  point  mobile,  t  comme  le 
temps,  recherche  le  mouvement  de  ce  point.  En  particulier,  il  cherche  si  le 
point  décrit  une  courbe  fermée,  s'il  reste  toujours  dans  une  région  limitée  du 
plan;  en  d'autres  termes,  si  son  orbite  est  stable  ou  instable. 

Mais  il  importe  de  bien  définir  ce  qu'il  faut  entendre  par  stabilité  o\x  insta- 
bilité. On  dira  que  la  trajectoire  est  stable  si.  étant  donnée  autour  du  point 
de  départ  une  circonférence  ou  une  sphère  de  rayon  r,  le  mobile,  après  être 
sorti  de  ce  domaine,  y  rentre  une  infinité  de  fois,  et  cela  quelque  petit  que 
soit  r.  Si,  au  contraire,  il  n'y  rentre  plus,  la  trajectoire  sera  instable. 

Ces  définitions  posées  (Chap.  X),  l'auteur  étudie  (  Chap.  XI)  la  stabilité 
autour  de  l'origine,  dans  l'hypothèse  où  X  et  Y  sont  des  polynômes  entiers  en 
X  et  y  sans  terme  constant. 

Abordant  ensuite  (Chap.  XII)  les  équations  de  degré  supérieur 

M.  Poincaré  pose  ainsi  le  problème  : 

On  donne  la  surface 

Y{x,  y,  z)  =  o 

{supposée  sans  nappes  infinies)  et  l'on  demande  d'étudier  le  niouK'ement 
d'un  point  sur  cette  surface,  d'après  les  équations 

dx  _  dy  _  ^^^  ^  y 

dt  dt  dt  ' 

OLi  X,  Y,  Z  sont  des  polynômes  entiers  en  x,  j',  z  assujettis  à  la  condition 

âx  ôy  ôz 

Apres  l'examen  de  la  distribution  des  points  singuliers  (Chap.  XIII)  vient 
(Chap.  XIV)  la  généralisation  de  plusieurs  des  théorèmes  établis  dans  les  deux 
premières  Parties. 

Enfin,  les  surfaces  de  genre  1  étant  les  seules  sur  lesquelles  il  puisse  n'exister 
aucun  point  singulier,  l'auteur  traite  (Chap.  XV)  des  surfaces  du  genre  i  sans 
point  singulier,  on  faisant  l'étude  particulière  du  Inre  rirctilaiie 

2^_i-  (r  —  ya:'-r  r')"—  '■'• 
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Celle  surface  n'esl  choisie  que  pour  fixer  les  idées,  loul  ce  qu'on  peut  dir 
d'elle  s'appliquanl  à  une  surface  quelconque  du  genre  i  (sans  point  singulier 
qui  n'en  diirère  pas  au  point  de  vue  de  la  Géométrie  de  situation. 

Appell  [P.).  —  Sur  l'inversion  des  intégrales  abéliennes.  (245 

279)- 

L'objet  de  ce  Mémoire  est  de  démontrer  le  théorème  que  voici  : 

Soient  x  et  y  deux  variables  imaginaires  liées  par  une  équation  algé 
brique  et  9,  (.r,  y)  une  fonction  rationnelle  quelconque  de  x  et  y  ;  il  exist 
toujours  un  certain  nombre  {n  —  i)  d'autres  fonctions  rationnelles  de  x  et ^ 

?2(-2?,  y),     <f^{x,  y),     ...,     cp„(^,  y), 
possédant  la  propriété  suivante  :  le  système  de  n  équations  différentielle 

?.(^prj)c?^i+  ?i(^2^  ^2)  c?^2+- ••+?,•  (-î?,,,  r„)  dx,^=  du^ 

(/  =  I,  2,  ...,  n) 
définit  les  n  points  analytiques 

en  fonction  de  m,,  u,,  .-.,  u,^de  telle  façon  que  les  n  valeurs 

que  prend  une  fonction  rationnelle  quelconque  W{x,y)  en  ces  points,  son 
racines  d'une  équation  algébrique  à  coefficients  uniformes  en  u^,  u-,,  . . .,  w„ 

Picard  (^Em.).   —   Sur  les   intégrales    de    différentielles   totale; 
algébriques  de  première  espèce.  (281-346). 

«  Considérons,  dit  l'auteur,  une  fonction  algébrique  z  de  deux  variable: 
indépendantes  x  el  y,  définie  par  l'équation  irréductible 

f{^,r,  -)  =  o, 

où  y  est  un  polynôme.  On  peut  faire  correspondre  à  cette  surface  des  intégrales 
de  dillerentielles  totales  de  la  forme 


/' 


P(^,  r,  ^)dx  -i-  Ç>{x,y,  z)  dy, 

où  F  et  Q  sont  des  fonctions  rationnelles  de  .r,  y,  j:;  bien  entendu,  la  condilior 
d'intégrabilité  de  l'expression  difrérentielle  V  dx  -h  Q  dy  doit  être  supposée 
satisfaite. 

»  Nous  ne  voulons  considérer  dans  ce  Travail  que  les  intégrales  de  différen- 
tielles totales  de  première  espèce,  c'est-à-dire  celles  qui  restent  finies  poui 
tout  S3'slème  de  valeurs,  finies  ou  infinies,  des  variables  indépendantes  x  el  y 

»  Dès  le  début  de  cette  élude  on  rencontre  une  différence  bien  profonde  entre 
le  cas  d'une  variable  et  celui  de  deux  variables. 
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»  On  sait,  en  efTet,  qu'à  une  courbe  algébrique  correspondent,  en  général,  des 
intégrales  de  première  espèce.  Il  n'en  est  pas  ainsi  pour  les  surfaces  algébriques  : 
il  n'existe  pas  d'intégrales  de  différentielles  totales  de  première  espèce,  corres- 
pondant à  la  surface  la  plus  générale  du  degré  m.  Comment  peut-on  recon- 
naître si  une  surface  donnée  possède  des  intégrales  de  première  espèce,  et  quel 
est  le  nombre  de  ces  intégrales  linéairement  indépendantes? 

»  Telles  sont  les  questions  dont  nous  nous  occupons  dans  les  deux  premiers 
Chapitres  de  ce  Mémoire. 

»  Le  troisième  Chapitre  est  consacré  à  l'étude  d'une  classe  de  surfaces  algé- 
briques, dans  laquelle  la  notion  des  intégrales  de  première  espèce  joue  un  rôle 
important  :  ce  sont  les  surfaces  pour  lesquelles  les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  s'expriment  par  des  fonctions  uniformes  quadruplement  périodiques 
de  deux  paramètres,  et  nous  y  ajoutons  cette  autre  condition  qu'à  un  point 
arbitraii'C  de  la  surface  ne  corresponde  qu'un  seul  système  de  valeurs  des  para- 
mètres, abstraction  faite,  bien  entendu,  des  multiples  des  périodes. 

»  Nous  terminons  ce  Travail  par  l'étude  des  équations  de  la  forme 


/      du 


du    du  "    _ 

ày.  ~  ^' 


nous  proposant  de  reconnaître  si  l'on  peut  satisfaire  à  cette  équation  en  pre- 
nant pour  u  une  fonction  uniforme,  quadruplement  périodique  de  x  et  j'.  » 

Ilumhert  (G,).    —  Application  géomélrique   d'un   théorème  de 
Jacobi.  (347-356). 

Cette  application  consiste  en  ce  théorème  : 

La  somme  des  cotangentes  des  angles  d'intersection  de  deux  courbes 
algébriques  est  égale  à  la  somme  analogue  pour  deux  courbes  quelconques, 
respectivement  asymptotiques  aux  premières. 

Cette  proposition  donne  lieu  à  diverses  conséquences  intéressantes. 

Le  Cordier.  —  Actions  électrodjnamiques  renfermant  des  fonc- 
tions arbitraires;   hypothèses   qui  déterminent  ces   fonctions. 

(357-401). 

Darhoux  (G.).  —  Sur  le  mouvement  d'un  corps  pesant  de  révo- 
lution, fixé  par  un  point  de  son  axe.  (4o3-43o). 

L'auteur  donne,  d'un  théorème  posthume  de  Jacobi,  une  démonstration 
directe  et  élémentaire,  qui  conduit  à  quelques  propositions  nouvelles,  relatives 
à  la  représentation  cinématique  du  mouvement.  Nous  citerons  celle-ci,  qui  est 
l'une  des  plus  simples  : 

Le  mouvement  le  plus  général  du  corps  considéré  peut  se  représenter  par 
le  roulement  d'un  cône  ayant  pour  base  une  hcrpolodic,  sur  une  sphère 
ayant  son  centre  sur  la  verticale  du  point  de  suspension. 

Aulontie  (L.).  —  Recherches  sur  les  i^roiipcs   d'ordri»  iini   cou- 
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tenus  dans  le  groupe  Cremona.  Premier  Mémoire  :  Généralilés 
et  groupes  quadraliques.  (43 1-454)- 

Comme  son  titre  liadique,  ce  Travail  a  pour  objet  la  détermination  des 
groupes  finis  contenus  dans  le  groupe  des  substitutions  birationnelles  entre 
trois  variables  homogènes. 

Après  quelques  généralités  applicables  à  tous  les  groupes,  l'auteur  expose  la 
théorie  complète  des  groupes  d'ordre  fini  contenus  dans  le  groupe  quadratique. 

Gordan  (P-)-  —  Sur  les  équations  du  cinquième  degré.  (455-458). 


Tome  II;  i886. 

Mannheiin  (A.).  —  Mémoire  d'Optique  géométrique  comprenant 
la  théorie  du  point  représentatif  d'un  élément  de  surface  réglée 
et  son  emploi  tant  pour  la  démonstration  nouvelle  de  théorèmes 
relatifs  à  la  courbure  des  surfaces  que  pour  la  détermination 
plane  des  éléments  des  surfaces  caustiques.  (5-48). 

Ce  Mémoire  renferme  la  solution  géométrique  complète,  donnée  pour  la  pre- 
mière fois  et  dans  le  cas  le  plus  général,  du  problème  de  la  détermination  des 
éléments  des  surfaces  caustiques. 

L'auteur  commence  par  rappeler  l'emploi  qu'il  a  déjà  fait  d'un  point  repré- 
sentatif pour  étudier  les  propriétés  des  surfaces  réglées,  et  donne,  à  l'aide  de 
ce  point,  des  démonstrations  nouvelles  de  théorèn)es  relatifs  à  la  courbure  des 
surfaces;  il  construit  le  rayon  de  courbure  de  la  section  faite  dans  une  surface 
par  un  plan  qui  lui  est  normal,  retrouvant  ainsi  la  relation  d'Euler  et  l'indi- 
catrice de  Dupin. 

Grâce  à  une  représentation  plane  très  simple  des  pinceaux  de  rayons, 
M.  Mannheim  résout,  par  deux  constructions  planes,  le  problème  suivant  : 

Étant  donnés  les  éléments  d'un  pinceau  quelconque  de  rayons  lumineux 
incidents  et  les  élé/nents  de  courbure  de  la  sur/ace  séparatrice  des  milieux 
traversés  par  ces  rayons,  déterminer  les  éléments  du  pinceau  formé  par 
ces  rayons  après  leur  réfraction. 

A  l'occasion  de  la  seconde  construction,  il  donne  une  démonstration  nou- 
velle du  théorème  de  Malus  et  Dupin  et  retrouve  divers  résultats  dus  soit  à 
Sturm,  soit  à  M.  J.  Bertrand. 

Le  Mémoire  se  termine  par  le  calcul  des  éléments  du  pinceau  réfracté  lors- 
qu'il est  formé  de  normales  à  une  surface. 

Autonne  i^Léon).  —  Recherches  sur  les  groupes  d'ordre  fini  con- 
tenus dans  le  groupe  Cremona.  Deuxième  Mémoire  :  Groupes 
cubiques.  (49-108). 

Ce  Mémoire  fait  suilc  à  celui  où   l'autriir  a  exposé  {Journal  de  Mathéma- 
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tiques,  année  i885)  la  théorie  des  groupes  d'ordre  fini  conleniis  dans  le  groupe 
quadratique  Crennona. 

Soit  une  substitution  cubique 

S^l-S.-      ?.(^n  ^2'  -3)1  (i  =  i,   2,  3). 

La  cubique  générale 

9  —  «l'f  1+ M2?2+ i^a'-Pi^  o         (ff-=:const.  arbilr.) 

du  réseau  de  S  a  un  point  double  fixe  w  indépendant  des  u^  et  quatre  points 
également  fixes.  Le  point  w  et  les  quatre  points  fixes  sont  dits  les  points  fon- 
damentaux de  S. 

M.  Autonne  s'occupe  seulement  des  groupes  cubiques  qui  satisfont  aux  deux 
conditions  suivantes  : 

1°  Aucune  substitution  du  groupe  n'a  de  points  fondamentaux  infiniment 
voisins  ; 

2°  Le  point  w  est  le  même  pour  toutes  les  substitutions  cubiques  du  groupe. 

Son  Mémoire  est  divisé  en  cinq  Parties. 

La  première  Partie  traite  de  la  multiplication  des  substitutions  cubiques  et 
contient  la  démonstration  d'un  résultat  capital,  qui  domine  toute  la  théorie  : 

Un  groupe  cubique  G  d'ordre  fini  est  isomorphe  à  un  groupe  S  linéaire, 
à  deux  variables  homogènes,  d'ordre  fini. 

Ce  groupe  S  est  appelé  groupe  directeur  de  G;  est  dit  normal  le  groupe  F 
contenu  dans  G  et  correspondant  à  la  substitution  unité  de  X. 

La  deuxième  Partie  contient  la  théorie  complète  des  groupes  normaux  et 
leur  réduction  à  sept  types. 

Dans  la  troisième  Partie,  l'auteur  examine  quelle  peut  être  la  nature  du 
groupe  directeur  S,  lorsque  F  appartient  successivement  aux  sept  types  précé- 
dents. 

Dans  la  quatrième  Partie  est  traité  le  cas  particulier  des  groupes  normo- 
linéaires  (groupes  résultant  de  la  combinaison  d'un  groupe  normal  F  avec  un 
groupe  linéaire  à  trois  variables  homogènes). 

Dans  la  cinquième  Partie,  AL  Autonne,  au  lieu  d'énumérer  les  groupes 
cubiques  d'ordre  fini,  dont  le  nombre  est  d'une  cinquantaine,  se  borne  à  faire 
sur  un  exemple  particulier  la  construction  d'un  groupe  cubique  G  dont  on  se 
donne  le  groupe  normal  F,  choisi  dans  l'un  des  sept  types  mentionnés  plus 
haut,  et  le  groupe  directeur  il  choisi  parmi  les  divers  types  énumérés  par 
I\L  Jordan  {Journal  de  Crelle,  t.  8'i)- 

IVeierstrass  (K.).  —  Sur  la  possibilité  d'une  représenlalioii  afia- 
lytique  des  fondions  dites  aibitraires  d'une  variable  réelle. 
(Traduction  J^.  J^auj^el).  (io5-ii3). 

Weiersti'ass  (A.).  —  Sur  la  possibilité  d'une  représenlation  ana- 
lytique des  fonctions  dites  arbitraires  d'une  variable  réelle. 
(Traduction  1^.  [.au^el).  (iii^-iiH). 
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Anglin  [A. -II.).  —  Sur  le  coefficient  du  terme  général  dans  cer- 
tains développements.  (iSg-iSo). 

L'objet  de  ce  IMémoire  est  d'oluenir,  sous  forme  finie,  le  coefficient  du  terme 
général  de  quelques  développements,  qui  n'a  été  obtenu  jusqu'ici  que  sous 
forme  de  séries,  en  déterminant  la  somme  de  certaines  de  ces  séries. 

La  méthode  employée  repose  sur  ce  théorème  : 

La  somme 

a"+2 ( è  _  c )  _|_  ^"+2 ( c  _  ^ )  +  çr.+2  (a  —  b) 

est  divisible  par 

a-{b  —  c)  -h  b-{c  —  a)  -h  c-{a  —  b); 

le  quotient  A„  est  la  somme  des  produits  homogènes  de  degré  n  de  a,  b,  c 
et  de  leurs  puissances. 

Poincaré  (II-)-  —  Sur  les  courbes  définies  par  les  équations  difTé- 
rentielles  (quatrième  Partie),  (i 5 1-21^). 

Ce  Mémoire  contient  la  suite  des  recherches  dont  l'auteur  a  publié  les  trois 
premières  Parties  dans  le  Journal  de  Mathématiques,  3*  série,  t.  VII  et  VIII, 
et  4^  série,  t.  I.  Il  est  divisé  en  quatre  Chapitres. 

Le  Chapitre  XVI  traite  des  équations  du  second  ordre  et  de  leurs  points  sin- 
guliers. 

Le  Chapitre  XVII,  de  l'intégration  par  les  séries. 

Le  Chapitre  XVIII,  de  la  distribution  des  points  singuliers. 

Le  Chapitre  XIX  contient  l'étude  des  courbes  fermées. 

Lipschitz.  —  Propositions  arithmétiques  tirées  de  la  théorie  de  la 
fonction  exponentielle.  (219-23^). 

Extrait  d'une  lettre  adressée  à  M.  Hermite  : 

«  En  étudiant  vos  recherches  sur  la  fonction  exponentielle,  par  lesquelles 
vous  avez  dévoilé  une  liaison  inattendue  entre  l'Analyse  et  l'Arithmétique, 
recherches  appliquées  si  heureusement  par  M.  Lindemann  et  traitées  de  nou- 
veau dans  un  Mémoire  récent  de  M.  Weierstrass,  je  me  suis  demandé  si  les 
procédés  caractéristiques  qui  y  sont  mis  en  jeu  ne  permettent  pas  de  parvenir 
à  des  résultats  arithmétiques,  dans  lesquels  les  fonctions  transcendantes  sont 
disparues.  Cette  voie  prise,  j'ai  réussi  à  trouver  un  ensemble  de  théorèmes  qui 
se  réfèrent  à  toutes  les  équations  dont  les  coefficients  sont  des  nombres 
entiers.  » 

Ilumhert  (G.).  —  Application  de  la  théorie  des  fonctions  fuch- 
siennes  à  l'étude  des  courbes  algébriques.  (239-829). 

Introduction.  —  «  M.  Poincaré  a  démontré  qu'on  peut  toujours  exprimer  les 
coordonnées  des  points  d'une  courl)e  algébrique  en  fonction  fuchsienne  d'un 
paramètre  :  c'est  ce  résultat  capital  qui  a  servi  de  point  de  départ  au  présent 
Mémoire  et  nous  a  permis  d'appliquer  aux  courbes  de  genre  quelconque  les 


S.^   fcur-'C'o^ 
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principes  et  la  mélliode  dont  nous  avons  fait  usage,  dans  un  autre  Travail,  pour 
étudier  les  courbes  de  genre  un. 

))...Le  tliéorèiMo  d'Abel  et  les  élénicnts  de  la  théorie  de  l'inversion  des  inté- 
grales abéliennes  de  première  espèce  permettent  de  traiter,  d'une  manière  com- 
plèle,  la  question  de  l'intersection  d'une  courbe  algébrique  et  d'une  courbe 
adjointe  quelconque,  et  de  résoudre,  en  particulier,  dans  le  cas  des  courbes 
adjointes,  le  problème  dit  des  courbes  de  contact. 

»  Pour  les  courbes  non  adjointes,  il  faut  introduire  en  outre  des  intégrales  de 
troisième  espèce;  la  question  se  rattache  alors  au  [)roblème  de  l'inversion 
étendu  et  Clebsch  ne  l'a  pas  traitée  d'une  manière  générale,  au  point  de  vue 
géométrique. 

))  L'emploi  des  fonctions  fuchsiennes  nous  a  permis  de  combler  cette  lacune, 
sans  recourir  à  la  théorie  des  intégrales  de  troisième  espèce;  nous  avons  d'ail- 
leurs envisagé  la  question  de  l'inierseclion  d'une  courbe  algébrique  et  d'une 
courbe  quelconque,  adjointe  ou  non  adjointe,  à  un  autre  point  de  vue  que 
Clebsch. . . 

»  Les  cinq  premiers  paragraphes  de  notre  Travail  sont  consacrés  à  l'extension 
de  quelques  propriétés  importantes  des  fonctions  fuchsiennes  et  thètafuch- 
siennes;  en  particulier  on  démonlre  au  paragraphe  III  une  proposition  pure- 
ment algébrique,  relative  aux  zéros  et  aux  infinis  d'une  fonction  fuchsienne, 
proposition  identique,  au  fond,  au  théorème  d'Abel  et  qui  joue  dans  notre 
théorie  le  rôle  que  joue,  dans  la  théorie  des  courbes  de  genre  u/i,  le  théorème 
de  Liouville  sur  les  zéros  et  les  infinis  d'une  fonction  doublement  périodique. 

»  Dans  les  paragraphes  VI-X,  on  expose  les  principes  de  la  représentation  des 
coordonnées  des  points  d'une  courbe  à  l'aide  des  fonctions  thètafuchsiennes,  et 
l'on  étudie  l'interseclion  d'une  courbe  de  genre/?  et  d'une  courbe  adjointe.  On 
est  ainsi  conduit  à  distinguer  deux  espèces  de  courbes  de  genre  p. 

»  Dans  les  paragraphes  XI-XII,  on  aborde  la  question  de  l'intersection  d'une 
courbe  de  genre  p  et  d'une  courbe  quelconque  et  l'on  traite  le  problème 
général  des  courbes  de  contact. 

»  On  termine  enfin  par  l'étude  sommaire  de  quelques  courbes  spéciales,  des 
courbes  hyperelliptiques  en  particulier.  » 

Picard  [Em.).  —  Sur  les  intégrales  de  dififérentielles  totales  de 
seeonde  espèce.  (329-0^2). 

INL  Picard  appelle  intégrale  de  di [JcrenticUe  totale  rclati\'e  à  une  surface 
algébrique 

f{x,  r,  c)  =  o 

toule  intégrale  de  difierentielle  totale  de  la  forme 
(i)  fiVdx-^qdy), 

où  P  et  Q  sont  des  fonctions  rationnelles  de  .r,  y  cl  z.  Dans  un  préci'drni 
Mémoire  {Journal  de  Mathématiques,  i885),  il  s'c-lail  occupi'  nniiiucnu'iii 
des  intégrales  de  première  esf)èce,  c'est-à-dire  des  iutégrab-s  t|ui  restent  liuies 
pour  toute  valeur  des  variables  indépenilantes. 

i^e   Travail  actuel  est  consacré  aux  intégrales  de  sct'oude  espèce,  dont  \oici  la 

Bull,  des  Sciences  matlié/u.,  .>/  série,  1.  \\\  ,  (néccmluc  i«)oi.)  ll.iS 
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(ItWinilion.  L'inlt'i^rale  (i)  est  dite  de  seconde  espèce,  si  sa  valeur  prise  le  long  de 
toul  cycle  innnitnent  petit  est  nulle;  un  cycle  est  une  suite  continue  fermée 
à  Kne  (liuicusion  de  valeurs  de  x  et  j',  telle  de  plus  que  les  valeurs  initiale  et 
linalc  de  c  soient  les  niènies. 

«   Une  première  proposition  fondamentale,  dit  l'auteur,  est  la  suivante  : 

»  Si  la  surface  f  est  la  plus  générale  de  son  degré,  toute  intégrale  de 
seconde  espèce  se  réduit  à  une  fonction  rationnelle  de  x,  y  et  z. 

»  Ainsi,  en  faisant  abstraction  des  fonctions  rationnelles  des  coordonnées,  il 
n'y  a  pas,  pour  une  surface  quelconque,  d'inléi;rale  de  seconde  espèce;  c'est  ce 
que  nous  avions  déjà  rencontré  pour  les  intégrales  de  première  espèce. 

»  La  question  (|ui  se  pose  alors  est  de  reconnaître  si  une  surface  possède  des 
intégrales  de  seconde  espèce  autres  que  des  fonctions  rationnelles.  La  question 
est  bien  plus  difficile  à  résoudre  que  le  problème  analogue  pour  les  intégrales  de 
première  espèce.  Sa  solution  forme  l'objet  principal  du  deuxième  Cbapitre  de 
ce  Mémoire. 

»  Dans  le  troisième  Chapitre,  je  reviens  sur  les  fonctions  hypcrabéliennes  et 
byperfuchsiennes  dont  je  me  suis  occupé  précédemment  dans  différents  Mé- 
moires. On  sait  que  toutes  les  fonctions  de  cette  natui-e,  correspondant  à  un 
groupe  donné,  peuvent  s'exprimer  rationnellement  à  l'aide  de  trois  d'entre 
elles,  X,  y^  z,  liées  par  une  relation  algébrique 

f{x,  y,  z)  =  o. 

»  Or  une  telle  surface  présente  précisément  ce  caractère  remarquable  de  pos- 
séder en  général  des  intégrales  de  seconde  espèce.  Ceci  m'a  permis  de 
répondre  à  la  question  suivante  qui  m'avait  longtemps  préoccupé  : 

»  Peut-on,  açec  les  fonctions  hyperfuchsiennes  (ou  Iiyperabéliennes),  en- 
gendrer toutes  les  fonctions  algébriques  de  deux  variables  indépendantes, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  obtenir  toutes  les  surfaces  cdgébriques? 

»  La  réponse,  pour  être  négative,  ne  m'en  semble  pas  moins  présenter  quelque 
intérêt.  » 

Lipscliitz.  —  lieclierches  sur  la  IransformatioD,  par  des  subsLitu- 
tions  réelles,  d'une  somuie  de  deux  ou  de  trois  carrés  en  elle- 
même  (Traduction  J.  Molk).  (3^3-/|39). 

Jabloitskl  {f^')-  —  Sur  une  loi  de  Fresnel.  [/\/\\-l\Q(S). 

Cetle  loi,  admise  par  Fresnel  dans  sa  théorie  mécanique  de  la  réfraction,  est 
la  suivante  : 

Dans  deux  milieux  éthér es  différents,  les  carrés  des  vitesses  de  propaga- 
tion des  ondes  planes  sont  en  raison  inverse  des  densités  de  ces  milieux. 

Cette  bvpollièse  est  en  contradiction  avec  le  principe  même  de  la  théorie  de 
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Fresncl,  qui,  comme  celle  de  Gauchy,  repose  sur  l'action  à  distance,  action 
d'autant  plus  forte  que  la  distance  est  plus  faible;  elle  est,  de  plus,  incompa- 
tible avec  la  dispersion.  Elle  doit  donc  être  rejetée. 

M.  Jablouski  prouve  qu'on  peut  l'abandonner  sans  regret,  car  elle  est  abso- 
lument inutile;  à  cet  eflet,  il  reprend  la  théorie  générale  de  la  réfraction  et  de 
la  réflexion,  et,  l'appliquant  au  cas  particulier  considéré  par  Fresnel,  il  montre 
que  l'hypothèse  condamnée  n'y  intervient  en  aucune  façon.  Il  explique  en  ter- 
minant pourquoi  le  rejet  de  cette  loi  n'est  nullement  en  contradiction  avec  les 
vérifications  expérimentales  des  formules  de  Fresnel  relatives  aux  intensités. 


Tome  III;  1887. 

yippell.   —  Développements  en  séries  trigonomélriques  de   cer- 
taines fonctions  périodiques  vérifiant  l'équation  AF  =  o.  (5-52). 

Les  fonctions  que  l'auteur  considère  se  présentent  dans  divers  problèmes  de 
Physique  mathématique.  Elles  sont  périodiques,  satisfont  à  l'équation  de 
Laplace  et  présentent  des  pôles  simples. 

La  première  étudiée  est  la  fonction 


C^ix,  y,  z;  a)  ^ 


i 


x'-hy- 


où   les  radicaux  sont  pris  positivement,  la  sommation  s'étcndant  à  toutes  les 
valeurs  entières  de  m,  positives  et  négatives,  zéro  excepté.  Elle  ne  change  pas 
quand   on   augmente  x  de  a  et  admet  pour  pôles  les  points  de  l'axe  des  x 
d'abscisse  nulle  ou  égale  à  ma. 
Si  l'on  pose 

^li^i  y-i  -^  ;  <^)  =  A(,-|-  A,  cos h. . .-!-  A^  cos  " 


a 


on  trouve,  en  désignant  par  G  la  constante  d'Eulcr 


^'•^~"  ^'^^'^"^  ^(log2«  — C), 


-tu-  (It 

e  "■' 

t 


Il  désignant  la  somme  jK'-t- ^'• 

Après  avoir  développé  en  série  trigonométriquc  à  double  onlré»^  une  fonc- 
tion GoC^,  y^  z\  a^  b)  analogue  à  la  piécédentc,  et  qui  admet  relalivcmonl  ix  x 
la  période  2a,  et  relativement  ù  y  la  période  2/;,  !\r.  Ap|)ell  passe  aux  fondions 
uniformes  satisfaisant  à  rétinalion  Ab"  =  o  et  admoll.inl  trois  groupoN  d(« 
périodes,  nondirc  maximum  pour  une  fonction  de  trois  variables  r«'cllos.  il 
représente  par  une  série  trigonométriquc  celles  de  ces  foncliiuis  (|ui  n'ont  (jue 
des  pôles  dans  un  [)aiallélépipè(le  éléuienlaire. 
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David.  —  Applications  de  la  dérivation  d'Arl)ogast.  Forniule 
générale  pour  le  changement  de  la  variable  indépendante.  (53- 
0.). 

Les  Traités  de  Calcul  ditTcrenticl  donnent  la  règle  du  changement  de  variable 
indépendante;  mais  on  est  bientôt  forcé  de  s'arrêter,  à  cause  des  calculs  prolixes 
que  l'on  rencontre  et  dans  lesquels  aucune  loi  ne  se  manifeste.  Kn  employant 
la  notation  d'Arbogast,  INI.  David  a  pu  résoudre  le  problème  dans  le  cas  général, 
confirmant  ainsi  l'observation  de  Lacroix,  que  la  méthode  d'Arbogast  a  été  trop 
peu  remarquée. 

Autonne  (L.).  —  Recherches  sur  les  groupes  d'ordre  fini  con- 
tenus  dans   le   groupe   des   substitutions   linéaires   de   contact. 

(63-85). 

Le  présent  Travail  a  pour  objet  les  substitutions  birationnelles  et,  parmi 
elles,  les  substitutions  de  contact.  Il  est  divisé  en  deux  Parties. 

Dans  la  première,  l'auteur  établit  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
pour  qu'une  substitution  soit  de  contact,  quand  elle  est  de  la  forme 


P    n 

Xi     cp,(^,  u) 

r       s 

U.     ^.{x,  u) 


(î  =  I,    2,    3), 


où  o-  et  ^-  sont  des  polynômes  homogènes,  dans  lesquels  les  x-  et  les  U;  entrent 
aux  dimensions  marquées  par  les  entiers  />,  q,  r,  s. 

Il  détermine  ensuite  les  deux  formes,  inonistique  et  clualisticjue,  dont  l'une 
appartient  nécessairement  à  toute  substitution  birationnelle  de  contact  quand 
l'un  des  entiers  /?,  ^,  r,  s  est  zéro  ou  un.  Quand  aucun  d'eux  ne  dépasse  l'unité, 
la  substitution  est  dite  linéaire. 

Après  avoir  défini  la  composition  des  substitutions  de  contact,  JNI.  Autonne 
établit  dans  la  seconde  Partie  une  proposition  qui  permet  de  construire  tous 
les  groupes  linéaires  G  de  contact  et  d'ordre  fini,  ce  qui  résout  complètement 
le  problème  proposé  dans  le  titre  du  Mémoire. 

Krause  (/]/.).  —  Sur  les  fonctions  (juadruplement  périodiques  de 
deuxième  et  de  troisième  espèce.  (8^-107). 

Dans  ce  Mémoire,  l'auteur  étudie  les  fonctions  de  deux  variables  qui  sont 
quadruplement  périodiques  de  deuxième  et  de  troisième  espèce,  au  sens  que 
M.  Hermite  donne  à  ces  appellations  dans  son  Ouvrage  Sur  quelques  applica- 
tions des  fonctions  elliptiques. 

Après  avoir  formé  des  fonctions  fondamentales  analogues  à  celles  de  M,  Her- 
mite, il  étudie  leurs  propriétés  principales  et  montre  comment  on  peut  écrire 
une  multitude  infinie  de  relations  fonctionnelles  et  de  systèmes  d'équations 
différentielles  dont  les  intégrales  s'expriment  à  l'aide  de  ces  fonctions. 

Sylow.   —    Sur    la   nuiltiplicalion  coni])lexc  des  fonctions  ellip- 
tiques. (io9-25'j). 
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«  Voici,  en  peu  de  mois,  dit  l'auteur,  l'enchainemeiit  des  idées  qui  m'ont 
guidé  dans  la  partie  la  plus  essentielle  de  ces  recherches.  A  l'occasion  de  la 
nouvelle  édition  des  OEuvres  cVAbel,  j'eus  à  me  rendre  compte  de  l'exactitude 
de  certaines  propositions  de  ce  grand  géomètre,  énoncées  sans  démonstration; 
par  là  mon  attention  fut  appelée  sur  ce  fait  (fue,  pour  les  modules  de  la  mul- 
tiplication complexe,  les  modules  singuliers  d'après  l'expression  de  M.  Kro- 
nccker,  l'équation  de  la  division  des  périodes  est,  dans  certains  cas,  réduc- 
tible; il  s'ensuit  presque  immédiatement  que,  dans  les  mêmes  cas,  l'équation 
modulaire  a  une  ou  deux  racines  rationnelles,  pourvu  qu'on  Jui  adjoigne  la 
racine  carrée  du  déterminant.  Les  modules  transformés  étant  eux-mêmes  sin- 
guliers, cette  question  s'impose  : 

n  Quel  rapport  ont  ces  racines  rationnelles  de  l'équation  modulaire  avec 
le  module  prim,itif? 

»  La  réponse  est  facile  à  trouver  : 

»  Elles  satisfont  à  la  même  équation  algébrique. 

»  On  est  ainsi  conduit  à  étudier  la  résolution  de  l'équation  des  modules,  et 
la  route  à  suivre  est  toute  tracée;  on  établit  sans  difficulté  que  chaque  racine 
s'exprime  en  fonction  rationnelle  de  chaque  autre,  et  que  les  sj'mboles  de  ces 
fonctions  sont  échangeables. 

»  Par  l'expression  multiplication  complexe,  j'entends  une  formule  qui 
exprime 

\\_{a  +  bisjn)z  -+-  a], 

en  fonction  rationnelle  de  '^{z),  a  étant  une  constante.  J'ai  conservé  la  classi- 
fication des  modules  singuliers,  à  laquelle  on  est  conduit  par  cette  définition  : 
elle  ne  coïncide  pas  avec  celle  de  M.  Kronecker,  mais  le  passage  de  l'une  de 
ces  classifications  à  l'autre  est  très  simple;  je  l'indiquerai  à  la  fin  du  Mémoire. 
Mon  objet  étant  les  questions  algébricjues,  je  ne  parle  qu'occasionnellement 
des  nombreuses  relations  que  possède  la  théorie  des  modules  singuliers  avec 
l'Arithmétique;  je  fais  exception  seulement  pour  les  formules  de  M.  Kronecker 
relatives  aux  nombres  des  classes,  dont  je  déduis  celles  que  j'ai  rencontrées  en 
cherchant  les  équations  des  modules  singuliers.  » 

Le  Mémoire  est  divisé  en  sept  Chapitres  dont  les  titres  sont  les  suivants  : 

L  Propositions  fondamentales. 

II.  Les  transformations  linéaires.  Les  plus  simples  modules  singuliers. 

III.  Formation  des  équations  algébriques  dont  dépendent  les  modules  singu- 
liers, et  des  formules  de  multiplication  complexe. 

IV.  Digression  sur  les  formules  d'Arithmétique  de  M.  Kronecker. 

V.  L'équation  de  la  division  des  périodes;  l'équation  modulaire. 

VI.  Transformations  des  modules  singuliers. 

VII.  Hésolution  des  é(iualii)ns  dos  modules  singuliers. 

Une  Note  terminale  donne  le  moyen  de  passer  île  la  classilicalion  des  modules 
singuliers  adoptée  par  l'auteur  à  celle  de  M.  KroneeUi  r. 
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Goursat  (^Ed.).  —  Reclierches  sur  les  intégrales  algébriques  de 
l'équalion  de  Kummer.  (255-3o/î). 


«  Il  existe,  dit  M.  Goursat,  une  différence  essentielle  entre  les  deux  systèmes 
d'cqualions  arithmétiques  dont  dépendent  les  transformations  rationnelles  et 
les  transformations  irrationnelles.  Dans  ce  dernier  cas,  en  effet,  un  système  de 
solutions  des  équations  arithmétiques  ne  fournit  pas  en  général  d'intégrale 
algébrique.  J'espère  avoir  établi  d'une  façon  rigoureuse  qu'on  peut  toujours 
reconnaître,  par  un  nombre  Jlni  d'essais  et  de  calculs  élémentaires,  si  à  un 
système  de  solutions  correspond  effectivement  une  intégrale  algébrique.  Je 
m'attache  surtout  au  cas  particulier  on  l'inversion  du  quotient  de  deux  inté- 
grales de  l'équation  h}  pergéométrique  donne  naissance  à  une  fonction  uni- 
forme; s'il  en  est  ainsi,  cette  fonction  sera,  comme  on  sait,  une  fonction  fuch- 
sienne.  Le  problème  peut  alors  être  considéré  comme  un  cas  particulier  du 
problème  général  de  la  transformation  des  fonctions  fuchsiennes. 

»  L'existence  d'une  intégrale  algébrique  étant  reconnue,  le  calcul  des  coeffi- 
cients de  cette  équation  est  un  problème  dont  la  solution  générale  paraît  fort 
difficile.  On  peut  cependant  indiquer  des  méthodes  générales,  lorsque  la  rela- 
tion est  de  genre  zéro  ou  de  genre  un.  Les  calculs  algébriques  auxquels  on  est 
conduit  paraissent,  il  est  vrai,  compliqués,  mais  il  est  facile  de  reconnaître 
qu'on  ne  peut  les  éviter.  Je  me  réserve  de  revenir  sur  la  formation  et  les  pro- 
priétés de  ces  équations. 

»  La  dernière  Partie  contient  la  démonstration  d'un  théorème  général  sur  les 
équations  linéaires,  dont  l'application  à  l'équation  de  Kummer  est  immédiate. 
De  ce  théorème  se  déduisent  aussi  des  conséquences  intéressantes,  que  je  ne 
fais  que  signaler,  relatives  à  la  réduction  de  certaines  intégrales  abéliennes.  » 

Darboux  {G.).  —  SuiMa  résolution  de  l'équation 

et  de  quelques  équations  analogues.  (3o5-325). 

La  première  Partie  de  ce  Mémoire  contient  la  solution  complète  de  ce  pro- 
blème : 

Étant  donnée  une  équation 

f{dXi,   C/X,,    ...,    C?JÎ7„)  =  0, 

où  f  désigne  une  fonction  homogène  quelconque,  à  coefficients  constants, 
des  différentielles  dx^,  dx^,  ....  dx,,,  exprimer  de  la  manière  la  plus  gène- 
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j^ale,  et  sans  aucun  signe  de  cjuadratui-e,  les  fonctions  Jc,,  x,,  ...,  x„  dUin 
paramètre  t  qui  satisfont  à  cette  équation. 

La  méLliode  générale,  que  AL  Darboux  fait  coniuulrc.  est  ai)i)liquée  clans  la 
seconde  Parlie  à  ré(iiiaLion  d'Eu  1er 

dx'-^  dy-  =  ds''-, 

dont  on  retrouve  la  solution  bien  connue.  L'auteur  développe  ensuite  les  calculs 
relatifs  à  l'équation  plus  générale 

dx""'  +  dy-  +  dz'  =  ds'-^ 

antérieurement  considérée  par  J.-A.  Serret,  et  donne  l'intcrprélation  géomé- 
trique des  résultats  auxquels  il  parvient. 

Dans  la  troisième  et  dernière  Partie,  M.  Darboux  résout  de  deux  tnaniéres 
différentes  le  problème  intéressant  qui  consiste  à  déterminer  dans  l'espace,  sans 
aucun  signe  de  quadrature,  deux  courbes  se  correspondant  point  par  point  de 
telle  manière  que  les  arcs  correspondants  des  deux  courbes  soient  égaux.  La 
première  solution  conduit  à  cette  consé(iuence  digne  de  remarque  : 

On  peut  obtenir  sans  aucun  signe  de  quadrature  les  équations  les  plus 
générales  de  deux  surfaces  réglées  applicables  l'une  sur  l'autre. 

La  seconde  solution  est  particulièrement  appropriée  à  la  délernîination  des 
couples  de  courbes  gauches  dont  les  arcs  correspondants  sont  égaux  quand  ou 
assujettit  en  outre  C(  s  courbes  à  quelque  autre  condition. 

Ilunibert  {G.).  —  Sur  le  théorème  d'Abel  et  quelques-unes  de  ses 
applications  géométriques.  (327-404). 

Introduction.  —  <v  Le  but  de  ce  Mémoire  est  de  démontrer  une  formule  qui 
permet,  étant  données  une  courbe  algébrique  f=o  de  degré  n,  et  une  inté- 
grale abélienne  quelconque  appartenant  à  cette  courbe,  de  calculer  a  //riori  \a 
somme  des  variations  de  l'intégrale  sur  les  lignes  décrites  par  les  points  ilin- 
..  tersection  de  la  courbe  proposée  et  d'une  courbe  algébrique  variable,  appar- 
tenant à  un  faisceau.  Si  l'on  désigne  par 

F  —  w  9  =  o 

l'équation  des  courbes  de  ce  faisceau,  la  somme  cherchée  sera  une  fond  ion  du 
paramètre  u  et  l'étude  de  ses  variations,  (|uand  on  l'ait  varier  le  |>aramèii'e, 
donne  lieu  à  des  conséquences  analytiiiucs  intéressantes,  se  Iradiiisanl  gi'>omé- 
triquement  d'une  manière  souvent  très  simple. 

»  L'emploi  des  fonctions  fuchsiennes,  introduites  dans  la  Science  par  M.  Toin- 
caré,  nous  a  permis  d'arriver  simplement  au  résnll;ii  clicrché, 

»  La  première  Partie  du  présent  Travail  est  consacrée  à  la  (h'monstr.ition  ot  à 
l'étude  des  conséquences  analytiques  de  la  formule  fondamentale:  on  examine 
spécialement  le  cas  où  l'intégrale  abélienne  se  réduit  à  une  lomiinn  r.iiiun- 
nelle,    et    l'on    en    déduil     \c    moyen   de   liouver   h»   somme   ou    le   [«roduii    des 
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valeurs  que  prend  une  fonction  rationnelle  des  coordonnées  aux  points  com- 
muns à  deux  courbes  algébriques  et  de  discuter  cette  somme  ou  ce  produit 
(juand  une  des  courbes  varie,  sans  cesser  d'appart(;nir  à  un  inéinc  faisceau, 

»  La  seconde  Partie  comprend  les  applications  géométriques  les  plus  simples 
de  cette  tliéorie;  en  considérant,  soit  une  intégrale  abélienne  ayant  une  signi- 
fication déterminée,  soit  une  fonction  rationnelle  simple  des  coordonnées  des 
points  d'une  courbe,  on  peut  énoncer  immédiatement  des  théorèmes  géomé- 
triques relatifs  à  la  somme  des  valeurs  que  prennent  cette  intégrale  et  celte 
fonction  aux  points  communs  à  la  courbe  proposée  et  à  chacune  des  courbes 
d'un  faisceau.  On  a  développé  spécialement  des  applications  relatives  aux  aires, 
aux  directions  et  aux  longueurs. 

»  La  troisième  Partie  a  pour  but  de  faire  les  mêmes  applications  aux  arcs  de 
courbe  qui  s'expriment  par  une  intégrale  abélienne  appartenant  à  la  courbe  : 
les  courbes  qui  jouissent  de  cette  propriété  sont  celles  que  Laguerre  a  nommées 
courbes  de  direction. 

»  Gomme  conséquence  de  cette  théorie,  on  détermine  les  courbes  curieuses 
dont  l'arc  s'exprime  par  une  intégrale  abélienne  de  première  espèce;  elles 
jouissent  de  cette  propriété  que  la  somme  des  arcs  interceptés  sur  elles  par 
deux  courbes  quelconques  de  même  degré  est  toujours  nulle.  » 


Poincaré  {H.). 
(4o5-464). 


Les  fonctions  fuclisiennes  et  l'Aritiimétique. 


Étant  donnée  la  forme  quadratique 


XZ, 


il  est  aisé  de  trouver   toutes  les  substitutions  linéaires  S  (|ui   n'altèrent  pas  ^i). 
Une  pareille  substitution  étant  définie  par  le  tableau  de  neuf  coefficients 


l'équation  en  S 


'^o      "il     ^n 

^2'  2>  2' 

^2'        ^35        ^3' 


«i  S  ^, 

«3  ^3 


S 


aura  une  racine  égale  à  +i  (transformation  droite)  ou  une  racine  égale  à  —  i 
(transformation  gauche). 

Les  substitutions  droites  qui    n'altèrent  pas  <I>   ont  pour   tableau    de  leurs 
coefficients 

0-           —  Sy  T'       I 

—  2  0,3     a8  +  [jy  — 2ay    , 

f-           —  a[i  a^       I 

a,  p,  y,  ô  étant  ({uatre  ([uantités  quelconques  telles  que 


(ao-^iy  )«:-!, 
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Si  l'on  s'en  tient  aux  substitutions  réelles  et  qu'un  écarte  celles  de  détermi- 
nant —  I,  on  aura 

a5  —  Py  =  I . 

Or  M.  Poincaré  a  appelé  substitutions  fuchsiennes  les  substitutions 


où  ce,  p,  Y,  Ô  sont  des  quantités  réelles  telles  que 

a8  —  Py  =  I. 

Ainsi  à  chaque  substitution  S  qui  n'altère  pas  *I>  correspond  une  substitution 
fuchsienne  s. 

Si  S  et  S'  sont  deux  transformations  linéaires  qui  n'altèrent  pas  «!>,  et  si  s 
et  s'  sont  les  substitutions  fuchsiennes  correspondantes,  à  la  transformation  SS' 
correspondra  la  substitution  fuchsienne  ss'.  A  tout  groupe  discontinu  de  trans- 
formations n'altérant  pas  <i>  correspondra  un  groupe  fuchsien,  et  réciproque- 
ment. 

Soit  maintenant  T  une  transformation  linéaire  de  déterminant  quelconque 
qui  altère  <î>,  et  soit  F  ce  que  *ï>  devient  par  rcHet  de  cette  transformation. 

La  forme  F  sera  inaltérée  par  certaines  substitutions  de  déterminant  i,  qui 
sont  dites  tvaiis  for  mations  semblables  de  F;  et  à  toute  transformation  sem- 
blable de  F  correspondra  une  transformation  semblable  de  4>.  A  tout  groupe 
discontinu  de  transformations  semblables  de  F  correspondra  un  groupe  de 
transformations  semblables  de  *!>  et  par  conséquent  un  groupe  fuchsien;  et 
réciproquement. 

Si  la  forme  F  a  ses  coefficients  entiers,  on  distinguera  parmi  les  transfor- 
mations semblables  de  F  celles  dont  les  coefficients  sont  entiers.  Elles  fornunt 
un  groupe  discontinu,  au(iuel  correspond  un  groupe  fuchsien  et  par  conséquent 
un  système  de  fonctions  fuchsiennes.  M.  Poincaré  a  donné  ;\  ces  fonctions  le 
nom  àc  fonctions  fuchsiennes  arithmétiques. 

Le  présent  Travail  est  consacré  à  l'élude  de  ces  fonctions  spéciales  et  de  leurs 
applications  à  la  théorie  des  nombres.  L'auteur,  entre  autres  résultats,  établit 
pour  ces  fonctions  un  théorème  (jui  peut  être  regardé  comme  la  généralisation 
du  théorème  d'addition  des  fonctions  elliptiques  et  qui  ne  paraît  pas  avoir  lieu 
pour  les  fonctions  fuchsiennes  ordinaires. 

Léauté  {II')-  —  Sur  la  caractéristique  cinématique  (\\\\\  sjslcmc 
mécaniqtio  eu  nujiivciiiciiL  (465-476). 

Ilugoniol  (II-).  —  Mémoire   sur   la   propagation  du  inouvrnuMiI 
dans  un  (luide  indéllui  (preniirre  rarlio).  (i77-4j)'0* 

Le  résultat  capital  établi  dans  ce  ÎNIémoire  poslhunic  e-t  tiuc  : 

L'expression  aiial}n\/uc  de  la  cilesse  tic  jiro/x/^dlii)//  du  mou\'cniciit  dans 
un  fluide  indc/ini  s'obtient  aiscnwnf,  et  de  la  manière  la  /dus  ^^enerale,  />ar 
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la  simple   considération    des   équations  de  l'Hydrodynamique,  sans  qu'il 
soit  aucunement  besoin  de  se  préoccuper  de  la  forme  des  intégrales. 

Après  avoir  déCini  avec  précision  ce  qu'il  faut  cnlendre  par  vitesse  de  pro- 
pagation d'un  mouvement  dans  un  autre,  l'auteur  considère  la  célèbre  équation 
de  Poisson 

dt^  \ôx-        ôy-        âz-J^ 

tout  en  faisant  des  réserves  sur  sa  validité.  Il  en  déduit  sans  aucune  intégra- 
tion la  formule 

dn\- 


qui  donne  la  vitesse  du  son  et  plus  généralement  la  vitesse  de  propagation  d'un 
mouvement  dans  un  autre  au  sein  d'un  milieu  indéfini. 

Il  applique  ensuite  une  méthode  analogue  aux  équations  générales  de  l'Hy- 
drodynamique,  données  par  Euler,  en  s'en  tenant  au  cas  où  la  conductibilité 
calorifique  du  milieu  peut  être  négligée.  Alors  la  relation  entre  la  pression  p 
et  la  densité  p  d'un  élément  de  masse  donné  est  toujours  la  même;  on  suppose 
en  outre  que  cette  relation 


est  la  même  en  tous  les  points  du  fluide.   On  parvient  ainsi  à  la  formule 

dn 


générale 


=  N  zt 
dt 


/dp 


où  N   est  la   projection   de   la  vitesse  au  point  considéré  sur  la  normale  à  la 
surface  de  l'onde,  et  qui  met  en  évidence  cette  conclusion  importante  : 

La  vitesse  de  propagation  d'un  mouvement  dans  un  fluide  dépend  de 
l'état  du  fluide,  mais  elle  est  indépendante  de  la  nature  du  mouvement 
qui  se  propage,  pourvu  qu'il  ne  se  produise  pas  de  discontinuité. 

Dans  le  cas  des  gaz  parfaits,  la  formule  précédente,  rapprochée  de  la  loi  de 
la  détente  adiabali(|ue,  donne  le  résultat  classique  établi  d'une  manière  entiè- 
rement rigoureuse. 

J)ans  le  cas  des  liquides,  la  viiesse  de  propagation,  rapportée  au  fluide,  est 
une  constante  absolue,  indépendante  non  seulement  du  mouvement  qui  se  pro- 
page, mais  aussi  du  mouvement  primitif. 


Tome  IV;  i 

llalpheii   [G.-U.).    —   Sur   le   inoiivemenl   iWvn    solide    dans    un 
liquide.  (5-8i). 

Le  mouvement  d'un   solide  dans  un  liquide  indéfini  est  régi  par  un  système 
de  six  équations  did'érenlicUes  que  Kircliholf  a  établies  ;  il  a  de  plus  démontré 
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que,  si  le  solide  est  homogène  et  de  révolution  et  si  aucune  force  n'agit  sur  ce 
solide  ni  sur  le  liquide,  ces  équations  dilTérentielles  conduisent  à  des  quadra- 
tures elliptiques;  ce  résultat  a  reçu  de  Glebsch  une  certaine  extension.  Il 
existe  donc  un  cas  où  le  problème  est  susceptible  d'une  solution  complète 
grâce  aux  fonctions  elliptiques,  tous  les  éléments  du  mouvement  jiouvant  être 
exprimés  en  fonction  explicite  du  temps. 

C'est  cette  importante  application  des  fonctions  elliptiques  que  .M.  Ilal[)lien 
développe  dans  le  présent  Mémoire.  Il  la  complète  par  une  extension  inat- 
tendue du  théorème  de  Jacobi,  d'après  lequel  le  mouvement  d'un  corps  grave 
de  révolution,  suspendu  par  un  point  de  son  axe,  se  décompose  en  deux  mou- 
vements à  la  Poiiisot  :  les  formules  qui  représentent  le  mouvement  d'un  solide 
dans  un  liquide  ont,  en  effet,  permis  à  l'auteur  de  faire  apparaître  une  décom- 
position analogue. 

Pépin  (Le  P.).  —  Sur  quelques  formules  d'Analjse  utiles  dans  la 
théorie  des  nombres.  (83- 12^). 

L'objet  du  présent  Mémoire  est  de  démontrer  l'ensemble  des  formules  géné- 
rales de  Liouville,  qui  reposent  sur  la  partition  numérique  exprimée  par  les 
équations 

n^^p-\-q^        p  =  a:L,         q  =  b'^,        n  =  d^, 

dans  lesquelles  tous  les  nombres  considérés  sont  entiers  et  positifs,  pairs  ou 
impairs.  L'auteur  traite  successivement  des  formules  qui  ne  concernent  qu'un 
seul  mode  de  partition,  puis  de  celles  où  l'on  compare  les  deux  modes  de  par- 
tition. 

Ilumbert  (G.).  —  Sur  les  courbes  cvcliqucs  de  direclion.  (i2()- 

i3i). 

Modifications  à  apporter  à  quelques  résultats  du  Mémoire  de  l'auteur  sur  le 
théorème  d'Abel  {Journal  de  Mathématiques,  1887). 

Huinhert  (G.).  —  Sur  les  courbes  algébriques  planes  reclifiables. 

(i33-i5i). 

Une  courbe  algébrique  est  dite  rectijlable  si  tout  arc  de  ci-llc  courbe  c>( 
une  fonction  algébrique  des  coordonnées  de  son  extréiuité.  Toute  courbe 
plane  rectifiable  est  évidemment  la  développée  d'une  courbe  algébritiue  cl 
réciproquement. 

M.  Ilumbert  complète  ce  résultat  en  moulrant  (|ue  l'arc  de  toute  courbe 
algébrique  rectifiable /(.r,  y)  =  o  à.  une  expression  de  la  fornie 

*  =  co-f-iV//-i-/;% 

où  X  ç^l  y  désignent  les  coordonnées  de  rextrémilé  de  l'arc,  (.)  une  ronslanle 
qui  dépend  du  choix  du  point  origine  des  arcs  et  P  une  fonction  rationnelle 
de  X  et  y. 
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Ce  théorème  permet  d'étudier  en  particulier  les  courbes  rcctifiables  dont 
l'arc  est  une  fonction  rationnelle  des  coordonnées  de  son  extrémité,  et  qu'on 
peut  appeler  courbes  à  arc  rationnel. 

Les  courbes  à  arc  rationnel  sont  les  courbes  de  direction  (La guerre)  qui 
sont  des  développées  de  courbes  algébriques. 

AL  lluml)crt  établit  que,  si  la  développée  d'une  C(nirl)e  de  direction  est  de 
direction,  la  courbe  est  elle-même  de  direction. 

Mais,  pour  discuter  la  proposition  réciproque,  il  faut  distinguer,  parmi  les 
courbes  algébriques,  les  courbes  simples,  qui  ne  sont  coupées  ortliogonale- 
jnent  par  chacune  de  leurs  normales  qu'e/i  un  seul  point.  On  démontre  alors 
(juc  : 

Les  courbes  algébriques  planes  à  arc  rationnel  sont  les  développées  des 
courbes  algébriques  de  direction  qui  sont  des  courbes  simples. 

Ce  sont  aussi  les  caustiques  par  réflexion  des  courbes  algébriques,  les  rayons 
incidents  étant  concourants  et  réciproquement. 

Après  ces  théorèmes  viennent  diverses  applications,  entre  autres  la  déter- 
mination des  épicycloïdes  algébriques  à  arc  rationnel. 

Le  JMémoire  se  termine  par  cette  proposition  générale  : 

Si  la  courbe  f{x,  y)  =  o  est  une  courbe  algébrique  d'ordre  n,  à  arc 
rationnel,  son  arc  est  de  la  forme 

P(x,y)' 

P  =  o  étant  l'équation  d'une  courbe  de  degré  n  —  3  adjointe  à  la  courbe 
f  =z  o  et  que  Von  peut  choisir  arbitrairement  ;  C  =  o  étant  l'équation  d'une 
courbe  adjointe  d'ordre  n —  2,  passant  par  les  points  où  la  courbe  P  =  o 
rencontre  la  courbe  f  =  o.  Si  la  courbe  f  est  unicursale,  les  degrés  de  C  et 
de  P  doivent  être  augmentés  d'une  unité. 

Ilugoniot  (//.).   —  Mémoire  sur   la  propagation   du  motiveiiicnt 
clans  un  fltiide  indéfini  (seconde  Partie).  (loS-iG-j). 

L'hypothèse  essentielle  faite  dans  la  première  Partie  de  ce  Mémoire  {Journal 
de  Mathématiques,  1887)  était  que  la  densité  p  du  lluide  s'exprimait  partout 
par  la  même  fonction  de  la  pression.  Pour  s'alTranchir  de  cette  restriction, 
l'auleur  recourt,  non  plus  aux  équations  d'Kuler,  mais  à  celles  de  Lagrange, 
qu'il,  commence  par  établir  directement. 

11  distingue  ensuite  deux  surfaces  d'onde  :  l'une  S  est  le  lieu  des  positions 


initiales  des  points  atteints  simultanément  par  les  deux  rr>ouvements  Ma  vitesse 

de  propagation  correspondante  est  -,    );  l'autre  S'  est  le  lieu  des  positions  de 

ces  mêmes  points  à  l'inslant  t  (  la  vitesse  de  propagation  correspondante  est  —77]' 

Ces  deux  vitess(;s   de   propagation  sont  calculées  successivement   au    moyen 

des  équations  du  mouvement   et  sans  aucune  intégration.  Lexpression  de  — .- 
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se  réduit  à  celle  qui  a  cté  trouvée  clans  la  première  Partie  lorsque  0  ne  dépend 
que  de  p  et  non  de  x,  y,  z. 

Klein  (F.)-  ■ —  Sur  la  résolulion,  par  les  fonclions  liyperelli])- 
tiques,  de  l'équation  du  vingt-septième  degré,  de  laquelle 
dépend  la  détermination  des  vingt-sept  droites  d'une  surfaee 
cubique.  (169-1  ^6). 

Dans  cette  Lettre,  adressée  à  M.  C.  Jordan,  l'auteur  indique  comment  il  a 
réduit  l'une  à  l'autre  l'équation  aux  vingt-sept  droites  d'une  surface  cubique 
et  celle  de  la  trisection  des  fonctions  hypcrelliptiques,  réduction  dont  on  pou- 
vait a  pi'iori  concevoir  la  possibilité,  les  deux  équations  en  question  ayant  le 
même  groupe. 

Autonne  {Léon).  —  Reclierches  sur  les  groupes  d'ordre  fini 
contenus  dans  le  groupe  quadratique  crémonien.  Premier  Mé- 
moire :  Etude  d'une  substitution  crémonienne  isolée,  (i  '-'-•-24'"). 

Recherches  sur  les  groupes  quadratiques  crémoniens  d'ordre  fini. 
Second  Mémoire  :  Multiplication  des  crémoniennes,  grou[)es 
quadratiques;  groupe  directeur.  (4o'j-464). 

«  Après  avoir,  dit  l'auteur,  dans  deux  Mémoires  insérés  au  Journal  de  Malhé- 
matiques  (années  i885  et  188G),  étudié  les  groupes  d'ordre  fini  contenus  dans 
les  groupes  quadratique  et  cubique  Cremona,  je  me  propose,  dans  le  présent 
Travail,  d'étendre  le  même  genre  de  recherches  aux  substitutions  biralion- 
nelles  qui,  au  lieu  d'avoir  seulement  une  série  de  trois  variables  homogènes  .r,- 
(coordonnées  d'un  point  x  du  plan),  contiennent  deux  séries  de  trois  variables 
liomogènes  :  x-  (coordonnées  dun  point  x  du  plan),  u-  (coordonnées  d'une 
droite  u  du  plan  ). 


»  Soit 


5  = 


n     h 

X-    ^i{x,  u) 

c      d 

U-     <^-{x,  u) 


a     b 
c     d 


une  pareille  substitution,  ç-  et  '^^  étant  des  polynômes  qui  coulitMinent  les  .i\ 
et  les  u-  aux  dimensions  marquées  par  les  entiers  «,  ^,  c,  c/,  lesquels  ne  peinenl 
être  négatifs. 

»  J'a[)pellc  crémonienne  une  substitution 


5  = 


le     d   ) 


qui  est  à  la  f(>i>  haudionnelle  cl  de  contact.  I/iipp(dhil  ion  crc/nonicnnc  r^l 
justilit'c  par  le  (ail  (pie  >v  se  rétiuil  à  une  sub^lituliou  (iremona  onlin.iire.  -i 
l'entier  /f  est  nul. 


270  SECONDE  PAHTIE. 

»  SoieiiL  deux  créinonicnnes  s  cl  s' 


s  = 


u-     '^^{x,  u) 


Xi    o[{x,  u) 
II.     ^[{x,  u) 


la  sul)sliliilion 


est,  par  définition,  le  produit  5'*  de  5' par  5.  Je  démontre  que  les  crémonicnnes 
forment  un  groupe,  que  j'appelle  groupe  crémonien.  C'est  la  construction  de 
groupes  crénioniens  dits  quadratiques,  formés  par  des  substitutions 


les  entiers  a,  b,  c,  d^2  qui  est  l'objet  du  premier  Mémoire 

»  Le  champ  des  recherches  relatif  aux  crémoniennes  est  presque  inexploré .... 
Personne  n'a  encore  donné,  au  moins  à  ma  connaissance,  les  conditions  de  bira- 
tionnalilé  et  la  forme  explicite  des  fonctions  entières  ^-  et  4^-.  » 

La  construction  des  groupes  crénioniens  a  dû,  par  conséquent,  être  précédée 
de  la  conslruction  et  de  l'étude  d'une  crémonienne  isolée. 

Le  second  Mémoire  traite  de  la  composition  des  crémoniennes,  de  la  con- 
struction des  groupes  quadratiques  et  de  la  recherche  des  groupes  d'ordre  fini. 

llllbert  {D.).  —  Lettre  adressée  à  M.  Hermite.  (244-256). 

Cette  Lettre  traite  de  l'analogie  qui  existe  entre  la  théorie  des  invariants 
des  formes  binaires  du  quatrième,  du  cinquième  degré,  etc.,  et  celle  des  formes 
cubiques  ternaires,  quaternaires,  etc. 

Lévy  [Maurice).  —  Sur  les  équations  les  plus  générales  de  Ja 
double  réfritction  compatibles  avec  la  surface  de  l'onde  de 
Fresnel.  (257-31  2). 

L'objet  de  ce  Mémoire  est  de  rechercher,  sans  faire  d'hypothèse  sur  la  cause 
de  la  polarisation  dans  un  plan,  sachant  seulement  que  cette  cause  est  mesu- 
rable par  une  grandeur  qui  est  de  la  nature  d'un  vecteur,  quelles  sont  les 
expressions  les  plus  générales  des  composantes  de  ce  vecteur,  compatibles  avec 
l'équation  classique  de  la  surface  de  l'onde. 

De  la  discussion  complète  faite  par  M.  Maurice  Lévy  résultent  de  nom- 
breuses conclusions,  dont  voici  quelques-unes  : 

Si  l'on  écarte  les  cristaux  asymétriques,  pour  tous  les  autres,  les  équations 
diirérenlielles  les  plus  générales,  physiquement  admissibles,  du  vecteur  lumi- 
neux (vibration  ou  autre),  fournissant  la  surface  de  l'onde  de  Fresnel,  forment 
(juatrc  solutions  bien  déterminées.  Chacune  de  ces  solutions  comporte  cinq 
constantes    arbitraires  :    les   trois    premières    définissent   la   vitesse   de  l'onde 


REVUE    DES   PUBLICATIONS. 


.^71 


obscure,  qui  csL  la  môme  dans  les  quatre  solutions.  Les  trois  autres  influent 
sur  la  direction  du  vecteur. 

Il  n'est  nullement  nécessaire,  pour  obtenir  la  surface  de  Tonde,  de  supposer 
des  vibrations  ou  plus  généralement  le  vecteur  lumineux,  soit  dans  le  plan  de 
polarisation,  soit  dans  un  plan  perpendiculaire.  Ln  donnant  aux  arbitraires 
dont  dépend  le  vecteur  lumineux  toutes  les  valeurs,  on  obtient  des  vibrations 
de  toute  inclinaison  sur  ce  plan,  et  même  des  vibrations  pouvant,  pour  cer- 
taines ondes  particulières,  être  longitudinales. 

Parmi  tous  les  vecteurs  possibles,  les  plus  intéressants  sont  : 

(«).  Celui  qui  est  à  la  fois  dans  le  pian  de  polarisation  et  dans  le  plan  de 
l'onde; 

{b).  Ceux  qui  sont  situés  dans  ce  dernier  plan. 

La  théorie  du  vecteur  (a)  contient,  comme  cas  particulier  correspondant  à 
l'évanouissement  de  l'onde  obscure,  la  théorie  de  Lamé,  retrouvée,  avec  diverses 
variantes,  par  plusieurs  autres  auteurs,  Cauchy,  Mac  Cullagh,  Newmann, 
Massieu. 

Pour  les  vecteurs  {b)  deux  théories  sont  également  possibles;  l'une  d'elles, 
convenablement  particularisée,  conduit  soit  à  des  équations  qui  reproduisent 
toute  la  théorie  de  Fresnel,  soit  aux  résultats  de  Maxwell,  de  INL  Sarrau  et  de 
AL  Boussinesq. 

Pour  choisir  entre  les  diverses  solutions  ainsi  cnumérées,  il  faudra  recourir 
à  la  réflexion  cristalline  et  éliminer  celles  qui  ne  satisferont  pas  aux  lois  les 
mieux  établies  de  ce  phénomène. 

Iluinbei't  [G.).  —  Sur  quelques  propriétés  des  aires  spliériques. 

(3i3-348). 

Voici  comment  l'auteur  résume  le  contenu  de  son  Travail  : 

«  L'objet  du  présent  Mémoire  est  l'extension  à  la  sphère  de  la  propriété  si 
simple  et  si  remarquable  que  présente  la  circonférence  de  cercle  pour  la  mesure 
des  angles  situés  d'une  manière  quelconque  dans  son  plan  et  tiu'on  peut 
énoncer  ainsi  : 

»  La  différence  {ou  la  somme)  des  arcs  interceptes  par  les  deux  côtes 
d'un  angle  a  sur  une  circonférence  de  rayon  M  est  égale  à  2  H  a. 

»  Dans  l'espace,  ce  théorème  n'est  pas  applicable  sans  modilicalion  à  la  diflo- 
rence  des  aires  que  découpe  sur  une  sphère  un  cône  rencontrant  celte  suifacc 
suivant  deux  courbes  fermées;  nous  montrerons  que  cette  diflerencc  ne  dépend 
pas  seulement  du  rayon  de  la  sphère  et  de  la  forme  du  cône,  ce  (jui  scrail  la 
généralisation  directe  de  la  proposition  sur  la  mesure  des  angles  plans,  mais 
([u'il  suflit,  pour  TexprinuM',  d'introduire  un  iinmcl  élément,  à  savoii-  la 
distance  du  centre  de  la  sphère  à  un  plan  passant  par  le  sommet  du  ciuie  et 
invariablement  lié  à  ce  cône.  Nous  verrons  également  que  celle  propriété 
s'étend  aux  surfaces  dévclop[>al)!es  cl,  c\\  général,  aux  surfaces  réiilées;  dans 
le  cas  spécial  des  surfaces  réglées  à  plan  directeur,  on  retrouve  même  la  |u<»- 
priété  de  l'angle  plan,  c'est-à-dire  (|ue  la  dillérence  des  aires  découpt'-es  sur  wuc 
splière  |)ar  une  telle  surface  ne  dt-pciid  |i,i>  de  la  |)o>ition  de  la  sphère  dan- 
Tespace. 
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))  iMifin,  les  formules  relalives  au  cône  nous  permettront  d'évaluer  la  difré- 
rencc  des  aires  découpées  sur  une  sphère  par  une  quadriquc,  dans  le  cas  où 
l'intersection  se  compose  de  deux  courbes  fermées,  et  d'établir,  relativement  à 
cette  différence,  quelques  propositions  curieuses  parmi  lesquelles  nous  signa- 
lerons celles  qui  concernent  le  paraboloïde  elliptique.  » 

Jordan  {Camille).  —  Snr  les  transformallons  d'une  forme  qna- 
(li'aliqne  en  elle-même.  (349-368). 

Introduction.  —  «  Nous  déterminons  dans  ce  Mémoire  les  conditions  néces- 
saires et  suffisantes  auxquelles  doit  satisfaire  une  substitution  linéaire  pour 
être  capable  de  transformer  en  elle-même  une  forme  quadratique  de  discrimi- 
nant diiïérent  de  zéro. 

»  Ces  conditions  étant  supposées  remplies,  nous  montrons  que  la  substitu- 
tion donnée  S,  et  l'une  quelconque  F  des  formes  quadratiques  de  discrimi- 
nant 7^  o  qu'elle  transforme  en  elle-même,  peuvent  être  ramenées  simultané- 
ment à  une  expression  canonique  dépendant  exclusivement  des  invariants  de  S. 

De  là  résulte  cette  conséquence  que  les  diverses  formes  F  sont  transfoj-- 
mables  les  unes  dans  les  autres  par  des  substitutions  linéaires  qui  n'altèrent 
pas  l'expression  de  S. 

Duheni  {P-)-  —  S  tir  un  théorème  d'Electrodynamique.  (369-4o5). 

Il  est  bien  connu  que,  si  l'on  suppose  donnée  l'action  qu'un  courant  fermé 
et  uniforme  exerce  sur  un  élément  de  courant  uniforme,  l'action  élémentaire 
est  susceptible  d'une  infinité  d'expressions  diflerentes.  De  cette  infinité  de  lois 
élémentaires,  une  seule  est  compatible  avec  la  règle  de  l'égalité  entre  l'action 
et  la  réaction  :  c'est  la  loi  d'Ampère,  ainsi  que  l'a  démontré  Gauss. 

M.  Du  hem  se  pose  la  question  plus  générale  que  voici  : 

Si  l'on  connaît  l'action  qu'un  courant  fermé  et  uniforme  exerce  sur  uji 
élément  de  courant  uniforme  et  si,  de  plus,  on  assujettit  la  loi  élémentaire 
à  satisfaire  à  la  condition  que  le  travail  produit  dans  le  déplacement  de 
deux  éléments  de  courant  par  les  actions  mutuelles  de  ces  deux  éléments 
dépende  uniquement  du  cliangement  de  position  relative  des  deux  éléments, 
la  loi  élémentaire  est-elle  complètement  déterminée? 

La  conclusion  du  IMémoire  où  l'auteur  discute  celte  question  est  qu'il  existe 
au  plus  une  loi  élémentaire  compatible  avec  les  conditions  imposées. 

Gilbert  (Ph.).  —  Sur  les  eomposautes  des  accélëralions  d'ordre 
((uelcouque    suivant   trois    directions    rectangulaires    variables. 

(465-4:3). 

Divers  auteurs  ont  évalué  les  composantes  de  l'accélération  d'ordre  quel- 
conque suivant  la  tangente,  la  normale  principale  et  la  binormale  à  la  trajec- 
toire. jM.  Gilbert  enseigne  à  calculer  les  projections  de  cette  accélération  sur 
trois  droites  rectangulaires  mobiles  Ox,  Oy^  Oz  suivant  une  loi  quelconque, 
mais  déterminée,  autour  d'un  point  fixe  O.  Il  retrouve  comme  cas  particuliers 
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les  résultats  de  ses  devanciers,  et  applique  ses  formules  au  cas  où,  le  point 
mobile  étant  déterminé  par  un  système  de  coordonnées  curvilignes  composé  de 
trois  familles  de  surfaces  orthogonales,  les  axes  Oxyz  sont  constamment 
parallèles  aux  normales  des  trois  surfaces  qui  déterminent  ce  point. 


Tome  V;  1889. 

Halphen.  —  Sur  la  miilLipiication  complexe  dans  les  fonctions 
ellipliqiies,  et  en  particulier  sur  Ja  multiplication  par  y/ —  2.3. 

(5-02). 

On  sait  que,  si  e  est  un  entier,  p(eu)  est  une  fonction  rationnelle  de  pu. 
Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  sans  que  s  soit  un  entier,  il  faut  et  il  suffit  que  le 
rapport  des  périodes  soit  racine  d'une  équation  du  second  degré  à  coefficients 
entiers 

aoi'-  -\-  ib  woi'+  co)-  =  o, 

le  multiplicateur  e  est  alors  de  la  forme 

k'  +  ik  \Jac  —  b\ 

k  et  k'  étant  deux  entiers. 

Pour  la  recherche  elfective  des  fonctions  elliptiques  singulières  (ou  admet- 
tant une  multiplication  complexe)  on  n'a  guère  employé  que  des  moyens 
détournés  et  parfois  extrêmement  laborieux.  L'auteur  indique  un  moyen 
direct  et  simple,  qui  ne  met  en  jeu  que  les  premiers  éléments  de  la  théorie  des 
fonctions  elliptiques,  et  qui  consiste  à  obtenir  une  relation  entre  des  constantes 
exprimables  en  fonction  des  invariants. 

Il  fait  ressortir  la  remarquable  liaison  qui  existe  entre  la  théorie  des  formes 
arithmétiques  de  Gauss  et  celle  des  fonctions  singulières. 

Comme  exemple  de  sa  méthode,  l'auteur  traite  de  la  miiltiplication  par  y  —  i3 
et  des  six  fonctions  qui  admettent  cette  multiplication. 

Slieltjes.  —  Sur  le  développement  de  l'expression 

}  R2 —  2  R  /'[cos  a  cosu'  cos(.27  —  x')  -f-  siii  //  sin  n'  cos(  k  — J'')]  -r-  r-l"^. 

(53-65). 

Dans  la  théorie  du  potentiel  à  quatre  variables  se  présente  l'expression 

[{Xi  —  ,r\)--{-  (.r, x'.,)--{-i.r,—  x',)--^  i-r^- -r'J']   '. 

Pour  la  développer  en  série  par  un  prorcdé  plus  sinijile  (|ui'  lo  rli.ingenicnl 
de  variables  classique,  l'autour  pose 

x,=:  r  cosucosx,    ^7.=: /•  cosf/ sin.r,     x^— r  s\nu  cosy,     .r^  =  r  sin // sin  v. 
/{it/l.  des  Sciences  niatlicni.,   >- snie,  l.  \\V.  (  n<(  einbie  i()oi.)         Iî.k) 
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Une  analyse  tout  à  fait  analogue  à  celle  que  Laplace  applique  aux  fonctions 
X,,(cosO  cgsO'h- sin6  sinO' coscp  )  le  conduit  rapidement  au  résultat. 

Gomes  Teixeira.  —  Sur  le  développement  des  fonctions  impli- 
cites. (<)7-7  •)• 

L'auteur  a  indiqué  précédcniinent  {Journal  de  Matliéinatiques,  tS8i)  une 
formule  pour  développer  en  série,  suivant  les  puissances  croissantes  de  x,  une 
fonction  u  délinie  par  les  équations 

2  =  ^  +  X  9,  (  ;  )  +  J7-  9  2  (  -  )  +  •  •  •  H-  •2:^''?/.  (  ^  )• 

Il  revient  actuellement  sur  ce  sujet  pour  préciser  la  détermination  de  u  qui 
doit  être  représentée  par  la  série  qu'il  avait  obtenue  et  pour  étudier  les  condi- 
tions de  convergence  de  cette  série. 

Caspary.  —  Extrait  d'une  lettre  à  M.  Hermite.  (73-79). 

L'auteur  fait  ressortir  le  lien  qui  existe  entre  les  recherches  de  M.  Hermite 
{Journal  de  Crelle,  t.  5'2)  et  celles  de  M.  Wcierslrass  sur  l'intégration  de 
l'équation 

llambert  (G.).  —  Sur  le  théorème  d'Abel  et  quelques-unes  de  ses 
applications  à  la  Géométrie.  (8i-i34). 

Gomme  suite  de  ses  travaux  précédents  {Journal  de  Mathématiques,  1887) 
l'auteur  s'est  trouvé  conduit  à  calculer  la  somme  des  variations  d'une  inté- 
grale abélienne  sur  les  arcs  décrits  par  les  points  d'une  courbe  gauche  et  d'une 
surface  algébrique  variable  appartenant  à  un  faisceau  ponctuel  et  même,  d'une 
manière  générale,  appartenant  à  un  système  algébrique. 

Ayant  en  vue  des  applications  géométriques,  il  insiste  principalement  sur  le 
cas  où  l'intégrale  abélienne  considérée  est  de  seconde  espèce,  et  spécialement 
sur  celui  où  elle  est  la  dérivée  d'une  fonction  rationnelle,  qui  donne  lieu  à  des 
remarques  curieuses. 

Il  effectue  ensuite  l'extension  du  théorème  d'A.bel  aux  intégrales  multiples. 
A  la  fin  de  son  Mémoire,  il  étend  ce  même  théorème  aux  intégrales  de  diflé- 
rentielles  totales. 

Picard  (^Éni.).  —   Mémoire   sur  la   théorie  des  fonctions  algé- 
briques de  deux  variables.  (i35-3i8). 

Nous  allons  essayer  de  donner  sommairement  une  idée  des  résultats,  si  riches 
par  le  nombre  et  par  l'importance,  que  contient  ce  Mémoire, 

Abandonnant  le  point  de  vue  algébrique  où  M.  Nolher  s'est  placé  pour  étu- 
dier les  polynômes  d'ordre  m  —  4  adjoints  à  une  surface  d'ordre  m  et  arriver 
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à  la  notion  de  deux  nombres  invariantifs  fondamentaux,  M.  Picard  aborde 
Pétude  des  surfaces  algébriques  par  la  considération  des  intégrales  abéliennes 
qu'on  peut  leur  associer,  et  qui  sont  de  deux  sortes  :  intégrales  doubles  restant 
finies  sur  toute  la  surface  (ou  intégrales  doubles  de  première  espèce)  et 
intégrales  de  difTéi-enlielies  totales,  de  la  forme 


/ 


(Pc/^  +  Q  cly), 


où  F  et  Q  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x^  y,  z  liées  par  Péqualion  de  la 
surface  {voir  les  années  i88.5  et  188G  du  Journal  de  Mathématiques). 

Ces  intégrales,  que  M.  Picard  a  introduites  dans  la  Science,  se  répartissent 
comme  les  intégrales  abéliennes  ordinaires  entre  trois  espèces. 

Il  n'existe  pas  en  général  d'autres  intégrales  de  seconde  espèce  pour  une 
surface  que  des  fonctions  rationnelles  de  ses  coordonnées.  INI.  Picard  étudie 
avec  détails  la  qucstiou  de  savoir  si  une  surface  donnée  admet  des  intégrales 
de  seconde  espèce  proprement  dites. 

Il  est  conduit  à  instituer  une  théorie  des  cj)'c/e5  pour  les  surfaces  algébriques, 
et  à  jeconnaître  qu'e/i  général  il  n'y  a  pas  de  cycles  linéaires.  En  dévelop- 
pant la  théorie  des  cycles  à  deux  dimensions,  il  obtient  entre  autres  ce  théo- 
rème : 

Le  nombre  des  intégrales  distinctes  de  seconde  espèce  est  égal  au  nombre 
de  leurs  périodes. 

Vient  ensuite  l'étude  des  transformations  birationnelles  des  surfaces  en  elles- 
mêmes.  Quand  le  genre  p  {Flàchengeschlecht)  est  supérieur  à  i,  les  transfor- 
mations ne  peuvent  contenir  plus  d'un  pai*amètre  arbitraire.  Si  p  est  au  plus 
égal  à  I  et  si  la  surface  admet  un  groupe  continu  de  transformations  biration- 
nelles en  elle-même,  ou  bien  elle  contient  un  réseau  de  courbes  du  genre  zéro 
ou  un,  ou  bien  elle  possède  deux  intégrales  de  diflerentielles  totales 

M  =    Ivdx+O  dy,        i-  =3   y  P,  dx  +  Q,  dy, 

dont  l'inversion  donne  pour  x,  y  Qi  z  des  fonctions  uniformes  de  u  et  r.  Ces 
surfaces,  qui  sont  les  analogues  des  courbes  planes  des  genres  zéro  et  un,  font 
l'objet  d'une  étude  spéciale. 

L'auteur  montre  ensuite  comment  on  pourra  reconnaître  si  deux  surfaces  de 
genre  supérieur  à  i  se  correspondent  point  par  point  et  établit  nolamincnl  que 
deux  pareilles  surfaces  ne  peuvent  admettre  une  infinité  discontinue  de 
transformations  birationnelles . 

Il  applique  les  résultats  précédents  à  l'élude  des  intégrales  uniformes  des 
équations  dinérentielles  de  la  forme 

./■(r»  y\  y")  =  o, 

/  étant  un  polynôme.  Cette  théorie  présente  de  grande^  difficultés,  d'abord  à 
raison  de  ce  fait  (|u'une  surface  algébri(jne  peut  admettre  une  transformation 
en  elle-même  qui  soit  biunifor/nr  sans  être  bir<Uionncllc  (ce  (|ui  est  impos- 
sible   pour   les  courbes),    mais   surtout    à   cause    d'une   cin-onstance   ;iiMl\tii|Uc 
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très  générale,  que  M.  Picard  révèle  el  signale  :  il  est  relativement  facile  de 
reconnaître  si  une  intégrale  générale  est  uniforme  dans  le  voisinage  de  tout 
point  intérieur  à  la  région  où  doit  rester  la  variable  indépendante;  mais  on 
n'est  pas  autorisé  pour  cela  à  regarder  V intégrale  générale  comme  une  fonc- 
tion uniforme.  M.  Picard  dit  alors  qu'elle  est  à  apparence  uniforme,  inlro- 
duisant  ainsi  une  notion  nouvelle  dont  l'importance  est  considérable. 
11  traite  aussi  des  équations  plus  générales 

/(■3?,  r,  r',  y")  =  o, 

où  f  est  un  polynôme  en  y,  y'  el  y",  dans  Tliypothèse  où  les  points  critiques 
de  l'intégrale  générale  seraient  fixes. 

A  la  fin  de  son  Mémoire,  il  généralise  la  notion  d'intégrale  de  première 
espèce  en  envisageant  les  fonctions  u{a:,  y,  z)  qui  se  transforment  en  au -{-  b 
{a  el  b  étant  des  constantes)  quand  {x,  y,  z)  décrit  un  cycle  linéaire  effectif 
de  la  surface. 

Kœnigs.  —  Stir  la  détermination  générale  dti  volume  engendré 
par  un  contour  fermé,  gauche  ou  plan,  dans  un  mouvement 
quelconque.  (32  1-343). 

Moyennant  certaines  conventions  sur  le  signe  des  aires  et  des  volumes, 
l'auteur  peut  donner  une  formule  unique  et  tout  à  fait  générale  pour  exprimer 
le  volume  engendré  par  un  contour  fermé  dans  un  mouvement  quelconque. 

Il  commence  par  le  cas  d'un  déplacement  hélicoïdal  infiniment  petit.  Soient 
p,  q.,  r  les  composantes  de  la  vitesse  de  rotation,  a,  6,  c  celles  de  la  vitesse 
de  l'origine  par  rapport  à  des  axes  Ox,  Oy,  Oz  liés  au  contour. 

Si  l'on  pose 

A  =  -^  iy  dz  —  zdy), 
B  =  -  I  {  z  dx  —  X  dz)^ 
C  =  -  I  {x  dy  —  y  dx). 


'-J^ 


{y--hz-)dx, 

—  M  =  -  l{z--i-y-)dy, 

-  Nr=  ^  Ç{x'--\-y')dz, 

le  volume  engendré  pondant  l'élément  de  temps  dt  a  pour  expression 
V  =  (  A  (2  +  B  6  -K  Ce  +  L/»  +  M  ^  -h  N  /•  )  dt. 

L'interprétation  de  cette  formule  se  rattache  étroitement  à  la  théorie  des 
segments  de  Mobius. 

Pour  un  déplacement  fini,  le  volume  est  égal  au  moment  de  deux  systèmes 
de  segments,  dont  l'un  ne  (b'-pcnd  que  du  contour  et  l'autre  que  du  mouvement. 
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AppelL   —   Sur  les   invariants   de  quelques  équalions  différen- 
tielles. (36i-423). 

La  première  Partie  de  ce  Mémoire  traite  des  invariants  et  des  cas  d'intc- 
grabilité  des  équations  du  type 

dy^  ^  a^^a,y-\-  a,y'-  + . . .  +  a^j"' ^ 
dx        ~b^  -I-  b^y  H-  b,y-  4- . . .  -+-  b^^yp  ' 

les  a  et  6  étant  des  fonctions  de  x^  équations  dont  la  forme  n'est  pas  altérée 
par  la  transformation 

y  =  -t,u{x)'^v{x)y         ^=:-'(-^); 

les  exposants  n  &l  p  conservent  aussi  leurs  valeurs. 

La  plus  simple  d'entre  elles,  après  l'équation  linéaire  et  l'équation  de  Riccati, 
est  celle  pour  laquelle  /i  =  3,  /?  =  i,  que  l'auteur  ramène  par  des  quadratures 
à  une  forme  canonique  ne  contenant  plus  qu'un  invariant  absolu. 

Dans  la  seconde  Partie  de  son  Mémoire,  il  étudie  les  invariants  et  les  cas 
d'intégrabilité  des  équations  différentielles,  algébriques  et  homogènes  par  rap- 
port à  la  fonction  inconnue  y  et  à  ses  dérivées,  équations  qui  conservent  le 
même  type  analytique  quand  on  les  soumet  à  la  transformation  indiquée 
ci-dessus. 

Stieltjes.  —  Sur  le  développement  de  logT(a).  (425-444)' 

Adoptant  comme  définition  de  la  fonction  F  (a)  l'expression 

„  ,     s         , .  1 . 2 . 3 . . .  (  /i  —  I  ) 

r(a)=   Iim    — -— ^^ —^ -n% 

l'auteur  donne  de  la  formule  de  Stirling 
logr(a)  =  [a loga  — a  h-  -  logo-  -\ .,    .    ,  +  ^-7.-7  — . .-, 

une  démonstration  nouvelle,  qui  met  en  évidence  ce  fait  que  le  second  membre 
représente  asymptotiquement  la  valeur  de  logr(«),  même  dans  le  cas  où  la 
valeur  de  a  est  imaginaire,  sa  partie  réelle  étant  négative. 


Tome  VI  ;  1890. 

Pépin  (le  P.).  —  Sur  quelques  formes  quadratiques  (pialernaires. 
(5-68). 

Ce  Mémoire  fait  suite  ;\  celui  que  l'autour  a  publié  dans  le  Journal  de  Matlic- 
maliques,  en  i8<S8.  Il  contient  la  démonstration  d'un  grand  nombre  de  théo- 
rèmes relatifs  à   la   ropréscnlalion   des   nombres  par  des   formes  quadraliquos 
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quaternaires,  dont  les  uns  sont  dus  à  Jacobi  ou  avaient  été  énoncés  sans 
démonstration  par  Liouville  et  dont  les  autres  sont  nouveaux. 

Haniy.  —  Remarques  sur  la  llicorie  générale  de  la  figure  des  pla- 
nètes. (69-143). 

FLcai'd^Ein.).  —  Mémoire  sur  la  théorie  des  équations  aux  dé- 
rivées partielles  et  la  méthode  des  approximations  successives, 
(i/jj-aio). 

Rectification  au  sujet  du  Mémoire  sur  les  équations  aux  dérivées 
partielles.  (28  i). 

Les  équations  aux  dérivées  partielles  de  la  forme 

„/      du     du  \ 

où  l'on  a  posé 

A  u  =  A  ^--,  +  2  B  - — , 1-  G  -— , , 

ox'  ax  oy  ôy 

A,  B  et  G  dépendant  seulement  des  deux  variables  indépendantes  x  et  y, 
peuvent  être  traitées  avec  succès  par  la  méthode  des  approximations  succes- 
sives, ainsi  que  l'a  découvert  M.  Picard.  Pour  discuter  rigoureusement  la 
convergence  de  ces  approximations  successives,  il  convient  de  maintenir  le 
point  (^,  y)  dans  les  régions  du  plan  où  le  discriminant  B- — AG  garde  un 
signe  invariable.  De  là  deux  types  d'équations 

d'-u        à'  u        ,^  /      au    Ou  \ 

rPu  [      du     du  \ 

(B)  -T — r-  =  V  [u.,  --■>  -^-t  X,  y], 

^    '  dxày  \   '  âx    ôy         -^  J 

pour  lesquels  les  problèmes  à  poser  sont  entièrement  difTérenls. 

Le  Ghapitre  I  traite  des  équations  (A)  :  il  y  est  démontré  qu'on  peut  se 
donner  la  valeur  de  u  tout  le  long  d'une  courbe  fermée  G;  l'intégrale  est 
unique,  si  l'équation  est  linéaire  et  si  le  contour  est  suffisamment  petit. 

Au    Ghapitre   II,    M.   Picard  étudie    le   type   (B),  et   montre  que  l'on  peut 

obtenir  l'intégrale  qui  prend  en  un  point  Aune  valeur  donnée,  et  pour  laquelle 

du       au  .  1,1.111, 

-T—  et  -—  prennent  une  succession  continue  de  valeurs  données  le  long  d  un  arc 

dx       dy 

de  courbe  issu  du  point  A. 

Au  Ghapitre  III,  l'auteur  s'affranchit  de  la  restriction  sur  le  contour  G,  en 
donnant  des  exemples  d'équations  du  type  (A)  dont  l'intégrale,  supposée 
continue  ainsi  que  les  dérivées  partielles,  soit  toujours  déterminée  par  ses 
valeurs  données  sur  un  contour  fermé  quelconque. 

Le  cas  particulier  de  l'équation 

d-  u        d-  «        T. ,  , 

Am=:— — ;H — --^,  =  F(  U,  X,  y), 
dx-         dy 
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où  F  est  toujours  positive  et  croît  avec  u,  conduit  à  un  résultat  curieux.  La 
méthode  des  approxinnations  successives  conduit  non  pas  à  une,  mais  à  deux 
limites;  ces  fonctions  u  el  v  prennent  les  valeurs  données  sur  le  contour  et 
satisfont  aux  deux  équations 

^u=F{v,  x,y),         Av  =  F{u,  X,  y). 

Néanmoins,  en  parlant  d'un  contour  suffisamment  petit,  que  l'on  peut  agrandir 
progressivement,  on  détermine  l'intégrale,  d'ailleurs  unique,  de  l'équation 

Au  =  F{u,  X,  y), 

qui  prend  sur  un  contour  fermé  quelconque  une  succession  continue  de  valeurs 
données. 

Le  Chapitre  IV  contient  une  étude  approfondie  d'une  équation  qui  n'a  pas 
moins  d'importance  dans  la  théorie  des  fonctions  fuchsiennes  que  dans  la 
théorie  des  surfaces,  savoir 

d-  u        d-  u  __ 
dx-        dy-  ' 

où  A"  désigne  une  constante  positive.  M.  Picard  suit  les  intégrales  de  cette 
équation  dans  tout  le  plan,  spécialement  celles  qui  sont  continues,  sauf  en  un 
certain  nombre  de  points  singuliers  logarithmiques  :  si  l'on  regarde  romnic 
donnés  les  coefficients  correspondants,  ces  intégrales  dépendent  seulement 
d'une  constante  arbitraire  et  sont  déterminées  quand  on  donne  leur  valeur  en  un 
point  distinct  des  points  singuliers. 

Dans  un  dernier  Chapitre,  l'auteur  montre  que  la  méthode  des  approxima- 
tions successives  s'étend  aux  systèmes  d'équations  difTérentielles, 

Halphen    [G. -IL).    —   Sur  les   formes  diflerentielles    associées. 

(21  i-23o). 

Humbei't  (G.).  —  Sur  le  théorème  d'Abel  et  quelques-unes  de  ses 
aj^plications  à  la  Géométrie  (suite).  (233-292). 

«  Les  théories  analytiques  exposées  dans  la  première  I^artic  de  ce  Mémoire 
donnent  lieu,  dit  l'auteur  dans  son  Introduction,  à  des  applications  géomé- 
triques nombreuses  et  variées.  Parmi  ces  applications,  colles  qui  reposent  sur 
la  considération  d'intégrales  abéliennes  simples  appartenant  à  une  courbe  plane 
ou  gauche  rentrent  dans  le  môme  cadre  que  les  questions  traitées  par  nous 
dans  un  Travail  antérieur  publié  dans  ce  journal  (1SS9);  aussi  n'avons  nous 
pas  jugé  utile  d'y  revenir. 

»  C'est  donc  uniquement  sur  les  problèmes  où  iiilorvicnnent  ihs  inté- 
grales abéliennes  multiples  que  nous  avons  insisté;  on  trouvera,  par  exemple, 
dans  le  présent  Mémoire,  dos  propositions  géométriques  nouvelles  sur  les 
aires  planes  et  sphéricjues,  sur  les  volumes  limités  par  des  surfaces  algé- 
briques et  une  série  assez  étendue  de  théorèmes  sur  los  aires  ollipsoïilalcs, 
théorèmes  qui  conduisent  à  une  généralisation  intéressante  des  résultats 
célèbres  de  Graves  et  de  Chasios  sur  les  arcs  d'ellipse.  Les  iiropriélés  des  aires 
sur  l'ellipsoïde  ont  été  jus(|u'i(i  à  poino  ofllourocs  par   les  goomèlrcs:   nous   no 
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connaissons  sur  ce  sujel,  en  dchoi's  des  travaux  relatifs  à  l'aire  totale  de  la 
surface,  que  les  recherches  de  Jcllctt  et  de  Lebesgue,  qui  ont  donné  l'expres- 
sion, à  l'aide  des  intégrales  ellipliques,  d'aires  ellipsoïdales  limitées  par  des 
courbes  algébriques,  d'ailleurs  très  particulières.  Nous  démontrons  qu'on  peut 
déterminer  simplement  sur  l'ellipsoïde  une  infinité  de  courbes  algébriques,  à 
deux  boucles  fermées,  comprenant  entre  elles  une  aire  réductible  aux  fonctions 
elliptiques  et,  sur  une  quadrique  quelconque,  une  infinité  d'aires  dont  la 
somme  algébrique  s'exprime  à  l'aide  de  fonctions  rationnelles  et  logarithmiques. 
Ce  sujet  étant  nouveau,  nous  avons  cru  devoir  le  développer  assez  longuement, 
et  il  constitue  la  partie  principale  du  présent  Mémoire.  L'emploi  des  fonctions 
elliptiques  nous  a  permis  de  pousser  les  calculs  jusqu'au  bout. 

»  Le  dernier  Chapitre,  qui  est  très  court,  est  consacré  à  l'extension  de 
quelques-unes  de  ces  propriétés  aux  aires  sur  une  surface  algébrique  quel- 
conque. » 

Dolbnia  (/.).   —   Sur  les   intégrales  pseudo-elliptiques  d'Abel. 
(293-31  i). 

L'auteur  appelle  intégrales  pseudo-elliptiques  d'Abel  les  intégrales  de  la 
forme 

r {x  ^n)dx 

J    sja^x''  +  4«i^"'+  ^^a^x""' -r-  [\a^x  +  «4 

qui  sont  exprimables  par  des  logarithmes.  Il  met  à  profit  le  procédé  d'inver- 
sion de  l'intégrale  elliptique  de  première  espèce,  adopté  par  M.  Halphen,  et  les 
propriétés  des  fonctions  p  et  C  pour  présenter  sous  une  autre  forme  les  résul- 
tats d'Abel  concernant  ces  intégrales  remarquables. 

C'est  ainsi  que  M.  Dolbnia  donne  deux  procédés  permettant  de  former  des 
suites  numériques  dont  la  périodicité  est  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  qu'on  puisse  associer  à  l'irrationnelle 


\laQx'' -i-  [\a^x^-{-  (îa^_x''--\-  [\an,x  -{-  a^ 

une  valeur  de  la  constante  H  telle  que  l'intégrale  (i)  soit  pseudo-elliptique. 

L'une  de  ces  suites  étant  supposée  manifester  sa  périodicité  au  bout  d'un 
nombre  donné  d'opérations,  l'auteur  indique  le  moyen  de  calculer  effective- 
ment le  logarithme  qui  représente  l'intégrale  pseudo-elliptique  considérée. 

Mais  on  sait  qu'en  dehors  des  méthodes  de  Tchebychef  et  de  Zolotareff  on 
n'a  aucun  moyen  de  limiter  a  priori  le  nombre  des  termes  de  la  période. 

Poincaré  (//.).  —  Sur  une  classe  nouvelle  de  transcendantes  uni- 
formes. (3 I 3-365). 

Un  système  de  fonctions  d'une  variable 

(')  ?i(")»     r2("),     •••.     9„(") 

est  dit  posséder  un  théorème  d'addition  quand  les  9,(«  +  v)  s'expriment  on 
fondions  rationnelles  des  '■^,{u)  et  des  9^(4). 
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Si  m  désigne  une  constante  quelconque,  nnais  de  module  supérieur  à  l'unilé, 
le  système  (i)  sera  dit  posséder  un  théorème  de  multiplication  si  les'f,(/?uO 
s'expriment  rationnellement  au  moyen  des  '■s-{u). 

Tout  système  qui  possède  un  théorème  d'addition  possède  une  infinité  de 
théorèmes  de  multiplication,  correspondant  à  toutes  les  valeurs  entières  de  m. 
C'est  le  cas  des  fonctions  circulaires,  des  fonctions  elliptiques,  des  fonctions 
qu'on  déduit  des  fonctions  abéliennes  de  deux  variables  en  fixant  Tune  des 
variables. 

Mais  il  y  a,  comme  le  montre  M.  Poincaré,  des  fonctions  qui  admettent  un 
théorème  de  multiplication  sans  posséder  un  théorème  d'addition. 

L'objet  du  présent  Mémoire  est  la  recherche  de  fonctions  qui  admettent  un 
théorème  de  multiplication  et  pour  lesquelles  le  point  u  =  o  n'est  pas  un 
point  singulier  essentiel. 

A  ces  conditions,  l'auteur  ajoute  d'abord  cette  h3"pothèse  supplémentaire, 
que  le  développement  de  l'une  au  moins  des  fonctions  'f,(w),  que  l'on  est  en 
droit  de  supposer  toutes  nulles  pour  u  =  o,  commence  par  un  terme  en  u.  Si 
de  pareil/es  fonctions  existent,  elles  sont  nécessairement  uniformes.  Si  de 
plus  les  '■o-{niu)  s'expriment  en  fonctions  non  seulement  rationnelles,  mais 
entières  des  cp.(;<),  les  fonctions  'f,(M)  sont  holomorphes  dans  tout  le  plan. 

L'auteur  montre  ensuite  comment  on  satisfera  formellement,  par  des  séries 
entières  en  u,  aux  équations  fondamentales 

(2)         'ii^mu)  =  R,[cp,(ïf),  o^{u),  ...,  '-?„(wj]         1=  (i,  2,  ...,  n), 

qui  expriment,  les  R^  étant  des  fonctions  rationnelles,  l'existence  d'un  théo- 
rème d'addition.  Il  emploie  à  cet  eflet  la  méthode  des  coefficients  indéterminés 
et  précise  le  nombre  d'arbitraires  dont  dépendront,  suivant  les  cas,  les  séries 
fondamentales  cherchées. 

Mais,  pour  l'existence  des  fonctions  'o^{u)^  il  faut  établir  la  convergence  de 
ces  séries  fondamentales.  De  l'examen  d'un  cas  particulier,  dans  lequel  la 
convergence  de  ces  séries  est  facile  à  établir,  INL  Poincaré  réussit  à  déduire, 
par  une  analyse  oix  intervient  la  considération  de  fonctions  majorantes,  que  les 
séries  fondamentales  qui  correspondent  à  un  théorème  de  multiplication  (juel- 
conque  sont  toujours  convergentes  sous  des  conditions  parfaitement  précisé»>s 
et  à  peine  restrictives.  D'où  cette  conclusion  : 

Il  existe  des  transcendantes  uniformes  qui  admettent  un  théorème  de 
multiplication  quelconque. 

M.  Poincaré  établit  ensuite  que,  si  les  fondions  \\.  des  équalions  f..n(lain<"n- 
tales  sont  de  véritables  fractions  rationnelles  et  non  pas  des  poJN  nomes  iMitirrs, 
les  fonctions  <P,(m),  nécessairement  méromorphcs  dans  tout  le  plan,  sont 
représentées  chacune  par  le  quotient  de  deux  fonctions  holonioridics.  qui 
admettent  un  théorème  de  multiplication. 

La  fin  du  Mémoire  est  consacrée  à  l'élude  du  ras  important  où  les  équations 
fondamentales  (  2  )  définissent  une  substitution  birationm  lie  entre  les  :f,('0 
et  les  cp. (/?/;/);  M.  Poincaré  dit  alors  (pie  lt>  théorème  de  iinilli|>li<Mlion  est 
crémonicn  ;  il  donnc^  le  iiiènie  nom  aux  foiui  ions  9  ( //)  (|ui  possédait  ce  llu'o- 
rème. 

Réservant  le  difficile  problènir  i.\\\\  consiste  à  reconn.iilre -i  m\i'  snb-t  iluiioii 
Cremona,  indélinimenl   a|>pli(|iice  à  un    point    aii;il\  li(|ne.   I.iil    lendre  ce   point 
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vers  un  incinc  point  limite  quelle  que  soit  su  position  initiale,  l'auteur  donne 
des  excni[)les  où  il  en  est  ainsi.  L'un  d'eux  correspond  au  théorème  de  multi- 
plication suivant 

^'(^'^"^  =  r-?-^7(^'      ^^('"")  -  c[cp.(. )],,(. )  +  ^['f.(.)]' 

où  |â  est  une  constante;  a,  b^  c,  cl  sont  quatre  pol^^iomes  entiers  en  u;  le 
signe  [9i(i^)]  indique  la  substitution  de  9i(w)  à  u.  La  fonction  cp,  est  ration- 
nelle. Au  contraire,  cp.  ( /^)  est  transcendante  et  en  relation  étroite  avec  les  fonc- 
tions 6  clli{)ti(jues. 

L'intérêt  des  théorèmes  de  multiplication  crémoniens  est  de  conduire  à  des 
fonctions  qui  demeurent  inaltérées  par  une  substitution  Cremona  et  ses  puis- 
sances. 

«  Ce  ne  sont  peut-être,  dit  l'auteur  en  terminant,  que  des  cas  extrêmement 
particuliers  d'une  classe  plus  générale  de  fonctions  uniformes  qui  demeure- 
raient inaltérées  par  un  groupe  de  substitutions  Cremona  et  qui  se  présente- 
raient comme  la  généralisation  la  plus  miturelle  des  fonctions  hyperfuchsiennes 
et  hyperabélicnnes  de  M.  Picard.  « 

Caspary  {F.).  —  Sur  les  relations  qui  lient  les  éléments  d'un 
système  orthogonal  aux  fonctions  thêta  et  sigma  d'un  seul  argu- 
ment et  aux  fonctions  elliptiques,  et  sur  une  théorie  élémentaire 
de  ces  transcendantes,  déduite  desdites  relations.  (36j-4o4)' 

Entre  les  neuf  coefficients  «„,„(m,  /i  =  i,  2,  3)  d'un  système  orthogonal  et 
les  six  expressions  différentielles 

(où  h,  k,  l  désignent  les  nombres  i,  2,  3;  2,  3,  i;  3,  i,  2)  et  que  l'auteur 
appelle  éléments  cViui  système  orthogonal,  existent  un  grand  nombre  d'iden- 
tités algébriques  et  différentielles. 

Les  premières  sont  d'un  usage  courant,  depuis  Euler. 

Des  relations  différentielles  on  peut,  comme  conséquences  purement  analy- 
tiques, déduire  la  théorie  des  fonctions  tiiêta  et  sigma  d'un  seul  élément,  ainsi 
que  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  et  celle  des  fonctions  hyperelliptiques 
de  genre  deux;  ces  identités  conduisent,  d'autre  part,  aux  applications  méca- 
niques et  géométriques  des  fonctions  précitées. 

«  Le  Mémoire  présent,  dit  l'auteur,  est  consacré  exclusivement  à  la  théorie 
des  fonctions  thêta  et  sigma  d'un  seul  argument  et  à  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques. 

»  Après  avoir  exprimé  identiquement  les  quinze  éléments  d'un  système 
orthogonal  par  quatre  quantités  quelconques  (  n°  i  ),  je  déduis  de  ces  identités, 
au  moyen  des  transformations  du  second  degré  (n°  2),  les  théorèmes  I  et  II 
qui  lient  les  éléments  d'un  système  orthogonal  aux  fonctions  thêta  et  sigma 
(n"'  3  et  4). 


IIEVUE    DliS   PUBLICATIONS.  28i 

»  Les  théorèmes  énoncés  fournissent,  d'une  façon  élémentaire,  et  avec  très 
peu  de  calcul,  la  théorie  des  fonctions  thêta  et  sigma,  en  toute  leur  généralité. 

)?  Pour  en  donner  les  principes,  j'établis  quelques-unes  des  identités,  qui 
ont  lieu  entre  les  éléments  «,„„,/?/.,  ^,,  (  n°  5).  D'abord  je  lire  de  ces  identités 
les  relations  relatives  aux  fonctions  thêta  (n"  6)  qui  fournissent  l'inversion  des 
intégrales  elliptiques  de  première  espèce  (n°  7);  de  plus  je  transforme  un  cas 
spécial  du  théorème  I  en  le  théorème  III,  qui  lie  les  éléments  d'un  système 
orthogonal  aux  fonctions  elliptiques  (  n°  8),  et  pour  montrer,  par  un  seul 
exemple,  la  fécondité  de  ce  théorème,  j'en  tire,  sous  des  formes  bien  difle- 
rentes,  les  formules  d'addition  des  fonctions  elliptiques  sn,  en,  dn  (  n"  9).  En 
joignant  alors  le  théorème  III  aux  théorèmes  I  et  II,  j'obtiens  les  expressions 
des  intégrales  elliptiques  de  deuxième  et  de  troisième  espèce,  au  moyen  des 
fonctions  thêta,  leurs  théorèmes  d'addition,  et  les  formules  fondamentales  rela- 
tives à  la  fonction  p{u)  et  aux  fonctions  sigma  (  n°'  10  et  11),  Enfin  j'aborde 
les  fonctions  doublement  périodiques  de  seconde  espèce  et  j'ajoute  quelques 
remarques  sur  les  différents  points  de  vue  sous  lesquels  les  recherches  que  l'on 
va  lire  peuvent  être  continuées  (  n"  12). 

Gutzmer  [Aug.).  —  Remarques  sur  certaines  équations  aux  didé- 
renées  partielles  d'ordre  supérieur.  (4o5-422). 

Emile  Mathieu  a  étudié  l'équation  du  quatrième  ordre 

AA  u  =  o, 

où  A  désigne  l'opération 

d"-  rP  rP 

dx"^'       dy-        ôz- 

II  a  Sippe\é  second  potentiel  la  fonction  w{x,y,  z),  qui  satisfait  à  l'équation 

AA<v  =  o, 

si    le  point  {x^  y,  z)   se  trouve   en    dehors  d'une    masse   distribuée   dans    un 
volume  i)i,  et  à  l'équation 

AA<v  :^  — St:  o{x,  y,  z) 

si  ce  point  est  à  l'intérieur  de  to,  la  densité  en  ce  point  étant  9. 

Ce  sont  ces  propriétés  que  M.  Gutzmer  étend  aux  potentiels  troisième,  qua- 
trième, ...,  d'abord  dans  le  cas  de  deux  variables,  puis  dans  celui  de  trois 
variables  et  dans  le  cas  de  p  variables. 

Les  résultats  diflerent  essentiellement  suivant  (jue  0  est  pair  ou  impair. 

L'équation  du  potentiel  ( /i  —  i)"-'"" 

(  i)  A"  //.  :^  o, 

[)eut  être  vérifiée  si  l'un  pose 

z  =  p 
r-~\  (.r,    -a-)'-         («,.  -  consl.). 
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par  Tcx pression 

(  2  )  n  =  g„_,  (  /•- )  H-  ^,  //„_,  (/•-), 

lorsque    p    est    impair;   ^■„.i    et    /i„_,    sont    des    polynômes  entiers  en    r-,  du 
degré  n  — i,  à  coefficients  arbitraires. 

Si  p  est  pair  et  égal  à  2a,  et  si  «  >  a  —  i,  l'équation  (i)  est  vérifiée  par 
l'expression 

(  3  )  w  =  -.'z.  gn+a-2  (  '•'  )  +  I«>8  '-  h„__„  (  /•-  ), 

où  les  polynômes  entiers  en  ;•'-  sont  des  degrés  nnarqués  par  leurs  indices  et 
ont  leurs  coefficients  arbitraires. 

Les  expressions  (2  )  et  (3)  sont  d'ailleurs  les  seules  solutions  de  l'équation  (i) 
qui  ne  dépendent  que  de  /'. 

Humbert  (G.).  —  Sur  une  classe  de  courbes  planes  et  sur  une 
surface  remarqualile  du  quatrième  ordre.  (423-444)' 

L'équation  d'une  quartique  plane,  rapportée  au  triangle  wyz  formé  par  trois 
de  ses  tangentes  doubles,  dont  les  six  points  de  contact  ne  sont  pas  sur  une 
conique,  est  de  la  forme 

p-x"--}-  q-y'-+-  r^  z^ —  ipqxy  —  2qryz  —  irpzx  =  txyz, 

p,  «7,  r  désignant  des  fonctions  linéaires  de  x,  y,  z. 

M.  Humbert  étudie  celles  de  ces  quartiques  pour  lesquelles  on  a 

«=^,  7=-^-^,  r='^, 

^        dx^  dy^  dz 

f{x,  y,  z)  étant  un  polynôme  entier  du  second  degré. 

Il  nnontre  à  la  fin  de  son  IMémoire  qu'il  existe  une  surface  du  quatrième 
ordre  dont  toutes  les  sections  planes  sont  des  courbes  de  l'espèce  considérée  : 
c'est  la  transformée  homographique  de  la  surface  réciproque  de  la  surface  des 
centres  d'un  ellipsoïde. 


Tome  VII  ;  1891. 

Ribaucour  (^Albert).  —  Mémoire  sur  la  théorie  générale  des  sur- 
faces courbes.  (5- 108,  219-2^0). 

Avant  d'analyser  cet  important  Mémoire,  il  convient  de  faire  observer  que, 
publié  seulement  en  1891,  il  a  été  rédigé  en  1876. 

Quelques  extraits  de  l'Introduction  en  feront  connaître  l'objet  et  la  mé- 
thode : 

«  Il  importe,  pensons-nous,  si  l'on  veut  employer  la  théorie  des  surfaces 
efficacement,  de  pouvoir  opérer  dans  l'espace  par  des  constructions  tout  inlé- 
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grées;  de  fonder,  si  je  puis  m'exprimer  ainsi,  une  sorte  de  Géoniclrie  analy- 
tique permettant  d'étudier,  sans  l'introduction  d'éléments  inutiles,  tout  ce  qui 
est  relatif  aux  propriétés  infinitésimales  d'une  figure  donnée,  qu'elle  varie  ou 
non  à  chaque  instant.  Il  faut  opérer  autour  d'une  surface  et  avec  la  plus 
grande  généralité,  comme  on  opère  habituellement  autour  d'un  point;  encore 
convient-il  de  s'affranchir  absolument  des  éléments  qui  tiennent  à  l'orien- 
tation .... 

»  Dans  les  problèmes  que  j'ai  en  vue,  j'introduis  en  général  des  constructions 
finies  qui  font  dépendre  les  éléments  successifs  d'une  figure  des  éléments  cor- 
respondants d'une  surface  dite  de  référence.  Traçons,  par  exemple,  sur  une 
surface  un  réseau  (  ?<,  v);  soient  OX,  OY  les  tangentes  en  0{u,  v)  à  {v) 
et  à  {u),  OZ  la  normale  à  la  surface.  Faisons  à  chaque  instant  corres- 
pondre un  point  M  de  l'espace  à  0  et,  dans  ce  but,  donnons-nous  les  coor- 
données in'stantanées  \,  r,,  "C,  par  rapport  aux  axes  OX,  OY,  OZ  ;  à  toute  posi- 
tion O'  infiniment  voisine  de  0  va  correspondre  une  position  de  .M'  voisine 
de  M  ;  la  position  de  0'  est  définie  par  les  accroissements  du  et  dv,  celle  de  M  ' 
Test  par  les  quantités  A;,  At),  AÎ^  considérées  comme  fonctions  de  m  et  v.  Dési- 
gnons par  Ax,  Aj^,  A:;  les  projections  de  MM'  sur  OX,  OY,  OZ  ;  on  pourra  les 
calculer  en  fonctions  de  du,  dv,  à  l'aide  des  A;,  Ati,  AÎ^;  par  conséquent,  on 
connaîtra  le  déplacement  réel  de  M  en  M'.  Opérant  de  la  même  façon  pour 
tous  les  points  d'une  figure,  on  voit  comment  elle  se  déplace  en  se  déformant, 
lorsque  u  el  v  s'accroissent  de  du  et  dv. 

»  Plus  généralement,  si  l'on  se  donne  à  chaque  instant  une  relation 

F  (H,  T„  ^,  u,  v)  =  o. 

définissant  une  surface  correspondant  à  chaque  point  0(?/,  v)  de  la  surface  de 
référence,  on  peut  trouver  comment  elle  se  déplace  en  se  déformant  lorsque  u 
et  V  croissent  de  du  et  dv. . .. 

»  Au  lieu  d'une  surface  de  référence  unique  et  de  deux  paramètres  u  et  ^', 
on  peut  prendre  un  système  triple  de  surfaces  dépendant  de  trois  paramètres  o, 
p,  et  P2  et  faire  correspondre  entre  eux  deux  espaces  diflerenls  par  certaines 
constructions  géométriques.  . . . 

»  L'un  des  plus  grands  avantages  de  la  méthode  générale  (jue  nous  employons 
consiste  dans  la  facilité  avec  laquelle  on  peut  attaquer  des  problèmes  de  façons 
différentes,  suivant  le  choix  que  l'on  fait  de  la  surface  de  référence.  » 

Le  Mémoire  est  divisé  en  treize  Chapitres,  dont  nous  rendrons  compte  suc- 
cessivement. 

Le  Chapitre  I  est  consacré  à  l'établissement  des  formules  fomlamcntales  dans 
le  cas  où  le  réseau  {u,  v)  est  orthogonal,  ainsi  qu'à  la  recherche  directe  du 
sens  géométrique  des  coefficients  introduits.  Il  va  sans  dire  ([ue  ces  cocfli- 
cients  satisfont  aux  équations  â'\les,  formides  de  Codazzi. 

Le  Chapitre  II  contient  la  même  étude,  faite  dans  le  cas  ou  lo  réseau  (//.  v  ) 
n'est  pas  orthogonal. 

Le  Chapitre  III  traile  des  formules  fondamentales  relatives  à  la  correspon- 
dance de  deux  espaces,  quand  on  prend  pour  réseau  de  référence  une  famille 
triple  de  surfaces  orthogonales;  à  cette  occasion  l'auteur  a  établi  par  les  pro- 
cédés de  la  Géométrie  autour  des  surfaces  la  théorie  îles  systèmes  triple- 
ment orthogonaux. 

Dans  le  Chapitre  IV  comniencenl  lr>^  application^,  avec  l'élude  dos  faisceaux 
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(le  (Iroilcs  parallèles  aux  normales  de  la  surface  de  référence  :  condilion  pour 
(|ue  le  faisceau  soil  formé  des  normales  à  une  surface;  recherche  des  surfaces 
ayant  même  image  spliéri(jue  que  la  surface  de  référence;  systèmes  orthogo- 
naux dans  lesquels  toutes  les  surfaces  d'une  famille  ont  même  image  sphé- 
rique,  systèmes  que  concerne  le  théorème  suivant  : 

Si  une  surface  est  telle  que  son  élément  linéaire,  rapporté  aux  lignes  de 
courbure,  soit  de  la  forme 

1  "         ^'f     7    •>         ^?  ^   ■> 

ds'  =  y-  ««-H — ~  dv-, 
du  ôv 

on  peut,  de  cette  surface,  déduire  toute  une  famille  faisant  partie  d'un 
système  triplement  orthogonal;  toutes  les  surfaces  de  cette  famille  ont 
même  image  spliérique. 

Au  Chapitre  V  les  surfaces  sont  étudiées  à  l'aide  des  paramètres  {x,  y)  des 
lignes  de  longueur  nulle  de  la  sphère.  L'auteur  donne  notamment  l'équation 
aux  dérivées  partielles  d'une  famille  de  surfaces  faisant  partie  d'un  système 
triplement  orthogonal;  il  prouve  ainsi  que  : 

Toutes  les  fois  qu'on  a  tracé  sur  la  sphère  un  réseau  orthogonal  (u,  v) 
tel  que  son  élément  linéaire  ait  la  forme 

-,  -  du- -h  -.—  dv, 
ou  dv 

on  obtient  sans  quadrature  deux  surfaces  pour  lesquelles  ce  réseau  est 
l'image  des  lignes  de  courbure. 

Le  Chapitre  VI  est  consacré  à  la  théorie  des  développées  fnoyennes  :  est  dite 
développée  moyenne  d'une  surface  l'enveloppe  du  plan  mené  perpendicu- 
lairement à  chacune  de  ses  normales  par  le  point  milieu  des  deux  centres  de 
courbure  principaux.  On  peut  construire  toutes  les  surfaces  ayant  même  déve- 
loppée moyenne  qu'une  surface  donnée.  Appelant  développante  d'une  surface 
donnée  toute  surface  qui  admet  celle-là  comme  développée  moyenne,  l'auteur 
démontre  qu'on  peut  obtenir  par  deux  quadratures  les  développantes  d'une 
surface  donnée;  il  étudie  les  développantes  de  la  sphère  et  des  surfaces  minima  ; 
donne  la  condition  pour  que  deux  surfaces  soient  chacune  la  développée  mo3'enne 
de  l'autre;  il  établit  que  la  cyclide  de  Dupin  et  sa  développée  moyenne  ont 
même  représentation  spliérique. 

Le  Chapitre  VII  contient  diverses  propriétés  des  faisceaux  de  droites  et  géné- 
ralise le  théorème  de  Gauss  concernant  le  produit  des  rayons  de  courbure 
principaux. 

Au  Chapitre  VIII  sont  étudiés  les  faisceaux  de  droites  situées  dans  les  plans 
tangents  de  la  surface  de  référence  :  si  les  segments  focaux  d'un  pareil  fais- 
ceau de  droites  sont  vus  des  points  de  contact  sous  un  angle  dont  les  côtés 
sont  conjugués,  on  peut  déformer  arbitrairement  la  surface  de  référence  (  chaque 
plan  tangent  entraînant  la  droite  correspondante)  sans  que  cetle  propriété 
cesse  de  subsister. 

Le  Chapitre  IX  traite  des  faisceaux  de  droites  issues  fies  points  de  la  surface 
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de  référence  :  on  y  trouve  des  propriétés  générales  qui  conduisent  aux  théo- 
rèmes catoptriques  de  IMalus  et  de  Dupin. 

Au  Chapitre  X,  l'auteur  considère  les  droites  liées  aux  pians  tangents  de  la 
surface  de  référence  et  qui  restent  normales  à  des  surfaces  quand  celle-ci  se 
déforme;  il  donne  quelques  propriétés  des  surfaces  qui  se  correspondent  par 
plans  tangents  parallèles  avec  correspondance  des  lignes  de  longueur  nulle 
(surfaces  isothermiques,  ou  à  lignes  de  courbure  isf)thermes). 

Le  Chapitre  XI  développe  la  théorie  des  systèmes  cycliques,  ou  systèmes 
triplement  orthogonaux,  dans  lequel  les  trajectoires  des  surfaces  d'une  famille 
sont  des  cercles.  La  théorie  repose  sur  cette  proposition  fondamentale  : 

Si  des  cercles  sont  normaux  à  trois  surfaces,  ils  le  sont  à  toute  une 
famille  de  surfaces  qui  font  partie  d'un  système  triplement  orthogonal 
{système  cyclique). 

De  plus,  T'intégrale  des  surfaces  trajectoires  s'obtient  sans  quadratures,  si 
l'une  de  ces  trajectoires  est  plane  ou  sphérique. 

On  peut  faire  dériver  de  tout  système  cyclique  un  autre  système  cyclique 
dans  lequel  les  trajectoires  ont  même  image  sphérique  que  celles  du  premier 
système. 

Il  faut  connaître  les  lignes  de  courbure  d'une  surface  trajectoire  pour  ramener 
aux  quadratures  l'intégration  des  autres  surfaces  trajectoires  d'un  système 
cyclique;  mais,  si  l'on  connaît  trois  trajectoires,  on  peut  construire  toutes  les 
autres,  sans  même  effectuer  de  quadratures. 

Le  Chapitre  XII  traite  de  la  variation  des  courbures  totale  77— rr-  et  moyenne 

— t"  TT~'  (juand  on  passe  d'une  surface  à  une  surface  infiniment  voisine,  spé- 

cialement  dans  le  cas  particulier  oij  la  surface  infiniment  voisine  est  appli- 
cable sur  la  proposée. 

Au  Chapitre  XIII  sont  généralisés  certains  résultats  du  Chapitre  X  par  la 
recherche  des  trajectoires  orthogonales  planes  des  surfaces,  dont  voici  le 
point  de  départ  : 

Si  des  courbes  (C)  tracées  dans  les  plans  tangents  d'une  surface  (O)  sont 
les  trajectoires  d'une  famille  de  surfaces,  on  peut  déformer  (O)  comme  on 
veut,  chaque  plan  tangent  entraînant  la  courbe  qu'il  contient,  et  le  faisceau  des 
courbes  (C)  jouit  toujours  de  la  même  propriété. 

Ces  courbes  peuvent  être  identiques  entre  elles;  la  solution  la  plus  simple  est 
fournie  par  des  cercles  ayant  leurs  centres  aux  points  de  contact  des  plans 
tangents  et  leur  rayon  égal  à  y/ —  11,  \\^.  On  peut  construire  un  syslènn' 
cyclique  dans  lequel  tous  les  cercles  trajectoires  sont  égaux  :  la  surface  enve- 
loppe de  leurs  plans  coïncide  avec  le  lieu  de  leurs  centres  et  a  sa  couibure 
totale  constante. 

Le  Chapitre  se  termine  par  diverses  propositions  relatives  à  la  recherche 
générale  des  systèmes  cycliques.  La  connaissance  d'un  système  cyclique  équi- 
vaut ù  celle  d'une  enveloppe  de  sphères  telle  que  les  points  focaux  des  conles 
de  contact  soient  conjugués  harmoniques  jiar  rapport  aux  points  de  contact  et 
récipro([uement.  On  peut  délinir  géométri(iuemenl  les  systèmes  c\clii|ues  dont 
les  plans  enveloppent  une  développable. 

L'équation  diiïérentielle  des  surfaces  trajectoires  des  courbes  />lancs  est  indo- 
pendante de  la   forme   de   la    surface   de   référence.   I.e  s\  <lènie  cyclique  dérivé 
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des  cercles  égaux  admet  pour  trajectoires  des  surfaces  applicables  sur  la  sur- 
face enveloppe  du  plan  des  cercles  et  sur  la  surface  de  révolution  ayant 
pour  méridienne  la  tractrice  ;  sur  toutes  ces  surfaces,  les  lignes  de  courbure  se 
correspondent. 

Lorsqu'un  système  cyclique  est  tel  que  les  plans  de  tous  ses  cercles  passent 
par  un  point  fixe,  chacun  des  cercles  est  orthogonal  à  une  sphère  fixe  ayant  ce 
point  (ixc  pour  centre. 

Cellérier.  —  Lois  des  chocs  moléculaires.  (109- 1  55). 

Ce  Mémoire,  oi^i  l'auteur  reprend  la  théorie  cinétique  des  gaz,  est  divisé  en 
deux  Parties.  Dans  la  pren)ière,  il  est  traité  des  valeurs  théoriques  du  nombre 
des  chocs  et  des  changements  de  force  vive  de  tianslation  ;  on  admet  que  les 
molécules  n'exercent  aucune  action  mutuelle,  sauf  dans  le  cas  du  choc,  et  la 
masse  gazeuse  est  supposée  contenue  dans  une  vaste  enceinte  où  elle  reste  à 
l'état  permanent. 

Dans  la  seconde  Partie,  les  molécules  sont  considérées  comme  à  peu  près 
sphériques,  ce  qui  permet  de  déterminer  le  rapport  des  forces  vives  totales  de 
translation  et  de  rotation,  et  conduit  à  diverses  valeurs  approchées  du  rapport 
des  chaleurs  spécifiques. 

Appell  (P')'  —  Sur  les  foncLions  périodiques  de  deux  variables. 

(157-219). 

Introduction.  —  «  Les  fonctions  doublement  périodiques  d'une  variable,  qui 

se  comportent  à  distance  finie  comme  une  fraction  rationnelle,  peuvent  toutes, 

ainsi   qu'il   est  bien   connu,  s'exprimer  par  des  combinaisons  rationnelles   de 

fonctions  6  d'une  variable.  Après  la  découverte  des  fonctions  0  de  plusieurs 

variables  faite  par  Gopel   et  Rosenhain,  on  a  dû  se  demander  immédiatement 

si  toute  fonction  de  n  variables  avec  in  groupes  de  périodes,  se  comportant  à 

distance  finie  comme  une  fraction  rationnelle,  pourrait  être  exprimée  à  l'aide 

des  fonctions  B  de  n  variables.  Au  premier  abord   il   semble  que  non,  car  les 

périodes  d'une   fonction    B  de  n  variables  ne  peuvent  pas  être  choisies  arbi- 

•  ■                 1  •  .               71  (n  —  I )       ,     .         ,  .  ^  , 

traiiement  :  elles  sont   liées  par  — ^ relations  bien  connues.  Cependant, 

dans  une  conversation  qu'il  eut  avec  M.  Hermite  en  1860,  Riemann  avait 
affirmé  que  ces  relations  doivent  nécessairement  exister  entre  les  2/1  groupes 
de  périodes  d'une  fonction  de  n  variables,  tout  au  moins  après  une  transfor- 
mation d'un  degré  convenable  effectuée  sur  ces  périodes;  mais  il  n'a  donné 
aucune  indication  sur  la  méthode  qui  l'avait  conduit  à  ce  théorème  d'une 
importance  capitale.  M.  Weierstrass  a,  depuis,  annoncé  à  quelques-uns  de  ses 
élèves  qu'il  possède  une  démonstration  de  ce  théorème;  mais  il  n'a  ni  publié, 
ni  indiqué  la  méthode  dont  il  fait  usage.  Dans  une  INote  présentée  à  l'Aca- 
démie des  Sciences  le  3  décembre  i883,  MM.  Poincaré  et  Picard,  s'appuyant 
sur  ce  théorème  de  M.  Weierstrass  que  ( /i  +  i  )  fonctions  de  n  variables  à  in 
groupes  de  périodes  sont  liées  par  une  relation  algébrique,  ont  donné  une 
démonstration  du  théorème  de  Riemann  fondée  sur  la  considération  d'inté- 
grales de  différentielles  totales  et  sur  la  théorie  des  intégrales  abéliennes. 

»  En  me  bornant  au  cas  le  plus  simple  de  deux  variables  indépendantes,  je  me 
propose,    dans   ce    Mémoire,   de   traiter   directement    la    question.   Partant  de 
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l'expression  crime  fonction  de  deux  variables,  sans  singularités  essentielles  à 
distance  finie,  sous  forme  du  quotient  de  deux  fonctions  entières,  telle  qu'elle 
résulte  d'un  théorénic  de  M.  Foiucaré,  je  montre  que,  si  cette  fonction  admet 
quatre  paires  de  périodes,  on  peut  toujours  les  amener  à  vérifier  la  relation  de 
Ricmann  et  exprimer  la  fonction  par  le  quotient  de  deux  fonctions  entières 
corriposées  avec  des  fonctions  0  de  deux  variables.  Je  n'ai  donc  pas  à  ni'appuyer 
sur  l'existence  d'une  relation  algébrique  entre  trois  fonctions  de  deux  variables 
à  quatre  paires  de  périodes  :  la  métliode  suivie  permet,  au  contraire,  de  dé- 
montrer l'existence  de  cette  relation. 

»  Pour  appliquer  d'abord  la  mélhode  à  un  exemple  simple,  je  commence  par 
traiter  le  cas  des  fonctions  d'une  variable  à  deux  périodes,  en  m'appuyant  sur 
les  résultats  relatifs  aux  fonctions  entières,  dus  à  IM.  Guichard;  puis  je  traite, 
par  une  méthode  toute  semblable,  le  cas  des  fonctions  de  deux  variables 
à  quatre  paires  de  périodes.  Le  Mémoire  se  termine  par  quelques  remarques 
sur  les  fonctions  de  deux  variables  avec  deux  paires  de  périodes.  J'ai  laissé  de 
côté  l'étude  des  fonctions  à  trois  paires  de  périodes,  qui  peut  être  faite  de  la 
même  façon.  » 

Cellérler.  —  Note  sur  quelques  elFets  des  treinblemcnts  de  terre. 

(2'j  1-352). 

Après  avoir  traité  le  cas  simple  d'un  pendule  composé  dont  l'axe  de  suspen- 
sion éprouve  une  secousse  horizontale,  et  celui  de  deux  tiges  articulées,  l'auteur 
aborde  le  principal  objet  de  son  Mémoire,  qui  est  le  mouvement  d'une  tige 
élastique. 

Ce  problème  difficile  a  été  étudié  par  Poisson;  mais  il  est  nécessaire  de  com- 
pléter sur  beaucoup  de  points  l'analyse  de  Poisson,  qui  manque  de  rigueur. 

Aussi  M.  Cellérier  commence-t-il  par  établir  soigneusement  l'éiiualion  aux 
dérivées  partielles  du  quatrième  ordre 

qui  régit  le  mouvement  de  la  tige,  abstraction  faite  de  toute  secousse. 

Il  entre  ensuite  dans  tous  les  détails  nécessaires  à  l'intégration  rigoureuse 
de  ré({uation  privée  de  second  membre  et  prouve  notamment  que  toutes  les 
racines  de  l'équation 

cosiJ-Ch  ;x  -i-  I  =  o. 

se  répartissent  par  groupes  de  (luatre  de  la  forme  1  :  A,  et  'h  h  \' —  1  et  ([u'elles 
sont  toutes  distinctes. 

Ce  point  a^(^uis,  on  peut  former  la  série  de  Poisson,  somme  de  toutes  les 
solutions  simples  qui  correspoiulenl  à  toutes  les  racines  ;j..  iMais  il  faut  prouver, 
pour  en  pouvoir  déduire  la  solution  clieicliée  de  l'éiiuatiou  (  1 '1  )  : 

I"  Oue  la  série  y  de  Poisson  est  (n)nverg('nte  ; 
•.>"  Qu'elle  satisfait  à  r('([ual  ion 

..d'y  ^  â\v 
JiuU.  des  Sciences  nidl/tc/n .,  :•■■'  série,  t.  \\\'.  (  Ih'ctMubre  nioi.l  K.  >«• 
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ainsi  qu'aux  conditions 

ôy 
^  =  "'         d^=" 

au  point  (ixe  de  la  tige  {x  =  o)  et  aux  conditions 


^  =  0.  — -^ 

dx'^         '         dx 


=  0.-  3-i   =  O, 


à  l'extrémité  libre  (^  =  i); 
3°  Que  la  fonction  y  et  sa  dérivée  prennent  Lien  pour  t  =  o  les  valeurs 

données  de  a;  =  o  à  ^  =  i. 

vVprès  discussion  des  conditions  i"  et  2°,  l'auteur  étudie  le  mouvennent 
relatif  pour  une  secousse  quelconque  imprimée  à  la  tige. 

Il  revient  ensuite  sur  les  conditions  3°,  dont  la  vérification  exige  l'emploi  des 
théorèmes  de  Caucliy  sur  les  fonctions  d'une  variable  complexe  et  dont  l'appli- 
cation donne  lieu  à  une  discussion  détaillée  dans  chaque  cas  particulier.  Dans 
cette  partie  de  son  Mémoire,  M.  Cellérier  se  trouve  conduit  à  reprendre,  pour 
les  compléter,  les  démonstrations  de  diverses  propositions  d'Analyse,  et  en 
particulier  celle  de  la  série  de  Foiirier. 

Humbeit  (G.).  —  Stir  la  surface  desmique  du  quatrième  ordre. 

(353-398). 

Trois  tétraèdres  sont  dits  former  un  système  desmique  (  Stephanos)  lorsque 
les  trois  surfaces  du  quatrième  ordre,  formées  respectivement  par  leurs  faces, 
appartiennent  à  un  même  faisceau  ponctuel,  c'est-à-dire  ont  seize  droites  com- 
munes, et  l'on  appelle  surface  desmique  du  quatrième  ordre  toute  surface 
de  ce  faisceau,  c'est-à-dire  toute  surface  du  quatrième  degré  passant  par  les 
seize  droites. 

<(  Le  présent  Travail,  dit  M.  Humbert,  a  pour  but  d'exposer  des  propriétés 
nouvelles  de  la  surface  desmique;  il  est  divisé  en  quatre  Parties. 

»  Dans  la  première,  exclusivement  géométrique  et  fort  courte,  on  établira 
quelques  propositions  simples  et  presque  élémentaires,  dont  il  sera  fait  un 
grand  usage  par  la  suite. 

»  Dans  la  seconde,  après  avoir  exposé  un  mode  de  représentation  de  la  sur- 
face à  l'aide  des  fonctions  C,  on  fera  voir  que  certaines  courbes  tracées  sur  la 
surface  desmique  jouissent  des  propriétés  angulaires  des  droites  tracées  sur  le 
plan,  et  Ton  en  déduira  une  Géométrie  de  la  surface  tout  à  fait  analogue  à  la 
Géométrie  euclidienne  du  plan. 

»  La  troisième  Partie  est  consacrée  à  l'étude  des  sections  pleines  de  la  sur- 
face :  dans  un  Mémoire  inséré  au  Tome  VI  (4°  série)  de  ce  journal,  nous 
avons  montré  que  la  section  plane  d'une  surface  desmique  n'est  pas  la  courbe 
générale  du  quatrième  ordre,  et  nous  avons  fait  connaître  de  nombreuses  pro- 
priétés de  cetle  (juarlique  particulière.  Nous  compléterons   nos  résultats  anté- 
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rieurs,  et  nous  étudierons  spécialcmcnl  la  scclion  de  celle   surface  par  un  de 
ses  plans  langenls. 

»  Enlin,  dans  la  dernière  Partie,  nous  raltacherons  les  surfaces  desmiques  à  la 
surface  générale  du  troisième  ordre,  par  rinterniédiaii'c  d'une  pro[)osiLion 
remarquable  duc  à  M.  Greniona,  et  nous  ferons  connaître  une  dégénérescence 
intéressante  de  ces  surfaces.  » 

Willotte  {H,).  —  Etudes  sur  l'emploi   des   percussions  dans  la 
théorie  du  mouvement  d'un  solide  plongé  dans  un  fluide.  («399- 

43.). 

L'objet  des  recherches  de  M.  Willotte  est  de  montrer  le  parti  que  l'on  peut 
tirer  de  la  notion  des  forces  de  percussion  pour  faire  la  théorie  de  la  résis- 
tance des  Jl aides  (actions  des  fluides  sur  les  solides  qui  y  sont  immergés),  en 
vue  d'arriver  à  l'explication  d'importantes  lois  naturelles. 

Le  fluide  étudié  est  constitué  comme  Véther;  c'est  un  ensemble  indéfini  de 
points  matériels  m  qui  pourront  être  liés  entre  eux  par  des  forces  dépendant' 
d'un  potentiel.  Ce  fluide  est  à  l'état  de  division  infinie,  c'est-à-dire  que  le 
nombre  N  de  points  ni  contenus  dans  l'unité  de  volume  est  infiniment  grand, 
et  chaque  masse  7/1  infiniment  petite;  la  masse  totale  N/?i  de  l'unité  de  volume 
du  fluide  étant  assujettie  à  conserver  une  valeur  finie  déterminée,  d'ailleurs 
quelconque. 

Les  solides  immergés  dans  ce  fluide  sont  toujours  supposés  être  des  solides 
invariables,  parfaitement  élastiques.  L'auteur  insiste  [)rincipalcment  sur  le  cas  où 
ces  solides  sont  en  état  de  moyen  mouvement  permanent ,  ces  mots  désignant  un 
état  intermédiaire  entre  le  repos  et  l'état  de  grande  agitation,  état  intermédiaire 
caractérisé  par  celle  propriété  que  la  force  vive  moyenne  de  l'une  quelconque 
des  parties  du  solide,  calculée  pour  une  période  de  temps  T,  tend  vers  une 
limite  bien  déterminée  lorsque  cet  intervalle  T  croît  indéfiniment. 

Voici  Pun  des  résultats  auxquels  donne  lieu  la  considération  de  semblables 
états  : 

La  valeur  moyenne  de  la  force  vive  du  mouvement  de  translation  d'une 
sphère  homogène  en  élat  de  moyen  mouvement  permanent  au  sein  d'un  fluiile 
à  points  indépendants,  infiniment  divisé,  est  égale,  quels  que  soient  le  rayon 
et  la  masse  de  la  sphère,  à  une  quantité  qui  ne  dépend  que  de  la  conslilulion 
du  fluide. 


Tome  VIII;  1892. 

Picard  (^Eni.).  —  Sur  le  nombre  des  racines  connuunes  à  [)Iu 
sieurs  équations  simultanées.  (5-24). 

Étant  données  n  é(iuations  à  //  inconnues 

/j(X,,  X.,  ...,  x„)  -  o, 
/.(j:,,  X.,  ...,  x„)  =  0, 

/„(x,.  X.,  ...,  .r„)  -:  o, 
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il  s'agit  de  trouver  le  nombre  de  leurs  solutions  communes,  eontcnucs  dans  un 
domaine  A.  On  doit  ù  Kroneckcr  le  résultat  suivant  : 
On  forme  l'intégrale  multiple  d'ordre  n  —  i 


y  ^  A,  dx^  dx^. .  .dx-_^  d^i+\  '  •  -^^n 


I 

Ul  +  fi-^'-'  +  flï' 

étendue  à  l'extérieur  de  la  surface  limitant  le  domaine  A,  en  posant 


A..= 


f      -^ 

^  ^     dXi  '  '  '  àx;_i  âx-_^i 

f      M  ...  ^^A  àf, 

dxi  '  '  '  àx-_i  ^^,+1 


àx.. 


fn 


ÔXi 


àx-. 


AL 

àX:^ 


àA 
àx,. 


si   n  est  pair,  tandis  que  A-  est  égal  au  déterminant  précédent,  multiplié  par 
( — i)'~S  si  n  est  impair. 

On   désigne   par  S   la  surface  de  l'hypersphère  de  rayon    i  dans   l'espace  à 
71  dimensions 


_  I  J     1.3  2,4 

S  =  2X.2-7:.2-- T.  .  2  -—= 

2  0     2.4  0.5 


Cela  posé,  on  a 


I  =   S.JH, 


m  représentant  la  différence  enire  le  nombre  des  solutions  communes  pour 
lesquelles  le  déterminant  fonctionnel  D  des  fonctions  f  est  positif  et  celles 
pour  lesquelles  il  est  négatif. 

Pour  résoudre  complètement  le  problème,  M.  Picard  associe  aux   équations 
proposées  une  (/i  +  1)'^'"'=  équation 

^D  =  o, 

il  envisage  dans  l'espace  à  n  H- i  dimensions  {x^,  x^,  ...,x,,,z)  l'ensemble  des 
valeurs  des  x-  contenus  dans  A  et  des  valeurs  de  z  comprises  entre  —  e  et  +  s 
(s  désignant  une  constante  positive  arbitraire).  Le  déterminant  fonctionnel 
des  n-hi  fonctions  qui  forment  les  premiers  membres  des  équations  consi- 
dérées est  maintenant  égal  à  la  quantité  essentiellement  positive  D-,  de  sorte 
que  l'on  peut  appliquer  au  domaine  à  n-hi  dimensions  défini  le  théorème  de 
Kroneckcr  qui  fera  connaître,  exactement  cette  fois,  le  nombre  des  solutions 
communes  aux  n  équations  /•=  o  dans  le  domaine  A. 

C'est  ce  théorème  que  l'auteur  démontre  et  qu'il  fait  suivre  de  diverses  appli- 
cations. 


Poliicaré  (//.)•   —   Exlcnsion  aux  nombres  premiers  complexes 
des  théorèmes  de  M.  TchebichefT.  (25-68). 
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Jordan  (C).  —  Remarques  sur  les  intégrales  définies.  (69-99). 

L'auteur  éLudic  l'influence  du  champ  sur  la  valeur  de  l'intégrale,  en  s'ap- 
puyant  sur  la  théorie  générale  des  ensembles. 

11  montre  qu'à  un  champ  quelconque  E  de  Thyperespace  correspondent  deux 
nombres  déterminés  E'  et  E"  qu'on  peut  appeler  son  étendue  intérieure  et  son 
étendue  extérieure.  Si  ces  deux  nombres  coïncident,  le  champ  E  est  à\[.  mesu- 
rable et  a  pour  étendue  le  nombre  E"=E';  pour  que  celte  circonstance  se 
présente,  il  faut  et  il  suffit  que  la  frontière  de  E  ait  une  étendue  nulle. 

Une  fonction  /  qui  reste  bornée  dans  tout  l'intérieur  de  E,  admet  dans  cette 
région  une  intégrale  par  excès  et  une  intégrale  par  défaut.  Si  ces  deux  inté- 
grales coïncident,  elles  représentent  l'intégrale  proprement  dite  delà  fonction/ 
dans  le  champ  E. 

La  détermination  d'une  intégrale  proprement  dite  multi[)lc  se  ramène  à  celle 
d'une  suite  d'intégrales  simples,  pourvu  que  le  champ  soit  mesurable. 

Ensuite  vient  l'examen  des  cas  oii  la  fonction  /  ne  reste  plus  bornée  et  où  le 
champ  E  est  infini. 

Enfin,  la  théorie  du  changement  de  variables  dans  les  intégrales  multiples 
est  présentée,  sans  restriction  inutile,  par  une  méthode  analogue  à  la  méthode 
géométrique  employée  pour  les  intégrales  doubles  et  triples. 

Hadamai'd  (/.).  —  Essai  sur  Fétude  des  fonctions  données  par 
leur  développemcnl  de  Taylor.  (101-186). 

L'auteur  étudie  les  développements  de  Taylor  au  point  de  vue  de  la  recherche 
des  points  singuliers,  |.roblème  étroitement  lié  à  celui  du  prolongement  d'une 
fonction  en  dehors  du  cercle  de  convergence. 

La  méthode  qu'il  a  suivie  repose  sur  les  principes  dont  M.  Darboux  a  fait 
usage  dans  son  Mémoire  Sur  l'approximation  des  fonctions  de  grands 
nombres;  particulièrement  celui-ci  :  la  recherche  de  la  partie  principale  des 
coefficients  de  la  série  dépend  de  la  manière  dont  la  fonction  devient  infinie 
sur  le  cercle  de  convergence. 

»  J'ai  divisé,  dit-il,  ce  Travail  en  trois  Parties  : 

»  Dans  la  première,  après  avoir  introduit  une  notion  préliminaire  indispiMi- 
sable  pour  la  suite,  je  détermine  d'une  façon  générale  le  rayon  de  convergence. 
Les  résultats  obtenus  conduisent  immédiatement  à  un  crilérium  permettant 
de  reconnaître  dans  certains  cas  la  présence  d'un  ou  plusieurs  points  singu- 
liers. 

I)  La  deuxième  Partie  est  consacrée  à  l'étude  des  discontinuités  polaires. 
Lorsque  la  fonction  n'a  sur  le  cercle  de  convergence  que  de  telles  disconti- 
nuités, on  peut  la  prolonger  analy ti(|uemcnl  et  la  rcpri'scnlir  (Iaii>  louî  cercle 
où  elle  est  méromorphe. 

»  Dans  la  troisième  Partie,  je  définis  ce  (|u'(>n  pcul  appeler  Vordrr  i\\\\\c. 
fonction  sur  son  cercle  de  convergence  et  cx\  un  point  de  ce  cercle,  «-t  j  ctudic 
les  points  singuliers  en  les  classiliant  d'après  leur  ordre.  Lorsque  cet  t>rdre 
reste  fini,  on  peut,  dans  des  cas  assez  étendus,  trouver  les  point>^  singuliers, 
et,  dans  tous  les  cas,  calculer  la  loncliou  en  tout  point  oïdinaire  du  cercle  de 
convergence.  » 
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Appell  {P ')•  —  Sur  réqualion  -—  —  — -  =  o  et  la  llicorie  de  la 
chaleur.  (187-216). 

Dans  ce  Travail,  l'auLeur  se  place  surtout  au  point  de  vue  de  la  Physi(|uc 
niathétnalique  en  supposant  x,  y  cl  z  réels,  et  s'inspire  des  méthodes  de  Rie- 
mann.  Il  s'attache  principalement  à  résoudre  les  questions  suivantes  : 

On  considère  un  conducteur  indéHni,  dans  lequel  la  température  u  est  sup- 
posée dépendre  uniquement  de  l'abscisse  x.  Cette  température  u  étant  donnée 
arbitrairement,  u=f{x)  à  l'instant  initial  t  —  o,  les  formules  de  Fourier 
déterminent  la  température  à  un  instant  postérieur  quelconque,  i  >-  o.  Mais  on 
demande  :  1°  si  l'état  initial  donné  u  ^=  f{x)  provient  lui-même  d'un  état 
antérieur  (^<  o);  2°  lorsijue  cet  état  antérieur  existe,  s'il  est  unique,  et  com- 
ment on  peut  le  trouver. 

L'état  antérieur  n'existe  pas  toujours;  pour  qu'il  existe,  il  est  nécessaire 
(mais  non  suffisant)  que  la  fonction  donnée  f{x)  soit  une  fonction  dévelop- 
pable  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  x^  convergente  quel  que 
soit  X, 

Quand  l'état  antérieur  existe,  il  est  unique  et  peut  être  déterminé  dans  des 
cas  très  généraux. 

Picard  (^E m.).  —  Sur  certains  systèmes  d'équations  aux  dérivées 
partielles  généralisant  les  équations  de  la  théorie  des  fonctions 
d'une  variable  complexe.  (217-232). 

Les  équations  fondamentales  de  la  théorie  des  fonctions  d'une  variable  com- 
plexe 

^  -  ^  ^  -_  ^ 

dx       dy  ây  dx 

peuvent  évidemment  être  généralisées  d'une  infinité  de  manières.  Voici  com- 
ment M.  Picard  pose  le  problème  : 

Trouver  un  système  de  m  équations  (fn^n)  contenant  uniquement  les 
dérivées  partielles  du  premier  ordre  de  n  fonctions  Pj,  P^,  .  ..,  P,^  dépen- 
dant de  n  variables  x^,  x^,  . . .,  x,^ 

et  telles  que,  si  Von  considère  un  second  système  également  arbitraire  de 
solutions  Qp  Qo,  ...,  Q„,  les  fonctions  P  considérées  comme  fonctions  des  Q 
satisfassent  aux  mêmes  équations 

./r)P,  r;P,     âP.  ()P\  ,.  . 

La  formation  des  équations  /=  o  se  ramène  à  la  recherche  des  groupes 
linéaires  et  homogènes,  en  vertu  du  théorème  suivant  : 

On  prend  un  groupe  quelconque  de  substitutions  linéaires  à  n  variables, 
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contenant  la  substitution  unité, 

Xi  =  <3,i  :r,  H-  a,2a:2  +  . .  .H-  a,„  a;„. 


^u=  ««l-^^l^  «„2^2  +  -  •  -H-  «„„^„, 

les  a  dépendant  d''un  certain  nombre  p  de  paramètres  {p  <  n-);  on  pose 

dP 

-^  =  af^i        {i,  A-  =  1,  2,  ...,  n). 

L'élimination  des  p  paramètres,  dont  dépendent  les  a,  entre  ces  li^  équa- 
tions, conduira  à  /i- — p  équations  entre  les  dérivées  partielles  du  premier 
ordre  de  Pj,  P2,  . .  -,  P„;  ce  sont  les  relations  cherchées. 

La  méthode  suivie  par  l'auteur  n'est  pas  limitée  au  cas  où  les  équations 
y=o  ne  contiennent  que  des  dérivées  du  premier  ordre  :  l'extension  est 
indiquée  par  la  formation  des  équations  du  second  ordre  à  deux  variables 
indépendantes. 

Vient  ensuite  la  formation  des  équations  du  premier  ordre  à  deux  et  à  trois 
variables;  celles-ci  réduites  aux  exemples  les  plus  simples.  En  particulier 
l'auteur  obtient  tous  les  systèmes  formés  de  trois  équations. 

Rwereau  {P.)-  —  Sur  les  invariants  de  quelques  équations  diffé- 
rentielles. (233-268). 

Il  s'agit  des  équations  du  second  ordre  de  la  forme 

H-    2c„y     +    2C,jk'    -f-    2  02^    -\-da=Oy 

les  coefficients  a-,  b-,  c-,  (/„  élant  des  fonctions  de  la  variable  x,  soumises  au 
changement  de  fonction  et  de  variable 

y  =  -i]u{x)-\-v{a:),         dr  ^  ^^^'^^' 

L'auteur  détermine  les  invariants  et  les  formes  canoniques  de  ces  écjualions, 
en  les  répartissant  en  trois  classes  :  i"  le  coefficient  <7„  est  (lillVrcnl  de  zéro; 
2°  le  cocflicicnt  a^  est  nul  et  6,  différent  de  zéro;  0"  les  ileux  coeflioicnls  «„ 
et  ôj  sont  nuls.  (La  transformation  considérée  ne  change  pas  la  classe  d'une 
équation.) 

Pour  obtenir  une  forme  canonique,  on  établit  certaines  iclalions  entre  les 
coefficients  de  l'équation  Iransforniée.  Ces  relations  fournissent,  pour  déter- 
miner V,  une  équation  du  [ireniier  degré.  Les  fonctions  u  et  ;i  sont  dclcr- 
minées,  soit  par  des  équations  dill'érentielles  linéaires,  homogènes  et  du  pre- 
mier ordre,  soit  par  des  équations  algébriques  binoni(>s.  hans  \c  premier  cas, 
les  invariants  absolus,  coefficients  de  ré(|Uiitioii  cmoiiiiiur.  «  onlitiinciil  des 
exponenlielles  ;  dans  le  second,  rc  sont  des  t'omtioiis  alj<él)ii(|ues  do  eocllieienls 
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de  l'cquaLion  dinVronlicUc  et  de  leurs  dérivées,  telles  que  certaines  de   leurs 
puissances  sont  des  fonctions  rationnelles  de  ces  coefficients. 

DuJiem  (P.).  —  Commenlairc  aux  principes  de  la  Thermodjna- 
lïîiqiie  (première  Partie).  (26()-33o). 

«  Les  applications  de  la  Thcnnodynainique  ont  été  nombreuses  depuis 
trente  ans;  aussi,  de  l'aveu  de  tous  ceux  qu'intéresse  cette  Science,  une  révision 
de  ses  principes  est  devenue  nécessaire.  C'est  l'essai  d'une  semblable  révision 
<iuc  nous  soumettons  aujourd'hui  aux  lecteurs  du  Journal  de  Mathéma- 
tiques  

»  Toute  théorie  physique  repose  sur  un  certain  nombre  de  définitions  et 
d'hypothèses  qui  sont,  dans  une  certaine  mesure,  arbitraires;  il  est  donc  permis 
de  chercher  à  exposer  une  semblable  théorie  dans  un  ordre  logique;  mais  nous 
sommes  convaincu  que  l'on  peut  enchaîner  les  principes  de  la  Thermodyna- 
mique dune  manière  autre  que  celle  que  nous  avons  adoptée,  et  cependant 
aussi  satisfaisante,  plus  satisfaisante  peut-être.  » 

Jablonski.  —  Théorie  des  perintitalions  et  des  arrangements  cir- 
culaires complets.  (33  [-349). 

Dans  la  première  Partie  est  exposée  une  méthode  pour  calculer  le  nombre 
des  permutations  et  des  arrangements  circulaires  avec  répétitions. 

La  seconde  Partie  contient  les  formules  générales  auxquelles  conduit  cette 
méthode  : 

1"  Le  nombre  des  permutations  circulaires  d'ol)jets  distincts  répétés  respec- 
tivement a,  p,   ...,  A  fois  est 

D 

m  Am      \d  J  ' 
1 

D  est   le  plus  grand  commun  diviseur  des  nombres  a,    [i,    ...,  )^;   d  est  l'un 
quelconque  des  diviseurs  de  D,  y  compris  i  et  D. 

La  fonction  o{d)  exprime  le  nombre  des  nombres  premiers  avec  d  et  infé- 
rieurs à  lui;  on  prend  9(1)  =1;  enfin  P  ( -7  )  est  le  nombre  des  permutations 
rectilignes  des  mêmes  objets  ayant  pour  indices 

a         p  X  _ 

d       d  d  ' 

2°  Le  nombre  des  arrangements  circulaires  complets  de  7n  objets  distincts 
pris  p  À  p  est 

n 

mO  i.lîJ  ...  /„!  ^      V^y  "^ 

'  1 

It  somme  ^  s'étendant  à  tous  les  systèmes  distincts  d'indices  ou  solutions  en 
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nombres  entiers  et  positifs  de  l'équation 

a  -H  ["i  + . . .  -^-  X  =  /?i  ; 

A-  désigne  le  nombre  des  indices  non  nuls  dans  un  même  système,  n  le  plus 
grand  commun  diviseur  des  indices  d'une  même  solution;  enfin  les  nombres  i,, 
^2»  •••'  *'rt>  dont  la  somme  est  égale  à  k,  expriment  combien  dans  un  mônie  sys- 
tème d'indices  il  y  en  a  de  même  valeur. 

Lévy  [Lucien).  —  Sur  les  systènnes  triplement  orthogonaux  où 
les  surfaces  d'une  même  famille  sont  égales  entre  elles.  (35  i- 

383). 

L'auteur  se  propose  d'obtenir  des  surfaces  qui,  par  un  simple  déplacement, 
engendrent  une  des  trois  familles  d'un  système  triplement  orthogonal  {famille 
de  Lamé). 

Il  emploie  à  cet  eiïet  l'équation  de  M.  Maurice  Lévy,  sous  la  forme  que  lui 
a  donnée  M.  Darboux,  en  la  rapportant  à  des  axes  mobiles.  Après  avoir 
retrouvé  les  solutions  bien  connues  que  fournissent  les  surfaces  de  révolution 
et  les  surfaces-moulures,  il  en  cherche  de  nouvelles  parmi  les  périsphères 
sy m.étriques ,  ou  surfaces  enveloppes  d'une  famille  de  sphères  dont  les  centres 
décrivent  une  courbe  plane;  voici  le  résultat  de  son  analyse  : 

Si  les  cylindres  de  révolution  qui  ont  pour  bases  les  diverses  lignes  de 
courbure  d'un  périsphère  symétrique,  interceptent  une  longueur  constante 
sur  une  droite  A  du  plan  de  symétrie  du  périsphère,  ce  périsphère  engen- 
drera une  famille  de  Lamé  par  une  translation  parallèle  à  la  droite  A. 

Kobb  (G-).  —  Sur  la  théorie  des  fonctions  algébriques  de  deux 
variables.  (385-4i9). 

L'objet  de  ce  Mémoire  est  d'étudier,  par  une  méthode  analogue  à  celle  de 
Weierstrass  pour  les  fonctions  algébriques  d'une  variable,  les  points  singuliers 
des  fonctions  algébriques  z  de  deux  variables  x,  y  et,  en  particulier,  de  donner 
la  représentation  analytique  de  la  fonction  dans  le  voisinage  de  ces  points. 

L'auteur  montre  que  toutes  les  valeurs  de  x,  y,  z  qui  sont  situées  dans  h- 
voisinage  d'un  point  quelconque  de  la  surface 

f{^,  y,  z)  ^  o 

peuvent  être  représentées  par  des  séries  convergentes,  procédant  suivant  les 
puissances  entières  et  positives  de  deux  variables  auxiliaires.  Il  ct.iblil,  en 
outre,  qu'il  suffit  d'un  nombre  fini  de  |iareils  dévelop[H'menl-i  pour  repré- 
senter la  totalité  de  la  surface. 

De  la  Vallée-Poussin  i^C .-J .).  —  Recherches  sur  la  convergence 
des  intégrales  définies.  [.\'>.\-\i\-). 

Ces  recherches  sont  fondées  sur  la  ilu-orie  des  ensembles.  \.c  [ucmici-  ('.fia- 
pitre  est  consacré  à  la  convergence  (d)solue  {\k'>  intégrales  : 

1"  Convergence  absolue  des  intégrales  sim[)les;    •"  eonvergenee  des  intégrales 
Ihdl.  des  Sciences  maf/ic/n ..  >.'  •^érie.  t.  \W.  (  Deeembi-e  kcm.)  W.io. 
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doubles;  3"  convergence  unifonne  et  convergence  réi^ulière;  réducLion  des 
intégrales  doubles;  4°  extension  des  théorèmes  précédents  au  cas  où  l'aire 
s'étend  à  rinlini;  5°  remarques  au  sujet  de  la  tliéori(;  lUH-cédente. 

Le  second  Chapitre  traite  de  la  convergence  relative  : 

1°  Délinition  et  propriétés  des  intégrales  simples;  :>"  convergence  uniforme; 
intégration  sous  le  signe;  3°  extension  au  cas  où  l'aire  s'étend  à  l'infini  dans 
un  sens;  :\"  extensio:i  au  cas  où  l'aire  s'étend  à  l'inlini  dans  tous  les  sens. 


Tome  IX;  iSyS. 

JJ  illolie.  —  Eludes  stir  l'emploi  des  percussions  dans  la  théorie 
du  mouvement  d'un  solide  plongé  dans  un  lluide  (suite).  (0-28). 

Ce  IMértioire  fait  suite  aux  recherches  publiées  dans  le  Tome  VII  du  Journal 
(voir  ci-dessus).  Voi.ci  les  titres  de  ses  subdivisions  : 

I.  Objet  du  présent  Travail.  Équations  fondamentales. 

II.  Distribution  des  déplacements  et  des  vitesses  dans  le  lluide. 

III.  Raisons  d'être  de  la  considération  des  percussions. 

IV.  Marche  à  suivre  pour  tenir  compte  des  percussions  successivement  pro- 
duites. 

V.  Étude  des  eiïets  des  percussions  sur  l'état  intérieur  du  lluide. 

VI.  Conséquence  de  la  non-homogénéité  du  tluitle. 

VII.  Examen  de  deux  cas  particuliers  (notamment  du  cas  des  solides  qui  ont 
pour  plans  de  symétrie  les  plans  de  leurs  axes  principaux  passant  par  leurs 
centres  de  gravité  ). 

VIII.  Cas  général. 

Humbert  (G.).  — Théorie  générale  des  surfaces  hjperelliptiques. 
(29-170,  361-473). 

Extraits  de  l'Introduction.  —  «  Le  présent  Mémoire  est  consacré  à  l'étude 
des  surfaces  remarquables  introduites  dans  la  Science  par  M.  Picard,  et  pour 
lesquelles  les  coordonnées  non  homogènes  d'un  point  quelconque  peuvent 
s'exprimer  en  fonction  uniforme,  quadruplement  périodi(iue,  de  deux  para- 
mètres {surfaces  hyperelliptiques). 

»  Les  travaux  de  M.  Poincaré  sur  les  zéros  communs  à  plusieurs  fonctions 
abéliennes  thêta  sont,  avec  ceux  de  M.  Picard  sur  les  surfaces  (\\\\  nous  occu- 
pent, la  base  de  nos  recherches. 

»  Notre  Mémoire,  après  un  Chapitre  consacré  à  des  généralités,  est  divisé 
en  deux  sections  piincipales  :  la  première  est  relative  à  la  surface  de  Kummer; 
la  seconde  aux  surfaces  hyperelli])tiqucs  en  général. 

»  La  surface  de  Kummer  a  déjà  été  rol)jet  de  travaux  nombreux  et  impor- 
tants, en  Allemagne  surtout.  Nous  n'avons  pas  prétendu  en  faire  une  étude 
coniplète....  Ce  que  nous  avons  eu  surtout  en   vue,   c'est  l'étude   des  courbes 
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tracées    sur   la   surface   de    Kunimer   et   celle  des  propriétés    des    surfaces  ([ui 
passent  par  ces  courbes. 

»  Nous  commençons  par  étal)lir  la  relation  qui  existe  entre  les  fonctions 
thêta  et  les  courbes  tracées  sur  la  surface  de  Kummer,  et  nous  démontrons,  à 
ce  point  de  vue,  un  théorème  fondamental.... 

»  Viennent  ensuite  la  classification  et  la  détermination  des  courbes  d'un 
degré  donné  qu'on  peut  tracer  sur  la  surface  de  Kummer....  Nous  étudions 
avec  détails  les  courbes  des  degrés  4,  '^  et  8  et  les  surfaces  inscrites  le  long  de 
ces  courbes,  dont  les  degrés  sont  2,  .3,  4- 

»  MM.  Darboux  et  Hohn  ont  établi  que  la  surface  de  Kummer  admet  trente 
séries  de  quadriques  inscrites;  nous  complétons  leurs  recherches  en  étudiant 
les  relations  qui  existent  enlre  l'une  de  ces  séries  et  les  vingt-neuf  autres; 
pour  les  surfaces  d'ordres  trois  ou  quatre,  nous  donnons  une  théorie  très  com- 
plète qui  conduit  à  des  résultats  géométriques  simples. 

»  Les  Chapitres  suivants  se  rapi)ortent  à  l'élude  des  sections  de  la  surface 
par  ses  plans  tangents.... 

»  Après  un  Chapitre  consacré  aux  relations  qui  lient  la  surface  de  Kummer 
à  sa  réciproque,  nous  passons  à  Texamen  du  genre  des  courbes  tracées  sur  la 
surface  et  à  celui  des  propriétés  qui  se  rattachent  à  la  notion  de  genre.... 

»  La  surface  de  Kummer  occupe,  parmi  les  surfaces  hypereiliptiques,  une 
place  particulière,  non  seulement  parce  qu'elle  est  la  plus  simple,  mais  sur- 
tout parce  (ju'à  un  de  ses  points  correspondent  deux  couples  d'arguments 
hypereiliptiques.  Les  surfaces  les  plus  générales  ne  possèdent  évidemment  pas 
cette  propriété;  aussi  leurs  caractères  fondamentaux  sont-ils  dilférents  tie  ceux 
de  la  surface  de  Kummer. 

»  Cinq  Chapitres  sont  consacrés  à  l'étude  de  ces  surfaces  et  des  courlxs 
qu'on  peut  tracer  sur  elles;  le  plus  important  est  celui  où  se  trouve  établie  la 
liaison  entre  les  fonctions  hypereiliptiques  et  les  surfaces  adjointes  à  une  sur- 
face donnée. 

■>•>  Grâce  à  cette  liaison,  qui  est  la  généralisation  de  notre  ÛxéovcmQ.  fonda- 
mental pour  la  surface  de  Kummer,  nous  donnons  un  certain  nombre  de  résul- 
tats géométriques  se  rapportant  au  nombre  des  surfaces  adjointes,  aux  surfaces 
adjointes  de  contact,  aux  sections  planes,  etc. 

»  Les  deux  derniers  Chapitres  de  cette  section  font  connaître  quelques 
familles  de  surfaces  et  ([uelques  surfaces  hyperellipli(iues  remarquables:  nous 
signalerons,  en  parlic'ulicr,  un(;  intéressante  surface  d'ordre  huit. 

»  La  deinière  Partie  du  Mémoire,  fort  courte,  se  rapporte  aux  surfaces 
hyperellipti<iues  telles  qu'à  chacun  de  leurs  points  corrcs[)on(lent  deux  eou[iles 
d'arguments;  ces  surfaces  sont  représenlables  point  par  [loiiit  sur  l.i  surlace  de 
Kummer.  » 


Uadaniard  [J .).  —  Jàudc  sur  les  propriclrs  clos  CoiicliuMS  cnlii  rcs 
cl  en  particulier  crunc  foncLiuu  consiilcicc  par  IviiMninii.  ("-i- 

:-i  i  5  ) . 

La   première   Partie  de  ce  Mémoire  est  consacrée  à  Pt-tudc  des  relalions  (]ui 
existent  entre  la  loi  de  ih-croissanee  des  coefficieuts  d'une  série  entière 


1'  (  .r  )  --  or,,  H-  rt ,  a;  -i  - .  . .  -+-  «„.  .r '"  -i- 
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ot  l'ordre  de  grandeur  de  la  fonction  ¥{x)  pour  les  grandes  valeurs  de  la 
variable.  A  citer  ce  théorème  : 

Si  le  coefficient  de  x'"-  est  moindre  nue  - — r—  i  la  fonction  croît  moins 
•"  ^       (ml)'^         ^ 

i 

vite  que  e"*'"^,  où  II  est  une  certaine  constante. 

Inversement  on  peut  chercher  la  loi  de  décroissance  des  coefficients,  con- 
naissant la  loi  de  croissance  de  la  fonction  pour  les  grandes  valeurs  de  œ. 
l^^nsuite  l'auteur  étudie  les  fonctions  de  la  forme  e^l-^),  oùG  est  elle-même  une 
fonction  entière,  et  déduit  de  leurs  propriétés  une  démonstration  nouvelle  du 
célèbre  théorème  de  M.  Picard  sur  les  fonctions  entières. 

La  deuxième  Partie  traite  de  l'ordre  de  grandeur  des  racines  et  du  genre  des 
fonctions  entières.  Son  objet  principal  est  de  compléter  un  important  théorènie 
de  M.  Poincaré,  qui  s'énonce  ainsi  : 

Dans  une  fonction  entière  de  genre  E,  le  coefficient  de  x'",  multiplié 
par  la  racine  (E  h- i )'*'""  du  produit  des  m  premiers  nombres,  tend  vers 
zéro  quand  m  croît  indé/iniment. 

L'auteur  parvient  à  établir  que 

1 

Lorsque  le  coefficient  «„,  est  de  V ordre  de  (m!)  ^,,  où.  \  n'est  pas  entier, 
la  fonction  V  {x)  est  du  genre  E,  E  +i  étant  V  entier  immédiatement  supé- 
rieur à  )v, 

ce  qui  est  la  réciproque  du  théorème  de  M.  Poincaré,  démontrée  pour  >v  non 
entier.  Si  )v  est  un  entier  E  +  i,  il  y  a  doute  :  la  fonction  peut  être  du  genre  E 
ou  du  genre  E  -f- 1. 

La  troisième  Partie  du  Mémoire  comble  une  grave  lacune  que  Riemann 
avait  laissée  subsister  dans  sa  théorie  de  la  fonction  CC-^)-  Ea  question  est  de 
trouver  le  genre  de  la  fonction  paire 

/         r    r^  -- 

'2        \  i/Ji  \ -^  / 

où  l'on  a  posé 

so 

^•(0  =  21^" 


■n-TZl 


cette  fonction  \  étant  considérée  comme  une  fonction  de  x-.  Riemann  avait 
admis  sans  preuve  acceptable  que  ce  genre  est  zéro.  M.  Hadamard  justifie  cette 
divination,  en  s'appuyant  sur  les  résultats  des  deux  premières  Parties  de  son 
Travail. 

Picard  [Ém.).  —  Sur  l'applicaLion  des  méthodes  d'approxima- 
tions successives  à  rétude  de  certaines  équations  différentielles 
ordinaires,  (p.  1--2-1). 

Le  principal  intérêt  des  méthodes  d'approximations  successives,  dont  M.  Picard 
a  montré  toute  la  portée,  est  de  pouvoir  servir  à  l'étude  des  propriétés  des 
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fonctions  définies  par  les  équations  différentielles.  C'est  ce  dont  l'aulcur 
donne  ici  de  nouveaux  exemples. 

Il  commence  par  traiter  des  équations 

dy  ■ 

et  de  celles  de  leurs  intégrales  qui,  pour  x^,  prennent  des  valeurs  données. 
Sous  certaines  conditions,  il  montre  que  ce  système  d'intégrales  reste  fini  et 
bien  déterminé  dans  un  intervalle  qui  peut  aller  jusqu'à  comprendre  toutes 
les  valeurs  négatives  et  positives  de  x. 

Sous  d'autres  conditions,  un  même  développement  représentera  ces  inté- 
grales pour  toute  valeur  positive  de  x;  la  méthode  fournit,  dans  d'autres 
cas,  des  suites  convergentes  de  fonctions  qui  ne  tendent  vers  les  intégrales 
cherchées  (|ue  si  elles  convergent  uniformément  vers  leurs  limites. 

Les  paragraphes  qui  suivent  sont  consacrés  à  une  méthode  d'approximations 
permettant  d'obtenir  les  intégrales  d'un  système  de  n  équations  du  second 
ordre,  assujetties  à  prendre  des  valeurs  données  pour  deux  valeurs  de  la  va- 
riable. Le  système  de  fonctions  déterminé  par  la  méthode  est  unifjue,  dans  les 
conditions  très  peu  restrictives  où  se  place  l'auteur. 

La  théorie  est  ensuite  appliquée  à  un  système  d'équations  telles  que 


d-u        .    ,  . 


et  d'abord  dans  le  cas  où  ce  système  est  linéaire  :  la  mélliode  donne  alors  un 
résultat  convergent  dans  un  intervalle  déterminé.  l'^llc  permet,  quand  les 
fonctions  /,,  ...,  f ^^^  ne  sont  pas  linéaires,  de  représenter  les  intégrales  dans 
un  champ  fort  étendu,  parfois  même  de  faire  leur  étude  complèle. 

Parmi  les  applications,  nous  signalerons  la  démonstration  de  l'existence, 
pour  certaines  é([ualions,  de  solutions  périodi(|ues  (|ue  la  méthode  des  approxi- 
mations successives  fournit  sous  forme  de  séries  convergentes. 

Picard  {/un.).   —  Do  l'équalion  \u  =  /cc'^  sur  une   siiiTncc  ilo 
Ilicniariii  fermée.  (2^3-291). 

L'auteur  revient,  pour  les  compléter,  sur  les  résultats  dt>  ses  recherches  antt-- 
rieures  {.Journal  de  Mathématiques.  iS()o)  relativement  à  diverses  équations 
aux  dérivées  partielles.  Il  établit,  par  une  analyse  fort  délicate,  l'importante 
proposition  que  voici  : 

Étant  donnée  une  surface  de  Kicmanu  à  ni  l'cuillcls.  il  existe  un(^  inlcgrale. 
et  une  seule,  de  récitialiou 

ù'  u        cT-  u 
r)x^         âj- 

jouissant  (U's  propriétés  siii\  anles  :  elle  est    uiiifurme  cl    ituUinnc   >ur   l<i   sur- 
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face,  sauf  en  des  points  donnés  O,,  O2,  ...,  0„  et  aux  m  points  5  l'infini  sur 
chacun  des  fcuiliels.  On  suppose  que  l'on  ait  dans  le  voisinage  de  O,- 

W=  p.log/v+ç^., 

v^  étant  continue  en  O,.  et  /-■  désignant  la  distance  de  (^,  y)  à  O,. 

Pour  le  point  à  l'infini  sur  le  feuillet  de  rang  k,  imaginons  qu'on  le  ramène 
à  distance  finie  par  une  inversion;  en  l'appelant  alors  0^,  on  aura 

u  =  aJog;-;+ Vj., 

V^.  étant  continue  en  O^.  et  /■[  désignant  la  dislance  du    transformé  de   (a;,  y) 
au  point  OJ^. 
Les  constantes  a  et  p  sont  données  et  l'on  suppose 

(3.>— 2         (i  =1,  2,  ...,  n), 
a^.  >       2         (  A-  =  1 ,  2 ,  . . . ,  ;?i  ), 

Diiheni  {P -)•  —  Commentaire  aux  principes  de  la  Thermodyna- 
mique. (298-359). 

Deuxième  Partie  du  Travail  d'ensemble  dont  le  commencement  a  paru  dans 
le  volume  précédent  du  Journal. 


Tome  X;  1894. 

Painlevé  (Paul).  —  Mémoire  sur  la  transformalion  des  équu- 
tions  de  la  Dynamique.  (5-92). 

Etant  donné  un  système  d'équations  de  Lagrange 

,,^  d/âT\        ÔT         ^  dq,  ,         ,.  ,, 

(-^^       ^(5^)"^  =  ^"     i^  =  ^'-     (^  =  ^'^'---'^o, 

où  les  Q;  ne  dépendent  ni  des  vitesses,  ni  du   temps,  et  où  T,   forme  quadra- 
tique par  rapport  aux  r/l,  est  aussi  indépendante  de  t 

ds"- 


=t  =  ^a,7:î;=5P     (a,-a,) 


ou  dit  qu'il  admet  pour  correspondant  le  système  analogue 
^     '^  dtXôg'J       àq,"^"  dt,-"^^' 


ou 


ds 


1  /,       i)JiJi  .//i 
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si  les  trajectoires  de  (A)  et  de  (A,)  coïncident,  le  mouvement  sur  ces  trajec- 
toires diflérant  en  général  d'un  système  à  l'autre. 

Si,  dans  le  système  (A),  on  conserve  la  variable  t,  mais  qu'on  effectue  sur 
les  q-  un  changement  de  variables 

^.•=  ?i(''p  '\^  "■,'•,), 

ds""'  se  change  en  une  expression  de  même  nature  c/j-,  et  le  système  (A)  en 
un  système  (  B  )  de  môme  forme.  On  dit  que  ds-  et  c/cj-,  et  aussi  les  systèmes  (A) 
et  (B)  sont  homologues. 

Si  deux  systèmes  (A)  et  (B)  sont  homologues,  les  c/s-  et  c/j-  le  sont  aussi, 
mais  la  réciproque  n'est  pas  vraie. 

Le  Mémoire  de  M.  Painlevé  est  consacré  à  l'étude  des  systèmes  correspon- 
dants d'un  système  (A)  que  l'auteur  représente  par  la  notation  condensée 
{ ds"^        \  f  ds-       \ 

\  7m''  ^)'  ^^^  P'*^  ("Tr'  ^)  ^I^^^'^*^^  '^s  Q-  dérivent  d'un  potentiel. 

Un  système  quelconque  admet  toujours  une  infinité  de  correspondants 

où  G  et  c  sont  des  constantes  arbitraires;  et  qui  seront  dits  semblables  à  lui. 

Lorsque  les  Q.  dérivent  d'un  potentiel,  le  système  (  -y-:;)  U]  admet  une  infi- 
nité de  correspondants 

rraîJ  +  3^^"'         yu+l] 

où  a,  [3,  y,  S  sont  des  constantes  (  aS —  (ây  p£  o).  Ces  systèmes,  découverts  par 
M.  Darboux,  sont  dits  les  correspondants  ordinaires  du  proposé. 

M.  Painlevé  a  étudié  les  systèmes  (A)  qui  possèdent  des  correspondiints 
autres  que  les  correspondants  ordinaires.  Il  distingue  deux  cas  suivant  qu'il  y 
a  des  forces  ou  que  tous  les  O^-  sont  nuls. 

Premier  cas  :  Tous  les  Q.  sont  nuls.  —  On  a  alors  le  théorème  suivant  : 

Soient  ds-  et  ds\  deux  ds"-  correspondants  {non  semblables),  A  et  A,  leurs 
discriminants  {relatifs  aux  q-).  L'expression 


2 

A  y'^^  ds- 
A ,  /         ds- 


{') 


est  une  intégrale  première  des  géodésiques ;  les  cwj^/cssio/is 

2  S 


Â7/         Tîs^'  \1  )         ds] 


sont  respectivement  des  i/itégrales  (Quadratiques  des  deu.v  s\  sternes 

ds-     ^         \  /d.s]       ^. 


ill'    ^'        /  \dt: 
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et  Von  passe  c/'un  système  à  Vautre  par  la  transformation 


clt 

1 

c  étant  un  nombre  arbitraire,  ou  une  intégrale  première  quelconque  des 
géodésiques. 

Dkuxikmk  cas  :  Les  forces  Q-  de  (A)  ne  sont  pas  toutes  nulles.  —  On 
démonlre  qu'on  peut  passer  du  système  (A) 'à  un  système  correspondant  (A,) 
j)ar  un  changement  de  variables  bien  déterminé 

§=V(,.,,„...,,,)(^-v)  =  V(x-V), 

T  —  V  étant  ou  bien  une  constante  absolue,  ou  bien  une  intégrale  quadratique 
de  (A). 

Une  fois  en  possession  de  ces  résultats,  on  est  en  mesure  d'aborder  les  deux 
problèmes  suivants  : 

I.  Déterminer  les  substitutions 

qui  transforment  en  lui-même  l'ensemble  des  trajectoires  de  (A). 

IL  Déterminer  les  systèmes  de  forces  R'.  telles  que,  si  on  les  substitue 
aux  Q-  dans  (A),  les  nouvelles  trajectoires  se  déduisent  des  premières  en 
changeant  les  q-  en  '-p-(^i,  ^o,  ...,  qf^). 

Willoile.  —  EUides  sur  l'emploi  des  percussions  dans  la  lliéonc 
dti  mouvement  d'un  solide  plongé  dans  un  fluide.  (g3-iiG). 

Suite  et  fin  des  Travaux  publiés  sous  ce  titre  dans  les  Tomes  VU  et  IX  du 
Journal.  La  théorie  qui  y  est  présentée,  dit  l'auteur,  rend  compte  de  : 

1"'  La  loi  de  Dulong  et  Petit  sur  les  chaleurs  spécifiques  pour  les  solides  à 
basse  température; 

a"  La  loi  de  la  dilatation  des  solides  à  basse  température; 

3"  Les  lois  de  la  pression  dans  les  gaz  parfaits; 

4"  La  loi  d'A.vogadro  et  d'Ampère  dans  les  gaz  parfaits; 

5°  he  postidatum  du  principe  de  Carnot; 

6°  La  loi  de  Newton  sur  le  refroidissement  des  solides  à  basse  température. 

Lindelôf  (E.).  —  Sur  l'applicalioti  des  méthodes  d'approxima- 
tions successives  à  l'étude  des  intégrales  réelles  des  équations 
diderentiellcs  ordinaires.  (11--128). 

L'auteur  commence  par  établir  ([u'il  ne  peut  y  avoir  c\u'u/i  seul  système 
d'intégrales  prenant  des  valeurs  initiales  données,  et  cela  dans  des  conditions 
assez  générales,  iiotamuient  sans  supposer  l'existence  de  dérivées  des  fonctions 
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qui  figurent  dans  les  seconds  membres  des  équations  (réduites  à  la  forme  nor- 
male). 

Vient  ensuite  l'expose  de  la  mélliode  de  M.  Picard,  avec  une  modification 
heureuse  que  M.  Lindelof  y  a  apportée. 

Enfin  cette  méthode  est  appliquée  à  la  démonstration  d'un  théorème  de 
M.  Poincaré  sur  les  équations  difierentielles  oîi  figure  un  paramètre  arbitraire, 

Perrin  (B..).  —  Sur  le  sous-cliscrimir)ant  (ou  covariant  biqiia- 
dratique  lié  à  l'avant-derriier  terme  de  réquation  aux  carrés  des 
différences).  (129-168). 

Après  avoir  établi  d'une  manière  générale  les  propriétés  de  ce  covariant, 
l'auteur  indique  une  méthode  spéciale  pour  le  calculer  en  partant  du  discrimi- 
nant supposé  connu,  et  pour  trouver  rapidement  son  expression  en  fonction 
des  covariants  simples,  pourvu  que  l'on  connaisse  la  chaîne  des  syzygies  qui 
relient  le  discriminant  lui-même  aux  n  —  i  covariants  principaux  (associés  à 
la  forme,  supposée  d'ordre  n).  L'application  de  cette  méthode  est  faite  au\ 
formes  binaires  des  troisième,  quatrième,  cinquième  et  sixième  ordres,  en  insis- 
tant spécialement  sur  le  cas  de  la  forme  du  cinquième  ordre,  à  raison  des  consé- 
quences nouvelles  auxquelles  conduit  la  considération  du  sous-discriujinant. 

Ilumbert  (G.).  —  Sur  quelques  points  de  la  théorie  des  couibes 
et  des  surfaces  algébriques.  (169-201). 

PiiEMiKR  MÉMOIRE  :  Des  involiitions  sur  les  courbes  algébriques.  —  Une 
série  de  groupes  de  n  points,  sur  une  courbe  algébrique  quelconque,  étant  telle 
que  chaque  groupe  soit  déterminé  d'une  manière  unique  et  sans  exception  si 
l'on  en  donne  k  points,  l'auteur  dit  que  ces  groupes  forment  une  involutioii 
d'ordre  n  et  d'espèce  k. 

Il  démontre  que  les  involutions  d'espèce  supérieure  à  l'unité  sont  : 

1°  Ou  des  involutions  dont  l'espèce  est  égale  à  l'ordre,  c'est-à-ilire  (Inni 
chaque  groupe  est  formé  par  n  points  arbitraires  de  la  courbe; 

2°  Ou  des  involutions  rationnelles,  c'est-à-dire  dont  les  groupes  soiU  ci-iix 
que  découpent  sur  la  proposée  des  courbes  appartenant  à  un  même  système 
linéaire. 

Les  involutions  non  rationnelles,  en  dehors  de  celles  dont  respècc  égale 
l'ordre,  sont  toutes  d'espèce  i  et  il  n'en  existe  pas  sur  une  courbe  pri^e  au 
hasard. 

Les  conditions  d'existence  de  pareilles  involutions  sont  ensuite  précisées. 

Deuxième  ^[émoiue  :  Sur  une  classe  de  surf  aces  algébriques  à  génératrices 
ujiicursales.  —  Démonstration  et  ap[)lication  à  la  surface  de  Stciner  du  lliéo- 
rème  suivant  : 

Si  l'on  peut  tracer,  sur  u/w  sur/'ctcc  algcbi-iquc,  une  série  siinplcnwnl 
infinie  de  courbes  unicursales  de  nièitie  ordre  /n .  se  couj>ant  deux  à  ileu.r 
en  un  point  mobile,  la  surface  est  rej>rcsen table  point  par  point  sur  le  plan. 
Elle  admet  une  série  linéaire  doublement  infinie  de  courbes  unicur.'<ales 
d'ordre  m.  se  coupant  dcu.v  à  deu.r  en  un  point  et  do/it  ftdt  /xirfie  la  série 
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primitive  ;  ces  courbes  ont  pou/-  images  les  droites  du  plan,  et  les  sections 
planes  de  la  surface  ont  pour  images  des  courbes  quelconques  d'ordre  m. 

TrxOisiÈ.ME  MÉMOIRE  :  Des  séries  de  courbes  algébriques  tracées  sur  les  sur- 
faces algébriques.  —  Etude  des  séries  de  courbes  algébriques  tracées  sur  les 
surfaces  qui  n'admettent  point  d'intégrales  de  diiïércnticlies  totales  de  première 
espèce;  application  aux  surfaces  à  génératrices  unicursales. 

Painleçé  (P.)-  —  Note  au  sujet  du  Mémoire  préeédcnt.  (2o3-2o6). 

Diilieni  (P.)'  —  Commentaire  aux  ]3rincipes  de  la  Thermodyna- 
mique. (20^-285). 

Troisième  et  dernière  Partie  du  Travail  d'ensemble  dont  les  deux  premières 
Parties  ont  paru  dans  les  deux  Volumes  précédents  du  Journal  de  Mathéma- 
tiques. ^'oici  quelques  extraits  de  la  conclusion  : 

«  Les  physiciens  qui  ont  traité  de  la  Thermodynamique  ont  placé  cette 
Science,  vis-à-vis  de  la  Dynamique,  dans  deux  positions  distinctes. 

»  Les  fontlaleurs  de  la  Thermodynamique  ont  presque  tous  incliné  à  faire  de 
cette  Science  une  application  de  la  Dynamique;  regardant  la  chaleur  comme 
un  mouvement,...  ils  ont  tenté  de  déduire  les  théorèmes  de  la  Thermodyna- 
mique des  théorèmes  de  la  Mécanique  rationnelle;  leurs  tentatives  ont  été 
aisément  couronnées  de  succès  dans  le  domaine  du  principe  de  la  conservation 
de  l'énergie;...  le  principe  de  Carnot  n'a  pu,  jusqu'ici,  être  déduit  d'une  ma- 
nière pleinement  satisfaisante  des  propositions  de  la  Dynamique. 

»  Beaucoup  de  physiciens  ont  cherché  à  rendre  la  Thermodynamique  indé- 
pendante de  toute  hypothèse  sur  la  nature  de  chaleur;  ils  ont  essayé  de  l'éta- 
blir, non  sur  des  théorèmes  empruntés  à  la  Mécanique  rationnelle,  mais  sur  des 
principes  qui  lui  soient  propres.... 

»  Nous  avons  essayé,  dans  le  présent  Travail,  d'indiquer  une  troisième  posi- 
tion de  la  Dynamique  par  rapport  à  la  Thermodynamique;  nous  avons  fait  de 
la  Dynamique  un  cas  particulier  de  la  Thermodynamique,  ou  plutôt  nous 
avons  constitué  sous  le  nom  de  Thermodynamique  une  Science  qui  embrasse 
dans  des  principes  communs  tous  les  changements  d'état  des  corps,  aussi  bien 
les  changements  de  lieu  que  les  changements  de  qualités  physiques.  » 

LLOUviile  {!(•)■  —  Note  au  sujet  d'un  Mémoire   de  M.  Painlevé 
sur  les  équations  de  la  Dynamique.  (28^-289). 

Padê  (/^.).  —  Sur  la  i^énéralisation  des  fractions  continues  algé- 
briques. (291-329). 

Étant  données  n  séries  entières  Sj,  S^,  ...,  S^,  ayant  un  terme  constant  dif- 
férent de  zéro,  il  existe  en  général,  ainsi  que  l'a  montré  M.  Hermite,  des  poly- 
nômes X,,  Xo,  ...,  X„  de  degrés  [Aj,  [x,,  ...,  [x,^  satisfaisant  à  l'équation 

S,Xi+  SoX2  +  ...H-  S,^X„=  Sjc:-^i+:^+-+:s.^-"-', 
oij   S  est  aussi   une  série  entière.  Il  s'agit  d'obtenir,  pour  le  calcul  de  proche 
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en  proche  de  ces  n  polynômes,  un  algorithme  analogue  à  celui  par  lequel  on 
calcule  le  numérateur  et  le  dénominateur  d'une  réduite  de  fraction  continue, 
au  moyen  des  numérateurs  et  dénominateurs  des  réduites  précédentes. 

Dans  la  première  Partie  de  sou  Travail,  .AI.  Padé  expose  la  méthode  de 
M.  Hermite,  mais  en  partant  de  principes  tout  diilerents  qu'il  emprunte  à  sa 
Thèse  de  Doctorat. 

Dans  la  seconde  Partie,  il  présente  l'extension  complète,  au  cas  de  trois 
séries,  de  la  théorie  des  fractions  continues  simples.  Il  étudie  ensuite  plus  par- 
ticulièrement ceux  des  algorithmes  obtenus  qui  sont  léguliers  et  qui  généra- 
lisent le  calcul  des  réduites  des  fractions  continues  régulières;  ce  sont  les  plus 
importants  et  ceux  qui  donnent,  pour  le  calcul  effectif  des  polynômes,  les  mé- 
thodes les  plus  simples.  Le  Mémoire  se  termine  par  un  aperçu  de  ce  que 
deviennent  ces  différents  résultats  dans  le  cas  général  de  n  séries. 

Raffy  {L.).  —  Détermination  des  éléments  linéaires  dotiblenicnt 
liarmoniques.  (SSi-Sgo). 

Ce  Mémoire  contient  la  solution  complète  d'un  problème  abordé  dans  un  cas 
particulier  par  M.  Sophus  Lie  et  proposé  par  M.  Darboux  aux  efforts  des  géo- 
mèlres  :  Déterminer  tous  les  éléments  linéaires  doublement  harmoniques, 
c'est-à-dire  réductibles  de  deux  manières,  et  par  suite  d'une  indnité  tle  ma- 
nières, au  type 

ds"^  =  [^{cc  -\-  y)  —  /(^  —  y)]  dx  dy. 

Un  premier  Chapitre  contient  d'abord  leur  classification  :  i°  éléments  li- 
néaires convenant  à  une  surface  à  courbure  totale  constante,  nulle  ou  diffé- 
rente de  zéro;  2°  éléments  linéaires  convenant  à  une  surface  de  révolu  lion, 
mais  non  à  une  surface  à  courbure  totale  constante;  3°  éléments  linéaires  ne 
convenant  pas  à  une  surface  de  révolution. 

Ensuite  viennent  deux  lois  importantes,  la  loi  de  passage,  qui  fait  connaîlrc 
le  moyen  de  passer  d'une  forme  harmonique  de  l'élément  linéaire  à  une  aulie, 
et  la  loi  de  réciprocité,  (jui  de  toute  solution  connue  du  proI)Ième  permet  d'en 
déduire  une  nouvelle,  sans  aucun  calcul. 

Les  Chapitres  II  et  III  donnent  toutes  les  formes  harmoni(iucs  dos  élémenls 
linéaires  des  deux  premières  classes,  avec  les  changements  de  variabk's  pour 
passer  de  l'une  à  l'autre. 

Au  Chapitre  IV,  la  loi  de  réciprocité  intervient  pour  fournir,  à  l'aide  des 
résultats  précédents,  trente-sept  formes  distinctes  d'éléments  linéaires  dou- 
blement liarmoniques. 

Il  est  ensiiite  démontré  que  ces  trente-sept  formes  constituent  toutes  les 
solutions  du  problème  proposé.  Pour  établir  (|u'il  en  est  bien  ainsi,  l'aiileur 
commence  par  démontrer  (de  deux  manières)  (juc  les  fonctions  cherchées  !>(uit 
nécessairement  uniformes. 

Il  prouve  ensuite  qyi'elles  n'ont  à  distance  finie  d'autres  singularités  (/ue 
des  pôles,  qui  sont  des  pôles  doubles  à  résidu  nul;  enlin  que  ce  sont  dos 
fonctions  doublement  /fériodiques,  proprement  dites  ou  dégénéresccntes,  ce 
(|ui   lui  permet  d'arrlN  cr  an   résultat  annoncé. 

Dans  un  dernier  Chapilr<',  il  complète  la  llu-orie  de  la  représentation  gcodé- 
si(iue  des  surfaces  en  démonirant  <pie  toute  surfiwe  susceptible  d'être  repré- 
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sentce  géodésiquement  sur  certaines  surfaces  avec  conservation  d'une  seule 
des  familles  de  longueur  nulle  et  sur  d'autres  avec  conservation  de  ces 
deux  familles  est  une  surface  doublement  harmonique. 

Il  Icniiine  en  indiquant  comment  on  déduirait  de  ses  formules  les  éléments 
linéaires  des  surfaces  que  M.  Sopluis  Lie  avait  élé  amené  à  considérer  sous  le 
nom  de  surfaces  de  troisième  classe. 

Ilainy  (M.).  —   Sur  le  développement  approché  de  la   fonclion 
pertLirbalrice  dans  le  cas  des  inégalités  d'ordre  élevé.  Ç7h)i-/\'J'2). 

Lorsque  linclinaison  relative  y  des  plans  des  orbites  de  deux  planètes  P  et  P, 
est  petite,  la  partie  principale  de  la  fonction  perturbatrice  s'exprime  au  moyen 

.V 

d'une  série  procédant  suivant  les  puissances  de  sin--. 

T 
Les  coefficients  des  puissances  de  sin-  -   sont  des  fonctions  de  deux  argu- 
ments %  et  î^i-  M.  Ilamy  a  cherché  l'expression  asymptotique  des  coefficients  de 

cos(  m^  H-  /n,î^j  ),         sin  {/n'^  -i-  m^  'C,^  ), 

lorsque  les  enliers  m  et  m^  sont  grands;  il  suppose  l'excentricité  de  Pj  nulle, 
celle  de  P  quelconque,  l'orbite  circulaire  de  Pj  enveloppant  sans  la  rencontrer 
l'orbite  elliptique  de  P. 

Il  s'appuie  principalement  sur  les  travaux  de  M.  Darboux  relatifs  à  l'approxi- 
mation des  fonctions  de  grands  nombres  et  met  à  profit  les  recherches  plus 
récentes  de  M.  Poincaré  sur  les  méthodes  de  la  Mécanique  céleste. 

Après  d'importants  développements  théoriques,  son  Mémoire  présente  des 
applications  numériques  à  Mercure,  ainsi  qu'à  Jupiter  et  à  Junon, 

Humbei't  (G.).  —  Sur  la  surface  de  Kunimer.  (473-474)- 

Erratum  typographique  relatif  à  un  passage  du  IMémoire  sur  les  surfaces 
hyperelliptiques  publié  dans  le  Volume  précédent  du  Journal  de  Mathéma- 
tiques (p.  58;  année  1890). 
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